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Vorwort 


Mit  AnBnahme  der  Integration  der  partiellen  DiSerentialgleichongen  nnd 
der  Variationsrechnung  enthält  das  Werk,  das  ich  der  Ocffentlichkeit  hiemit 
übergebe,  eine  voilstäaiiige  Darstellung  der  DifTerential-uod  Integralrech- 
nnng,  auf  streng  wissenschaftlichen  Grundlagen  aufgebaut  und  nach  dem 
heBtigen  Stande  der  WisBenschaft  durchgeführt.  Dabei  glaube  ich  auch  in 
Bezug  auf  Ansftihriichkeit  genug  gethan  zu  hnben,  da  woht  wenige  Sätse, 
die  irgend  von  visseii^challlichem  Werthe  sind,  ausgeschlossen  wurden,  wo- 
bei natürlich  mein  Angennierii  vorzugsweise  darauf  gerichtet  war.  Altes  in 
ein  organischea  Ganze  zu  vereinigen,  so  da£S  nicht  eine  Sammlung  einzelner 
Sfttze  und  Methoden  znm  Vorschein  kftme.  So  weit  dies  möglich  war,  glaube 
ich  auch  dieser  Anforderung  entsprochen  zn  haben.  Dabei  bin  ich  immer 
darauf  bedacht  gewesen,  durch  Beispiele  der  verschiedensten  Art  die  allge- 
meinen Sätze  zu  erläutern;  die  Beispiele  selbst  sind  entweder  rein  analy- 
tische, oder  sie  sind  aus  der  Geometrie,  Mechanik,  mathematischen  Physik 
und  Astronomie  gewfthlt.  Namentlich  habe  ich  mehrfach  die  WSrmeprobleme 
aufgeftihrt,  wie  denn  auch  am  Schlüsse  des  ersten  Buches  die  allgemeiuen 
Differentialgleichungen  der  Wärmebewegung  aufgestellt  sind.  Die  noch  feh- 
lenden Theile',  namentlich  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichun- 
gen, hoffe  ich  in  nicht  ferner  Zeit  nachfolgen  lassen  zu  können.  Ich  habe 
sie  von  diesem  Buche  ausgeschlossen,  weil  eine  kurze  Üebersicht,  wie  sie  in 
den  Lehrbüchern  beliebt  ist,  kaum  einen  Werth  hat,  und  eine  ausführlichere 
Darstellung,  die  nothwendig  die  Behandlung  einer  Reihe  der  wichtigeren 
Probleme  der  mathematischen  Physik  verlangt^  das  Buch  zu  sehr  vergrOseert 
hätte.  Es  wird  dessbalb  besser  seyn,  wenn  diese  Darstellung  als  besondere 
Schrift  erscheint,  die  sich  aber  dem  vorliegenden  Buche  unmittelbar  ao- 
schliessen  wii-d. 
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Die  DruckeiDriclitnng  ist  so  getroffen  worden,  dass  die  allgemeiaen 
Lehren  mit  grösserer  Schrift,  Aufgaben  and  Erläuterongen  dagegen  mit 
kleinerer  gedraokt  sind.  Abgesehen  von  der  Ranmersparniss  hat  diese  Ein- 
richtung wohl  auch  den  Vortheil,  dass  beide  Theile  sich  sofort  scheiden  und 
dem  Leser  eine  bequeme  Orientirung  gestatten.  Im  Interesse  der  Ranm- 
ersparniss habe  ich  bänfige  Ueberschriften  nicht  gegeben ,  obwohl  sie  in  der 
eben  genannten  Beziehung  von  Nutzen  sind;  dagegen  sind  die  Ueberschriften 
auf  den  einzelnen  Seiten  fortlaufend  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  dorch- 
geführt  worden.  In  Bezug  anf  Druck  und  Papier  bat  die  Verlagshandlung 
alle  meine  Wünsche  befriedigt,  so  dass  auch  in  dieser  Beziehung  Nichts 
versäumt  wurde. 

Nachstehend  will  ich  nun  noch  einige  Erläaterangen  und  Zns&tze 
beiftigen,  die  mir  während  des  Druckes  als  hieher  gehörig  erschienen  sind. 

Dass  ich  TOD  der  OrfinzeDnietliode  ansgieog,  wird  wohl  heute  keine  Beanstan- 
dung finden,  and  so  wie  die  Sache  dargestellt  ist,  wird  sich  eine  besondere  Schwie- 
rigkeit auch  eicht  herausstellen.  Die  allgemeinen  Sätze  in  §.2,  III,  IV  hätten 
vielleicht  zu  Anbng  BofgefUhrt  werden  können  j  doch  sind  sie  auch  da,  wo  sie  sind, 
an  ihrem  Platte.  Der  Satz  III  iat  natOrlich  der  wichtigste  von  allen,  da  tos  ihm 
hftufig  Qebranoh  gemacht  werden  wird. —  Die  Bezeichnung  des  Diflerentialquotien- 
teo,  wie  sie  in  §.  8  aufgenommen  ist,  hftbe  ich  durchgängig  beibehalten,  da  ein  be< 
■onderea  Zeichen  (6)  mir  dafllr  am  patseaditen  schien.  Vom  Differential  ist  im 
ganzen  Buche  keine  Rede,  und  braucht  es,  wie  man  steh  leicht  Überzeugen  wird, 
auch  nicht.  Dieser  Begriff  ist,  meiner  Ansicht  nach,  verwirrend,  und  muss  ja  doch 
immer  umgangen  werden,  wo  msji  zur  Klarheit  kommen  will.  —  In  §,  5  wurden 
die  Funktionen  arc(sin::=x)  u.s.W.  aufgenommen,  die  ich  natürlich  als  aus  der  Ana- 
Ijsis  bekannt  voraussetze.  Ich  bemerke  dabei  nur,  dass  arc(siQ^x)  und  arc(tg=:x) 
immer  zwischen  — -g-und-|--n-  liegen,  während  Brc{ooa:=z)  und  arc{cotg^x) 
Ewisehea  0  und  «  liegen.  —  Die  Bezeichnung  der  totalen  Differentialqnotienten, 
wie  sie  in  §.  7  eingeführt  worden,  wird  wohl  geoilgen,  um  jeder  Unklarheit  zn 
steuern,  und  also  ihren  Zweck  erreichen.  —  Das  Zeichen  l  .2..n,  das  nanentlieh 
in  §.  10  vorkommt,  bedeutet  bekanntlich  das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1 
bis  n.  Eben  so  würde  2.4...2n  das  Produkt  aller  geraden  Zahlen.,  von  2  bis  2n 
bedeuten;  endlich  1.3.S...2n— 1  das  aller  ungeraden  Zahlen,  von  1  bis  2n — 1. 
—  Daaa  in  §.  10.  IV  (S.  32)  verlangt  Ist,  es  dürfe  nicht  >ij(a)  =  0  seyn,  rührt  daher, 
dass  mad  die  Form  "ö"  vermeiden  wollte,  und'obnehin  für  m]>n  ein  unendlicher 
Werth  zum  Vorschein  käme;  in  allen  Fällen  ist  dadurch  jedem  Zweifel  vorgebeugt. 

In  S.  40,  Zeile  20  und  27  sollte  daa  Wort  „endlich"  durch  „stetig"  eraetzt 
werden,  da  ja  im  Grunde  dies  die  Voraussetzung  iat,  wie  die  Note  zu  derselben 
Seite  ausdrücklich  sagt.  In  den  meisten  Fällen  sind  allerdings  beide  Ausdrücke  gleich- 
bedeutend. Die  Hauptanwendnug  dieser  Sätze  ist  in  §.  15.  Dort  ist  aber  die  Sache 
so,  dass  das  Ergänzungsglied  einen  Hittelwerth  zwischen  den  Bussersten  Werthen 


Vonrort.  T 

Toratellt  und  niolit  roelir. —  Der  §.  16  «ntbAlt  eiDen  Tiel  bcBtriUeaen  Sftti,  der  flbri-  - 
g«i»  »elbtt  bei  deiiAD,  dia  iha  bestreiteo,  thaUftehlich  wieder  Torkommt;  ieh  bin  im 
„AnltBDg",  unter  1U|  nocbmali  darauf  liirückgekommen.  Die  «og^nuiDteii  Keoa- 
zeicben  der  Koarergeaz  der  Hso-Laurin'achen  Beitie ,  wie  lie  uamentlicb  Caucfaj 
aufgeiteltt,  habe  iob  nicbt  au{|g>eiioiiimeD,  da  sie  eine  uchtende  Kritik  nioht  wu- 
balten.  Iii§.  18  habe  ich  Anweii<lung«ii  de«  Rest^liedei  anf  dieErmitUiiDg  derFeh- 
lergT&oze  ^macht,  vobei  ich  auf  die  Elemente  der  Algebra  curilokgegMi^i)  bin. 
Man  kann  manche  der  dortigen  Sfttze  leicht  TeTaltgemeinern.  Oeietstietwa,  man 
■olle  V'O'  mit  m  Zifl^a  genau  ftuiciehen  nnd  wBhle  a —  n  fOr  a,  so  mdasen  alao  Va 
und  V*  — «  >»  (JBD  m  enten  Ziffern  Übereinstimmen;  dtuu.  genOgt  es  nnn,  daM 
V»-V'(>— *)^ 


-<— ^  «ey.     Nun  ist  Va— o=l/a ; ~<"<>^'w^*° 

i/a  10  ■  "  V(i-e«)' 


::n-<^' 


n  Vi».— 9  a)       V«      ^*         V»  Vi*— »")  10 

•eyn  muM.     Haobt  man < ,  to  ist  dieBeT  Beding^g  ge- 

-       v'(»-«)v{a_o)'-*     lo" 

nSgt,  10  duB  also ^~^'    "~"^ — r— . 

*~"     10         *       10   +n 

> ,  d.h.> ,  und  also  braucht  bloss  — < su  sejn,  wor- 

lO'+n     10"+10"  lO" '  *      lo" 

ans  dann  fblgt ^ -i^ ,  so  dau  a  und  a  —  a  in  den  m4~I  ersten  Ziflbm 

*  lo' 

mtt»en.  *    'Soll  s.  B.   \/  — z —  anf  2  Desimalstellen  entwickelt 
werden,!«  mOuenalso.da  y/  — r —  jedenfalls  cwei  Zifltm  vor  dem  £inbeitapnnkt 


,                                      37&300     S75SOO     37B300« 
■«TnmDM.    Nmimt  man  nun  iT-|-afBr  R,  so  h' — 


«+n  «  {«- 


10 
sen  dl«  m  anten  Ziffern  intimmenatimmen.    Denn  stiromsn  nnr  die  m  —  1 
so  wird  A  — B  ibret  n  — 1  Ziffam  venlKer  haben  als  A;  die  Dinilon  Ton  A  —  B  dnreh  A  gibt 
alio  nach  dem  Einhsitspnnkt  noch  m — 2  Knllen,  aber  die  m"  Stelle  hat  nicht  Kdl,  dlem — 1** 

kanuNnll  bbtu,  oder  anch  nlehtj  [n  allen  FlUen  wtra  abo  — - — ^ ,  so  daii  nicht  Uou 

*  lO" 

dl*  m— 1  enten  Zithm  snsammenitimmen  können.    Aber  eben  weil  dt«  m — 1*  ZiAi  nldit 

IfnUseynmniii  wird  nnr  dann  — ~—  sicher  <^  — —,  wenn  In  A  nndB  die  m-t~l  «istn 

[Jiqn.saOyGoO'^lc 


sn  gtnügt  ft<^-^--,  d.h.  "^jqööÖÖ'  '**  ^'^*  *'''*''  "*""  "'*"  "=^314160  lelit, 
dto  Zihl  Qoii'sQ  ■»  ibnn  5  enten  Ziflbm  dis  trerl»(igt«n  ^bt. 
Man  hat  weiter  für  3l>h: 

_i(,+i,)..(.)+i-!f,+  ....i(.-b)  =  -!i_i^,-.... 
■(4i3-[dn+ls-r^.+ ]■■>«■ 

Man  setze  nun 
HO  Ut  der  begaageoe  Fehler  =:^ 


(21  +  1)      '^       I ' 


(2»+l)(2t+1)         2i(.+  l) 
bprcohoet  werden  kOnoen.     Sa  für  z^l   mQsste  ~ 


— ,    wodurob  nun  die  DatQrliohen  LogarithnieD 


{2n  +  l).3  .8.2       '" 

a  man  1(2)  anf  7  Dezimalen  hüben  will;  dies  j»t  der  Fall  fiir  n=S,  und  mithin 


'«-4i+i3^+-    +^3^.]- 


In  dieaer  Beciehiing  mag  hier  auf  die  Schrift;  Tli^orie  ^^iierala  de»  Approxi- 
tuaUoD  num^rique«  von  Vieille  (Paria,  1654)  Terwjeten  werdi^n. 

Das  Lagrangre'sehe  Theorem  ist  unmittelbar  aus  dem  toii  Banuann  herrfih- 
renden  Satze  gefolgert  worden,  wodurch  es  al«  eine  Folgemng  ans  dem  Mac-Lau- 
rin'schen  Satze  enebeint.  —  In  §.  27,  II  n-urde  von  einem  Ausdrucke  fUr  sin  z  Oe- 
braueh  gemacht,  der  hier  nicht  bewiesen  istj  doch  findet  er  sich  in  jeder  guteu 
Änaljsis.  

In  §.40.8.148  ist  allerding»  e=  Kvir^'""'^',   ^ber  nicht  kurzweg  z= 

<i-+oH/c  * 

Y^"  _l7"     ■  d*  diese  OteichuDg  aus  g»  —  ~  t'+f^*  gesohlosaen  ist,  aus  der  such 

t  =  ~  \/~  -_7'  folgen  könnte.  Aber  da  Va+bx— cx'>0,  w kann Letz- 
t«rei  nnr  Statt  flndan,  wenn  X'-j-a<0;  allein  es  ist  u— ^>0,  also  (t>,T,  und  da 
(x+tt)(x+/*XO,  also  x-{-a  und  i-\-ß  von  Terschiedenem  Zeichen,  so  musa 
nothwendig  x-|-u^O  sejn,  so  dass  unsere  Formeln  unbedingt  galt«n, 
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Vorwort.  TU 

la  §.  44,  S.  161,  in  wÄre  zuiufUgen,  dui  die  Formeln  für  /  * gena- 
sen ;  denn  ist  auch  a<0  und  ft'>b',  so  ist  / — ;— ^ = —  / und — R 

■  J  »  +  booBi  J  — a — bcaix 

>0,  (— a)'X— b)*:  iit  weiter  »'<b',  b<0,  so  hat  man  dieselbe  Dnuchreib- 
weiae  nnd  es  ut  (—»)*<(  — b)*,  ~b>0. 

In  der  Formel  (44)  des  §.43,  S.  175  ist  Bllerding:«  eu  verlaDgen,  es  solle  f  (x) 

■  tetig  sejn  toq  2^a  bis  x=-b;  doch  ist  dies  nicht  nOthig,  d&  es  genDgt,  dau 
f  (s)  endlicii  ley,  und  mao  durch  f[a~|~@(b  — a)]  einen  Uitt«lwertb  zwischen  den 
ftnsiersten  (grOsiteo  nnd  kleinsten). Wetthen  bezeichnet,  die  f(l)  erlangt,  wenn  x 
TOD  a  bis  b  geht.  Dass  die  Grosse  unter  dem  (bestinimten)  Integralzeichen  immer 
endlich  seja  milsse,  ist  Grundbedingung,  und  es  sind  daher  auch  manche  Unt«r- 
sucbungeo  Ton  Caaohj  weggeblieben,  die  gegen  diese  fundamentale  Anfordemng 
fthlen,  eben  weil  sie  nicht  zulissig  sind. 

In  %.  SO,  IT,  S^  186  ist  der  Fall  weggeblieben,  da  zwar  a  und  b  tod  Tersehi*- 
denem  Zeichen,  aber  — T -^1'  '"  ^^''^^'■i  <)"  Integral  sulAssig  ist.     Man  fSnde: 

Zu  §.69  kann  man  folgende,  von  Lionville  henühreitde  Betrachtung  lu- 
fDgen.  Geset»  in  är=f(x,7)  enthalte  f(x,7)  eine  Konstante  a,  die  in  derGrOsse 
f,^5--|-g-f,  oder  in  9)(f).f,,  wo  ^  eine  willkürliche  Fonktion ,  nicht  mehr  Tor- 
koinmt,  so  ist  1^(0  s~  <>»  ■»tegrirender  Faktor  TOD   g f^O.       Denn   es   ist 

i  [,««=.. .:  i  [.,.  (L'+y, )]=.;,.«  •-?  [L'+.t-] + 

,„r'''4-''',^"»n  „,, '[""»-3 1 '["•'" H]..„     ,. 

»«Lejn+iTti'+ei  8;J=»'  '-^ — r. — + — «; — ="■  '"  "'• 

8r^(f)r,i 

Behauptung  beweist.     Ist  — r nur  NuU  fUr  einen  bestimmten  Werth  Ton  a,  so 

B  f 
ist  ^(f)  ä~  ein  iDtegrireuder  Faktor  filr  diesen  Werth  Ton  a,  wenn  dieser  Faktor 

nur  Dicht  0  oder  X  . 

In  S.  269,  Zeile  13—19  ist  ein  nicht  ganz  richtiger  Satz  stehen  geblieben,  da 
die  Gleichung  (a)  in  %.  66  nicht  eigentlich  hieher  gehört,  indem  weDD  ^(j)  =7  ja 
aach  qi(x)^x  lejn  sollte.  Han  kann  also  diese  wenigen  Zeilen  füglich  weglassen. 

Das  allgemeine  Schema,  du  en  §.  71  gehSrt,  ist  das  folgende;  Han  bilde  aus 
f(x,7),  das  zur  Abkürzung,  fheissen  mSge,  die  Funktionen  ^t  =  b — ^'ä~i  '*  ~  g~^ 

+'!7; '•"'■h+'W' oi.t7=b+^'f(^b)+^' f,  (.,  w  + 

j'^g-  f,  (a.  bl  .  .  . ,  WO  b  eine  willkürliche  EonstaDte. 

Wenn  man  in  $.76  ;«tit  I(a4~bx)^u  und  formt  die  GleIohnng<k)  imi.|t9 


Tin  V«fwort. 

kommt  man  ftuf  den  enten  HauptfUl  zurflck,  so  da«  alao  dieier  letztere  der  weseot- 
licbere  ist. 

-  In  }.  92,  Nr.  6  konnte  ein  Anstand  gefunden  werden,  da  tfaataAchlioh  die  Ge- 
■ohvindig^keit  zunehmen  wird  mit  wactisendem  x,  wShrend  der  Druck  abnehmen 
wird.  Hob  kftno  ataa  bo  aa^a:  die  gewonnene  lebendige  Kn^  beim  DurohstrOmen 
Ton  ^x  Ut  =  ''  '  [(v+<iv)»— v']=  ^~i^  [u^v  +  J  <^w)*J;  die  Arbeit  des 
Bruckei  =  —  lodpjJx,  da  hier  <Jp  negativ  ii<ti  da  nun  die  lebendige  Kraft  dorch 
diese  Arbeit  des  Dmcki  entatuiden  iat,  so  hat  man  — u>dpjdx.=  ~ — r —  [v^v-j- 
1  (/iv)*],  wo«  die  Gleichung  (a)  wieder  gibt.  Doss  die  Resultate  lusomnieiutimmen 
mnssten,  ist  leicht  einzaieken,  so  dtus  mau  die  Darstellung  im  Bnche  stehen  lassen 
kann.  Die  eben  angedeutet«  mag  jedoch  Torzuziehen  sejn,  wenn  gleich  Fälle  vor- 
kommen kSnnen ,  wo  auf  kurze  Strecken  hin  v  abnimmt  mit  wachsendem  z. 

Zu  §.94  mOgen  noch  folgende  Betrachtungen  beigefügt  werden,  die  wieder 
theilweise  von  LionTille  herTQhren.      Gesetzt  man  habe  die  gleichzeitigen  Diflbren- 

8t             6t             8a 
tistgleiefanngen:  t-=Y,  j— ^Z,  ö"^^ <•  ^''■'^  """  '''^  Grössen  T,,  T„ 

.  .  -i  Zi,  Zf,  .  .  .  nach  folgendem  Schema: 

^■=if+rf'+Ff^+-^-s+if-+if^+ — ■■ 

■etEe  QuninT,  Z Yi  ■  ^i Ti.Z, x=a,  j=b,  z=c,  .  ... 

wo  h,  o,  .  .  .  willkürliche  Konstanten  lind  und  beEeiohne  die  so  hieran»  entstehen- 
den Werthe  durch  Anhängen  des  Zeigen  a,  so  ist 

,=b+^m.+^(T.).+!|=f  (T.).+ . . .. 

v.  s.w.    Der  Beweb  dieser  Sätze  ist  sehr  leioht.     Offenbar  ist  nämlich  Tt  =  gri> 

T}::=ä — :.  ■  .  ■  n.«.  w.,  woraus  noch  §.  71  sofort  die  Behauptung  folgt. 

SS  8S 

Gesetzt  nun,  es  »ej  T=::ä~,  Z=^j—,  ....  wo  S  eine  Funktion  von  x,  f,  c, 

...ist;  gesetzt  femer,  man  bilde  T,,  Z, ,...  wie  so  eben,  und  es  sej  eine  Kon- 
stante a  in  einer  der  Funktionen  T,  Z,  .  ,  .  wenigstens  (also  in  S)  enthalten,  die  bei 

8ir.  6Z, 

der  Bildung  von  Tj,  Zi,  .  .  .  wegfiüle,  so  ist  also  g-^ssO,  j-^  =  0,  .  .  .  .     Aber 


j'ses 


^^g^+...=R.so.st 
,      SR     8B 
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■o  du«  alM  R  kein  7,  z.  .  .  .  eatUlt,  mithin  l^losi  Ton  x  abb&n^.     Nnn  irt 

erej    8Z8«,  e's  bt     e's  a«  ,  e  /d8~v     e's 

8oei"''8a8x"'""  ■■  ~  e«87  B»'*"8iiüi  ex"*"'"      8x  V.e*J     8a6x' 

"  f'^     -r^j-'^f^      A-l.  »   f'n      r  '*'    I  '°    ''^ 

81.  Ux"    J  "*■  8.  l,»x~   J^ 8x  l_8«J      le.  8x^81  8.  8  j 

+»7  878;+--J-axl.8.J    *• 


'A-f' 


±  res-*  _ 
8xle«J" 

«ine  IntegTolgleJohung^  del  Spätem«.     Sind  mehrere  aoleher  Eonitanten  a  in  S,  >□ 
erhUt  man  mehrere  Integrklg^leiohDn^n.     Deberdie«  ist  Mich 

„     8  res,  1  /8s^».   1  ras^'i       t 

60  dMS  man  also  blots  sa  sehen  braucht,  ob  äi'^'a'l  VBtJ  "'"  \_8«J  "^  '  ' '  ' ' J 
nur  X  Dnd  o:  enthält,  in  welchem  Falle  sofort  —=  /rSx^-C  ist. 

DieBereehnuDff  Ton  ir(I~|-a)  auf  S.  489  (§.  106)  kann  noch  etwu  anden ge- 
führt werden.  Beachtet  man  nämlich ,  dacs  r(b)  r(l  —  b)  =  onhn'  ***  ^  swuehen 
Oandl,»oi.tbr(h)r(l— b)=~;d.h.  r(I+h)r(l-h)=^J;^uod»Uo 
ir(H-s)+ir(l-a)  =  l(^)._d.h.-l(l+a)-l(l-a)+S.a'+i-S.»*+... 

und  abo 

Will  man  endlich  die  allgemeine  Betrachtung  des  §.  113  nicht  anwenden,  so 
kann  man  in  fblgender  Weise  f  er&hren : 

Jf  (x)=  b  f'(.)+y(h-.)f  (s+s)8i. 

=br(x)— iy.o.-i)i'(x+i)8.=hr<x)-gi>(,+»K    «.IQ. 
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IrtolBD  f(x)=/F(x)Bx,  so  int,: 

yr«Br  =  hF(.)+-|[r(a+b)-r{i)i— j^'r'(.+e.h). 

V*^"  » 

yF(i}ai=hr(.+h)+|-[r(.+2h)_p(.+h)]-]^F'(.+h+e,h). 
.+1. , 

worftuB  wie  in  §.  114i 

yrWex  =  h[F{»)  +  F(.  +  ü)-f...+F(»-t-^^n"h)]+|.lF(.+nh)-F{.)]. 

nh' 
mit  einem  Fehler  kleiner  als  -j^  M,  wo  M  der  grflsste  Werth  ist,  den  F'(i)  «n- 

nimmt,  wenn  z  tod  r  bii  a-j-nb  geht. 

Ueberhaupt  kann  raau  die  allgemeinen  Betrachtungen  venneiden,  wenn  man  in 

§.  113  nur  m  apeziali^irt,  also  (wie  so  eben)  ^I,  2,  3,  ...  setct,  wodurch  eben  all-  - 

gemeifaere  Untersuchungen  unuOthig  werden.     So  erhält  man:  ' 

yF(i)B.  =  h[F(d)  +  F(»+h)+    ..+F(*+;r^].}]+|.[P{.  +  nh)-F{a)l 

-^r(a+nb)-r'W]. 

mit  einem  Fehler,  kleiner  »l*  =^  H,  wo  M  der  grösate  Werth  ist,  den  F*(e)  er- 
langt, wenn  z  Ton  a  bis  a-^nb  geht. 

Schliesslioh  mag  noch  die  folgende  Zusammenstellung  ron  Erinnerungen  aus 
der  Analfsis  gestattet  sejn. 

I.  Die  Grosse  x  heisüt,  wenn  m  eine  poiitire  ganze  Zahl ,  die  m"  Potenz  Ton 
X  ,  und  ist  das  ^odukt  tod  m  Faktoren,  von  denen  jeder  gleich  z  ist.  m  heisst  der 
Exponent.  Vj  ist  eine  GrOsse,  die  m  mal  als  Faktor  gesetzt  (tu  mal  mit  sieb  selbst 
multipHiirl)  die  Grosse  y  gibt;  sie  heisst  die  m"  Wurzel  aus  y.    Sind  m,  n,  r  ganz« 

positive  Zahlen,  so  ist  x~  =— ,  x     '  ■='\/^  ,  x     '  =-; .      Als  Fundamen 

talgleichungen  filr  die  Potenzen  bat  man: 

was  auch  immer  m  und  n  Tut  Zahlen  seTn  mOgen. 

n.  ht  a  ^x ,  so  heisst  z  der  Logarithmus  von  x  fUt  die  Grandzatil  b;  ist  letz- 
tere =  2'7182818=:e  (g.U,  2),  so  heisst  z  der  natilrliobe  Logarithmus  von  x  und 
wird  mit  l(z)  bezeichnet,  so  dass  die  Gleichungen  z=l(x)  und  e'=x  dasaelbe  be- 


deuten.     Itt  k^lO,  m  hat  man  die  gewOhnliolien  Logarithmen      FOr  olie  Log»- 
rithmeD  gFlteu  die  Formeln: 

i'>g(yt)  =  ]agj-+\ogt,logl  —  j  =  \vgj  -logt,   logi    =ailogl,  iogi  =  -^. 

IK.  Ist  TOQ  Kitix,  C09X,  tgx,  cotgx  die  Rede,  <o  ist  x  immer  gemessen  durch 
einen  Krt-iibogen,  dcBMn  Halbnieiser  1  ist,  to  dMS  x  ali  rein«  Zahl  erscheint, 
welche  die  Unge  des  zwiachen  den  Seiten  des  Winkels  mit  einem  Halbmeuer  =  1 
heBchriebenen  Kreisbogens  auadriickt,  wobei  der  Scheitel  del  Winkels  Hittelpunkt 
iit.     Die  Fundamentalbeziehnngen  sind : 

■ii>(r+i)  =  'in7COBE-|-ooi7sint,  c(it(r4~i)  =  coiT*°**~'>'°3'^it  tfi= • 

cotgi  =  ~-.  iin(— ()  =  -»lni,  eos(— ■}  =  eoii,  tg(— *)  =  — tg«,  oi)tg(— »)  = 

— cotgi,  iln*i+coi'»  =  I,  , 

IV.  Ans  sinE=x  folgt,  dais  i  der  Bogen  sey,  detten  Sinus  :=x  ist.  Nun  aber 
gibt  es  viele  Bügen,  deren  Sinus  derselbe  ist;  wihlt  man  den  kleinsten  dnron,  der 

twiMhen ^  ond  -|-  -^  liegt,  so  soll  derselbe  durch  aro  (s)n=z)  bezeichnet  ' 

werden.     Man  kann  also  aus  arc(sin=s}c=i  wohl  schliessen:  x=:siDs,  nicht  aber 

umgekehrt  aus  sinz:=z  sofort  z=aro(8in^z),  es  mOiste  denn  z  schon  zwischen  \ 

—  -g  und  +  -^  liegen.     Ist  e  cwisctiea  —  -5-  und  -|-  g- ,  so  hat  man  z  =  are  (sin  , 

=  x);  ist  z  zwischen -q"   nnd   -ö-:  t^n — arc(Bin^x}i  ist  z  zwischen  g-und2R:  | 

z  =  arc(sin=z)-|-2]T  u,  s.  w.      Eben  so  bezeichnet  aro(tg=x)  den  kleinsten  Bo-  \ 

gen,  dessen  Tangente  ^z  ist,  sodass  aus  aro  (tg-=x)  ^z  folgt  x=tgE,  w&h-  .j 

reod  die  umgekehrte  Gleichung  nicht  sofort  angeschrieben  werden  kann.     Dabei 
liegt  aTc(tg=x)  zwischen  — -y  und  +"2"*     Endlich  ist  immer  arc(cos  =  s)^  V" 

—  arc(sin=z),  «rc(ootg=x)=  j-  — aro(tg=:x). 

V.  Die  GrSsse  V —  1  =i  kann  nicht  durah  pOBilire  oder  negatire  Zahlen  aus- 
gedrSokt  werden,  und  heisst  desswegen  eine  imagin&re  Zahl.  Mau  hat  t&t  sie:  i*^ 
-l,i*=-i,i»=+l.i*'=l.i*''+'=i,  i*'^*  =  -l,  !*■+'=  _i.      Femer  ; 
(§.  17.  IV):  e''  =  co»x  +  i«inx,  woraus (cosz+isinxr  =  {e*')"=e"'=oosnix                      -  " 
•^isinmx,  was  auch  m  sej.     Setzt  man  j~^iz  =  ß  (eosa~4~''''"'')i  'o  "^  P^= 

V y*-|"''i  *"•"  =       •  ■'"  *^  — .  wenn  y  und  z  reelle  (d.  h.  positive  oder  nega- 

tiTe)  Zahlen  sind;  hierans  folgt  (y-j-ix)*'  =  (^'*(«<»RH-i sin <>)"'=('*  (cos  m  a  -j- 

isinma).     Da  ganz  eben  so  Vfy+i*)  =  {y+iE)'"  =  f''  1  «« — |-l^— lundn 

nicht  bloss  einen  einzigen  Werth  haben  kann,  sondern  unt&hlig  viele,  die  nach  ein-  4 

ander  um  2n  rersohieden  sind,  so  hat  also  V(y+iz)  mehrere  Werthe.     Thatsüch-  1 

lieh  sind  nur  m  davon  ron  einander  renehieden,  und  wenn  a,  der  kleinste  Bogen  ^ 

ist,  fQr  den  eos(i=: — ,  siDa= — ,    so   erhält  man   dieselben,     wann  man   in  ' 

(/•  £eo»"-!—^-^+ista"*-i-^J  nach  einamler  setzt  r=0,  1,  2 P^Vialp  '' 


Setzt  man  l{y+ii)=u+iT,  Bowty+'«="         =«'•'  =«"   (eo»  »  + 
itinr),  wonn*  folgt:  o' co»t=t,  e"«inT=2;  o' ^ Vy*-|-i*,  boit  ■ 

Vr  +«* 

■iitT:=  .-■-.  -■  also  n^  "5"  1  (y*"H<*).  wMirend  t  ein  Winkel  Ut,  beiobafl^D 
irie  10  elMii  verluigii.  Ist  t,  der  kleinite  Wink«l  dieKr  Art,  u  ist  T=T(-|~2r*r, 
wo  r  eins  gante  Zahl,    AU o  endlieli 
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Erster  Absclmitt 

Von  den  Funktionen.     Gränzwerthe.    Differentialquotient  fQr 

Funktionen  einer  einzigen  unabhängig  Veränderlichen. 


Zvei  Begriffe  mässen  vir  ror  Allem  qds  klar  macheD,  den  der  Fnok- 
tion  und  den  der  Gränze  oder  des  Gränzwerthes.  Ueber  beide  wollen 
wir  auB  dessbalb  zunächst  etwas  näher  umsehen. 

Unter  Funktion  einer  Grösse  x  versteht  man  in  der  Mathematik  jede 
Gt&sse,  deren  Werth  abhängt  vom  Werthe  eben  jener  Grüsse  x,  so  dass 
also  der  Werth  der  zweiten  Grösse  erst  gefanden  werden  kann ,  wenn  man 
den  der  ersten  kennt.  So  ist  also  x^  eine  Funktion  von  x,  indem  zunächst 
X  bekannt  seyn  muss  und  erst  dann  x^  gefunden  werden  kann ;  iog  a  ist  dess- 
gleichen  eine  Funktion  von  a  u.  s.  w.  Die  Grosse,  welche  bekannt  seyn  mass, 
damit  der  Werth  der  von  ihr  abhängenden  gefunden  werden  kann,  ist  in  der 
Regel  willkürlich,  d.  h.  man  kann  ihr  ganz  beliebige  Werthe  beilegen;  sie 
beisst  dessbalb  gewöhnlich  die  unabhängig  Veränderliche,  und  zwar 
das  Letztere,  weit  man  sich  ihren  Zustand  als  veränderlich  denkt,  oder,  was 
dasselbe  ist,  annimmt,  dass  sie  beliebig  viele  verschiedene  Wertbe  annehmen 
kann.  Man  könnte  sie  eben  so  wohl  anch  ürgrösse  oder  Stammgrüsse 
u.  s.  w.  nennen ,  da  dieae  Namen  dieselbe  Sache  bezeichnen  würden.  Die 
Funktion  selbst  beisst,  im  Gegensatz  biezn,  die  abhängigVeränderliche. 
So  ist,  wenn  y  ^aiax,  x  die  unabhängig  Yeränderliche ,  y  (d.  h.  ainx)  die 
abhängigVeränderliche;  5x*  —  Sx'-j-?  ist  abhängig  veränderlich,  x  da- 
bei unabhängig.  Es  ist  wohl  leicht  begreiflich,  dass  die  Bezeichnung  eine 
unwesentliche  Sache  ist.  So  ist  z^  eine  Fnnktion  von  z,  wobei  eben  z  die 
unabhängig  Veränderliche  ist;  6 sin v  —  9co8v-(-31ogv  eine  Funktion-der 
(nnabh&Dgig  gedachten)  Veränderlichen  v,  u.  s.  w. 

Es  ist  aber  anch  wohl  denkbar,  dass  diejenige  Gritsse,  von  der  der 
Werth  einer  andern  abhängt,  selbst  wieder  abhängig  ist  vom  Wertbe  einer 
dritten  Grosse.  So  ist  log  sin  x  zunächst  eine  Fnnktion  von  sinx,  welch 
letztere  Grösse  selbst  wieder  von  x  abhängt.  Ist  atigemein  y  eine  Fnnktion 
von  X,  so  ist  z.B.  19 y* — 7y'+8y  eine  Fonktion  von  y,  die  also  mittel- 
bar von  X  abhängt.  Solche  Funktionen  pflegt  man  Funktionen  vonFunk- 
tionen  zn  nennen.   Bekanntlich  bezeichnet  man  eine  beliebige  Fnnktion  von 


4  Stetige  und  imitMige  Fanktionn. 

X  mit  f(xj,  F(x),  y(x),  ^(x)  U.S.  f.,  so  daas  also  fCy)  eine  Funktion  von 

y,  F(2)  eine  solche  von  2, bezeichnet.    Ist  nun  y^^(^x),  z:=f(y), 

BO  ist  z  eine  Funktion  von  einer  Fanktion  von  x,  die  man  auch  mit 
f(g>(x))  bezeichnen  könnte.  Wie  man  hier  veiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Eben  so  ist  klar,  dass  wenn  zwischen  den  Grössen  ;  und  x  die  Beziehung 
y=  f(x)  obwaltet,  man  nicht  nur  y  als  Funktion  von  z  ansehen  kann,  son- 
dern auch  wohl  berechtigt  ist,  z  als  Funktion  von  y  anzusehen.     So  folgt 

aus  7:=x*  auch  x:^  Vy  ^^^  ^^  ist  jetzt  x  als  Fraktion  von  y  angesehen, 
während  zuerst  y  als  Funktion  von  x  musste  betrachtet  werden.  Folgt  aus 
y  =  f(x)  die  Gleichung  x  =  F(y),  so  sagt  man,  F(y)  sey  die  umgekehrte 
Funktion  von  f{x),  und  es  muss  F(f  (x))  geradezu  x  geben. 

Die  Mathematik  hat  es  in  der  Regel  nur  mit  stetigen  Funktionen  zu 
thon ,  und  sie  versteht  darunter  diejenigen  Funktionen ,  die  sich  nur  um  ver- 
schwindend kleine  Grössen  ändern,  wenn  der  Werth  der  ÜrgrSsse  sich  auch 
nur  um  eine  solche  Grösse  ändert.  Die  gewöhnlichen  Funktionen  der  nie- 
dern  Anaiysis  sind  alle  in  diesem  Falle  und  nur  für  spezielle  Werthe  der 
Urgrösse  machen  sie  davon  eine  Ausnahme.  Man  kann  das  eben  Gesagte 
auch  in  folgender  Weise  darstellen.  Ist  f(x)  eine  Funktion  von  x,  und  man 
ändert  den  Werth  von  x,  lässt  ihn  also  in  x-\-Jx  übergehen,  wo  Jx,  den 
Bezeichnungen  der  Differenzenrechnung  gemäss,  *  den  (ganz  beliebigen)  Zu- 
wachs von  X  bedeutet,  den  wir  uns,  der  Einfachheit  wegen,  positiv  denken 
wollen,  60  wird  f(x)  in  ffx-[-^.x)  übergehen, -wo  also  f(s  +  ^x)  den  Werth 
der  Funktion  f(x)  bedeutet,  den  man  erhält,  wenn  man  x-\--4\  an  die  Stelle 
von  X  setzt.     Die'Aenderung,  welche  f(x)  biedm:ch  erleidet,  ist  f(x  +  ^x) 

—  f  (x)  und  wenn  nnn  diese  mit  unbeschränkt  kleiner  werdendem  Jx  eben- 
falls fortwährend  kleiner  wird,  oder  besser  gesagt,  für  Werthe  von  Jx,  die 
der  Null  beliebig  nahe  kommen,  ebenfalls  Werthe  erhält,  die  der  Null  be- 
liebig nahe  kommen,  so  ist  f(x),  ftir  den  betrachteten  Werth  von  x,  stetig. 
So  ist  x'  für  jeden  Werth  von  x  stetig.     Denn  es  ist 

(x  +  ^x)'  — x»  =  3x'^x-{-3x(^x)'  +  (-^x)*. 
Lässt  man  hier  Jx  der  Null  nahe  genug  kommen,  so  wird  die  Grösse 
zweiter  Seite  ebenfalls  Null  nahe  kommen,  was  unsera  Satz  beweist,  ^  ist 
stetig  für  alle  Werthe  von  x,  ausser  für  x  =  0;  tgx  fst  stetig,  ausser  wenn 
,\  =  -|- n.  s.w.,  in  welchen  Fällen —,  tgx  unendlich  gross  werden,  d.  h. 
jede  Grössensehranke  überschreiten.  Unstetig  lieissen  wir  nun  eine  Funk- 
tion, wenn  sie  nicht  stetig  ist,  d.  h,  also,  wenn  die  Differenz  f  {x-^-Jx) 

—  f  (^x)  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  sich  nicht  Null  beliebig  nähert.  In 
dieser  Lage  ist  z.B.  —  fflrx^o.   Denn  es  ist  ■    , =  —  ,   _,   ^  ^j — 


*  Hau  Tetgleiche  damit  mebie   «GnindiQge  der  tlgebniteben  ABilyU*"-     {Esriun 
BriDD.)   S-  79ff.  r''\ 
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diese  Grösse  Dicbt  angebbar,  oder,  wie  man  sicli  ausdrfickt,  uneodlich  gross 
(00),  und  ee  ist  daher  uiiraögiicli,  von  ihr  zu  sagen,  sie  näher«  sich  mit  ab- 
nehmendem Jx  derl<>'uil.     ItetraGliten  wir  den  Quotienten 

und  lassen  in  demselben  (das  beliebig  gedachte)  ^\  mehr  und  mehr  gegen  o 
gehen,  so  wird,  im  Falle  dieser  Quotient (1)  sich  dann  mehr  und  mehr  einer 
bestimmten  endlichen  GrSsse  annähert,  nothvendig  f(.x)  stetig  seyn  {ftir  die- 
sen Werth  von  x).  Denn  würde  f  (x-f-^x)  —  f  (x)  mit  unbegränzt  abneh- 
mendem Jx  nicht  selbst  unbegränzt  abnehmen,  sich  vielmehr  einer  endlichen 
{oder  gar  unendlichen)  Grüsse  nähern,  so  mUsste  nothwendig,  bei  sehr  klei- 
nen Werthen  von  J\,  derBruch  (1),  dessen  Zähler  endlich  wäre,  sehr  gross 
seyn,  so  dasB  mit  unendlich  iibnehmendem  ^x  er  sich  nothwendig  einem  un- 
endlich groBii«n  Werthe  annähern  müsste.  Ist  also  unsere  Voraussetzung, 
(1)  nähere  sich  einem  endlichen  Werthe,  wenn  ^x  sich  o  nähert,  richtig, 
so  kann  f  (x)  nur  stetig  seyn.  Umgekehrt  ist  der  Satz  nicht  immer  richtig. 
So  ist  X.  B.  V-t  Wr  x  =  o  noch  stetig,  da  Vx  -\-Jx  —  V  f^""  x  =  0  zu 
\/ /fx  wird,  nnd  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  auch  unendlich  abnimmt; 

dagegen  ist  — '  ■  ^~  ^  '  für  x  rr;  0  gleich  — .— ^  =  y7 —  """^  '*"^  ■■''* 
unendlich  abnehniendem  Jx  immer  grösser  werden.  Trotzdem  nun,  dass  der 
ausgesprochene  Satz  nicht  umgekehrt  werden  kann,  bleibt  vr  dennoch  von 
grosser  Wichtigkeit,  da  der  direkte  Sati  selbst  in  den  meisten  Fällen  genügt 
Wir  sind  bei  nnsem  Untersuchungen  von  selbst  auf  den  zweiten  Begriff, 
den  des  Gränzwerthes  gekommen.  Wir  haben  nämlich  gesagt,  wenn  der 
Bruch  (1)  mit  unbeschränkt  abnehmendem  Jx  .sich  einer  endlichen  Grö^se 
mehr  und  mehr  nähere,  so  sei  f  (x)  stetig.  Diese  Grösse  nun,  der  sich  (I) 
nähert,  nennen  wir  die  Gränze  oder  den  Gränzwerth  von  (1).  Ueber- 
haupt  verstehen  wir  also  unter  GränzWerth  einer  von  a  abhängenden  Grösse 
denjenigftu  Werth,  dem  sich  dieselbe  mehr  and  mehr  nähert,  je  mehr  a  einer 
bestimmten  Grösse  a  sich  nähert.  Letztere  Grösse  a  ist  gewöhnlich  0.  So 
ist  t.  B.  der  Gräazwerth  von  -—[:— offenbar  — |—  (oder  —  ,  wenn  «  sich  o 
nähert).  Wir  bezeichnen  dies  durch  Vorsetzen  des  Zeichen  Gr. ,  als  An- 
fangsbuchstaben des  Wortes  „Grfinze",  und  werden  dabei  in  der  Regel  an- 
nehmen, wenn  es  nicht  ansdrUcklich  anders  gesagt  ist,  die  sich  ändernde 
Grösse  gehe  gegen  o.     In  diesem  Sinne  ist.  also : 

'*-5Thr.-?'»"°='-'*'"«'^  '■'■■■'■■ 

Wir  haben  hier  die  beliebig  abnehmende  Grösse  mit«  bezeichnet;  in{l) 
T&re  sie  Jx  n-s-w.  Der  bereits  oben  mehrfach  ausgesprochene  Satz  würde 
also  j«tztheis8en:  bt 

Goo^^lc 


c^ 
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endlich,  so  ist  f  (x)  stetig. 

Es  kann  sich  anch  ereignen,  daes  die  sich  ändernde  Grösse  mehr  nod 
mehr  anwächst,  oder,  wie  man  alsdann  sagt,  unendlich  gross  wird.  Aoeh 
in  diesem  Sinne  lässt  sich  von  einer  Gränze  sprechen,  und  man  sollte  aller- 
dings ein  etwas  verändertes  Zeichen  brauchen.  Da  vir  in  der  Regel  nicht 
in  diese  Lage  kommen  werden ,  so  wollen  wir  davon  absehen  und  nnr  beson- 
ders' daran  erinnern ,  wenn  der  Fall  eintritt  Für  unendlich  wachsende  (po- 
sitive oder  negative)  a  wäre  also 

G„i  =  ..,*.fLi-J  =  ,.G,.ii^.|...... 

Wir  wollen  nun  zunächst  zur  Aufsuchung  einiger  Gränzverthe  fiber- 
gehen ,  die  für  unsere  nachfolgenden  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  sind. 

§■2. 
I.  Sey  a  ein  zn  einem  Halbmesser  =  I  gehSriger  positiver  Kreisbogen, 
und  man  soll  ^^  ^o" 

suchen.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  zweierlei  Weise  lösen.  Einm^  näm- 
lich beweist  man  in  der  Geometrie,  daes  in  einem  Kreise  die  Sehne  kleiner 
ist  als  der  zugehörige  Bogen ,  Während  die  Tangente  grösser  ist.  Daraus 
folgt,  dass         ,>ri„a.  „<tg<.=    i>5^.  l<i^(nit«<|) 

1           1          ,      tir  a           KiJQ  n             ,      sin  n     ..     -     »in  a  ^  ,      .  ,  . 

SO  d&ss  also ,  da  -^^  = ;,  auch >  1 , >  cos  a  und  mithm 

der  Werth  der  Grösse  "'  immer  kleiner  ist  als  1  und  grösser  als  cos  a. 
Lässt  man  nun  a  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  cos  a  mehr  und  mehr  gegen 
1  gehen,  also,  da  —  —  immer  zwischen  1  und  cos«  Hegt,  so  muss  mit  sol- 
chem abnehmeoden  a  diese  Grösse  auch  gegen  1  gehen,  da  sie  schliesslich 
zwischen  1  und  1  liegen  wird.     Man  hat  also 

Man  kann  denselben  Satz  anch  in  anderer  Weise  beweisen.  Nach  §.  16 
meines  „Bandbuchs  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie"  (Stattgart, 
Metzler)  ist  immer  f  för  o  <  ~A 

(in  <i  <  o,   iio  a  >  o  —  -g-  o' 

Lässt  man  nun  a  nobegränzt  abnehmen,  so  wird  1 ä  ***   mehr   und 

mehr  sich  1  nähern,  so  dass  also  I  und  I  —  -^  a' sich  mehr  ond  mehr  gleich 
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Verden,  und  also,  da  — -  immer  zvischen  diesen  beiden  Grössen  liegt,  wird 
auch   — ^  Bich  imbegr&nzt  l  nähern.    Da   —^ =  ,     so   ist   anch 

U.   Man  BoQ  J_ 

Qr.  (1  +  o)' 
finden.    Setsen  vir  a  =  — ,  also  —  =:  m,  so  vird  mit  suendlich  abnehmen- 
dem a  die  Grösse  m  aaeadlich  wachsen  mid  umgekehrt.     Kennt  man  also 
Gr.  I  i  -1 —  )    för  ein  unendlich  wachsendes  m,  so  kennt  man  damit  anch 

Gr.  (l  +  a)  "  für  ein  anendlicb  abnehmendes  ec.     Wir  wollen  nnn,  da  es 
uns  bequemer  ist,  das  Erstere  suchen.     Zunächst  beachten  wir,  dass  allge- 
mein, wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl: 
^■'  +  *_i,"  +  '        .       ,_, 

^,/         =»  +•        !•  +  »        b+...+b. 
wie  man  durch  Division  ganz  mimittelbw-  findet  Ist  nnn  a  >  b,  beide  positiv, 
so  ist  sicherlich 

a"+»''"'l>+»°~V+  .  .  .-(-h°<«'  +  »'+«°+  .  .  .+»' 

imd  initlün  )t(  dun ^ <(ii+l)»°,  a""*"' — b'"''' <  (n-J-1)  a'(»— b). 

-  ffiMut  folgt,  da»       »■''■*— (n+1)  »'(»  —  bXb''*"'. 
d.h.     a'[a— (b  +  1)(«— b)]<b'"'"*,  t>dma'[(n+l)b— »»Kb'"*"'.  (3) 

Denken  wir  uns  nun  in  I  l  -^  —)    die  Zahl  m  ganz  und  positiv,  setzen 
nach  einander  m  =  1,  2,  3,  ...  n,  ...  so  erhalten  wir  die  Keihe 

(■+1)'  (•+i)'  O-t)'    .  0+i)"  0+^)"'.    <« 

in  welcher  jedes  folgende  Glied  grosser  ist,  als  das  vorhergehende.  Um  diese 
Behauptong  zn  rechtfertigen,  setzen  wir  in  (3) :  a  = 
so  ist  a>b,  also 

was  die  Behauptung  rechtfertigt.     Die  Reihe  (4)  ist  also  eine  steigende. 
Setzt  man  in  (3)  aber  a  =  1-1 — ~-,  b:=l,  so  ist  wieder  a  >  b,  also 

0+fj"[«+.-"0+Ä:)]<.-n     ^    ., 


8  OtttuwMÜl  «m  (1  +  o)". 

womoi,  iodMüiDUi  qiuulTitt:  |i-|--_|      <;4. 

Da  nun  die  dem  Gliede  f  l  +  ^  -  J     vorangehenden  Glieder  der  Reihe 

(4)  alle  kleiner  sind,  als  dasselbe,  so  folgt  leicht,  dass  kein  Glied  der  Reihe 
(4),  man  mag  sie  fortsetzen,  so  weit  man  will,  gleich  oder  grösser  ale4  seyn 
kann.  Sa  ferner  das  erste  =  2 ,  so  liegt  ein  jedes  zwischen  2  und  4,  Dar- 
aue folgt  offenbar,  dass  mit  unendlich  gross  werdendem  positiven  ganzen  m 

die  Grösse   (  >  H )      sich    einer  -  zwischen   2    und   4    liegenden    Zahl 

nähern  werde,  die  wir  mit  e  bezeichnen  wollen. 

Ist  m  nicht  eine  ganze  Zahl,  sondern  beliebig  positiv,  so  sei  m  =  n4-«. 
wo  a  <  1 ,  aber  positiv,  nnd  n  eine  ganze  Zahl.     Alsdann  ist 

und  da  m  >  n ,  aber  m<n  +  l,  soistl-j —  <  1+  — ,  aber  >  1  +  "  ri  • 

o+i)"'">o+^)7">o+.;,)"'c+»T-"'5°"- 

Demnach  liegt  (l-\ J     immer  zwischen  (  •  +  "T'  )    (  ^  +  "^ J 

undTl  H — zCt)         ('  +   ^t)         •    '***'  """'  ^^^  "*'    *'"'   *"''*'  " 

und  n  +  1  immer  mehr  wachsen,  so  nähern  1  i  H I  und!  l  +  ^JTiJ      ' 

dem  Obigen  gemäss,  der  Z^l  e;  Tl  +  ~\  ,fl  +-Trf3  *''*■'  Ä"'* 

offenbar  der  Zahl  ],  so  dass  also  beide  obigen  Grössen  sich  e  nähern,  mithin 

auch  (i  +  -^)  ,  das  immer  zwischen  beiden  liegt' 
Ist  endlich  m  negativ  =  —  r,  so  ist 

(' +i)"= 0-1)"'= ('-?)"'= fey^' +.-iy 

Wird  nun  m  unendlich  gross,  so  wird  es  auch  r  — 1;  ^l  +  ^"try J 

DiqnzeciOyGoO'^lc 
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nähert  sich  e,    1  +  ^77   aber  1,  also  nähert  sich  II -j      ,        d.  h, 

Daraus  folgt,  dass  fax  ein  (positives  oder  negativeO  unendlich  grosses  m: 
Gr.  fl  +  ^y  =  •■  "l*"  <3'-  (1+  ")«-•,  ■         (6) 
wenn  a  unendlich  abnimmt. 

EineD  andern  Beweis  desselbea  Satzes  findet  man  iu  meiaen  „Grund- 
zflgen"  S.  6  ff.     Will  man  den  Werth  von 

Or.a  +  »x)" 
erhalten,  so  setze  man  ax  =  e,  a  =  ~  ,  so  wird  mit  nnbegranzt^abnehnien- 
dem  a  auch  e  unbegränzt  abnehmen.     Alsduin  ist 

ar.(l+BT)"  =  Gt. (!  +  .)•  =6r.  L(1  +  «)*J  . 

und  da,  nach  dem  Obigen  Gr.  (1  -}-«)'  =e  ßr  jedes  abnehmende«  (ob  po- 
sitiv oder  negativ),  so  wird ,  da  sich  x  nicht  ändert  mit  e: 

Gr.{I+ai)"  =e'  (6) 

seyn. 

Die  Zahl  e  ist  zur  Grundzahl  der  natürlichenLogarithmen  gemacht 
worden,  die  wir  durch  das  Zeichen  1  bezeichnen  wollen.     Ist  also' 

1(1)  =  ..  «.Wi  =  e'i 
daraus  folgt  auch ,  wenn  man  die  gewöhnlichen  Logarithmen  durch  log  be- 
zeichnet:     logt  =  I  log a,  d.h.  «  =  i^-^.  od8tl(x)=:  ~^. 

Umgekehrt  ist  auch         kg  s  =  |^ , 
wenn  a  die  Grundzahl  der  gewöhnlicheo  Logarithmen  ist.     (Der  genauere 
Werth  von  e  findet  sich  in  §.  18.  m.) 

Ehe  wir  weiter  gehen ,  wollen  wir  noch  einige  Sätze  über  Gränzwerthe 
beifügen,'  die  uns  im  Folgenden  von  Nutzen  seyn  können. 

III.  Sey  P  eine  Funktion  von  a,  dessgleiohen  Q  und  R;  sey  ferner, 
entweder  immer,  oder  doch  ffir  Werthe  von  a,  die  wenig  verschieden  sind 
von  einem  bestimmten  Werthe  a : 

Q>P>R,  d.h.  P<(JimdP>B, 
femer  f&r  Werthe  von  a,  die  sich  a  unbegränzt  nähern 

Gt.Q=  Gr.R, 
»0  i*t  Mch  6t.  P  =  Or.  Q  =  Gr.  R. 

Wir  haben  von  diesem  Satze  bereits  mehrfach  Gebranch  gemacht,  wenn 
a  =  o  and  wollen  ihn  doch  noch  förmlich  beweisen.  Da  F  <  Q,  so  kann  man 
also  setzen  P  =  Q  —  ^ ,  und  da  P  >  R  :  P  =  R  +  j',  wo  p  und  ^  positive 

CnOC^Ie 
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Grössen  sind.  Daraus  folgt ,  dass  Q  =  P  +  P.  R  =  P  —  g',  mithin  Q  —  R 
=  p  -j-  f '.  Lässt  man  nun  a  unbegränzt  gegen  a  gehen ,  so  wird  mehr  und 
mehr  Q  =  R,  also  Q — R  =  0,  d.  h.  es  ist  Gr.(ß  +  e')  =  0.  Da  aber  ^ 
und  (f'  positiv  sind,  so  kann  ihre  Summe  nur  dann  gegen  Null  gehen,  wenn 
jede  dieser  GrOssen  selbst  gegen  Null  geht,  so  da«s  also  Gr.  ^  =  0,  Gr.  ^  =  0, 
und  mithin,  daP  =  Q  —  ff,P^R-\-Q',  so  wird  mit  der  Näherung  von« 
gegen  a,  auch  P  sichQ  o^er  R  unbegränzt  nähern,  was  eben  in  der  Behaup- 
tung ausgesprochen  ist. 

IV.  Seyen  wieder  P,  Q,  R, . . .  Funktionen  von  a,  und  es  sey  für  unend- 
lich abnehmende  (d.  h.  gegen  Null  gebende)  a: 

Gr.P  =p,  Gr.  Q  =  q,  Gr.  R  =  t 

ferner  seyen  a,  b,  .  .  .  Grössen ,  die  eich  nicht  mit  a  ändern ,  so  ist 

QT.(P  +  a)  =  p  +  a,  Gr.(l.P-i-a)  =  bp  +  »,  Gr.(aPH-bQ  +  eR+..)z=»p-f-bq 

-hcr...,Gr.  (PQ)  =  pq.  ,^.  (^^)  =  i,  Or.l(P)  =  l(p),   Gr.  p"  =  p\  n.  ^  ». 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  ein  sehr  einfacher.  Da  Gr.  P  =:  p,  so  folgt 
daraus,  dass  wenn  a  nahe  an  0  ist,  auch  P  nahe  an  p  ist,  man  also  setzen 
kann  P  =  p-|-^,  wo  p  eine  Grösse  ist,  die  immer  näher  an  0  kommt,  je 
näher  «  selbst  gegen  Null  geht.  Eben  so  Q  =  q  -j-  ^',  R  =  t  +  ?".  .  •  ■• 
*'o  e''  9"i  •  •  •  eheufalls  mehr  und  mehr  sich  der  Null  niÄeni ,  je  mehr  a  sich 
Null  nähert.  Daraus  folgt: 
P  +  a^p  +  »  +  P.bP  +  »  =  bp  +  a+bp,aP+bQ-|-cR+..  =  ap  +  bq+or+.. 

-f  ae+be'  +  oj"+...,  P(j  =  <p-t-p)  (q  +  j')  =  pq+pf'+qf+ee'.  q^=^5^' 

ia')  =  i{p+p).  P*  =  (p+P)'"''''  =  (p  +  P)*'{p+P)*' 

Lässt  man  nun  hier  a  gegen  Null  gehen,  also  f,  f',  ^"  ebenfalls  gegen 
Null,  50  wird  p  +  a-j-p  gegen  p-|-a  gehen  (wo  natürlich  p  nicht  mehr  von 
a  abhieng);  bp-j-^+^P  gegen  bp-|-a,  indem  sicher  auch  hp  zu  0  werden 
wiKd;  ap-|-bq  +  cr4---  +  aß+bp'-j-cp"  +  ...gegenap4-hq+cr+-'; 
P#H"P?'~I~*)?~I~??'  fßriier  gegen  pq,  indem  pp',  <]q,  pp'  zuNull  werden; 
^-^  wird  zu  ~  werden  und  eben  so  t(p  +  e)  zu  l(p);  (p  -\-  e)  wird,  da 
p  und  q  sich  nicht  ändern,  nothwendig  zo  p  ,  und  (p -j- g)  zup'^l  wer- 
den ,  also  (p  +  p)  (p  -|-  p)*  zu  p  .  1  =  p  ,  — ,  woraus  nun  ganz  unmittel- 
bar alle  behaupteten  Sätze  fliessen. 

§.3. 

Der  bereits  m  §.  I  mehrfach  betrachtete  Werth 

G,."-+^;^-"->      (2) 

(für  ein  unendlich  abnehmendes  Jx)  heisst  der  Differentialquotient  von 

f  (x).    Er  ist  der  Gränzwerth  des  Differenzenqaoüenten    ~ ^ • 

und  wird  durch  die  Zeichen 


i/Goo^^lc 


'-^.  i^t«.  rw        (7) 

b»eichDet,  wovon  das  letztere  vod  LagraDge  henührt.  Ist  y^f(x),  so. 
wird  die  Differenz  ((x-\-Jx)  —  f(x)>  gemlts«  den  BezeichDDiigen  der  Diffe- 
renzenrechoung ,  darch  Jy  bezeichDet  werden,  und  man  hat  aach 

als  ErkUmng  des  Differentislqootienten  von  y  nach  x.  Das  Zeichen 
g^  =  -g—  darf  nicht  als  ein  Bruch  angesehen  werden ,  dessen  Zähler  etwa 
37,  und  dessen  Nenner  dz  wäre;  es  bedestet  blos  den  Dlfferentialqno- 
tienten  (3)  von  y,  wenn  x  die  unabhängige  Veränderliche  ist,  wesshalb  das 
dx  unten  beigefßgt  ist 

Die  Bedeutung  der  Grösse  ^  tritt  auch  klar  hervor,    wenn  wir  ihre 
geometrische  Darstellung   ins  Auge   fassen.      Sey  ^'   '      ^ 

(Fig.  1)  FG  eine  krumme  Linie,  OA  und  OB  die  j^.^S^^ 


^Jn^ 


rechtwinklichen  Eoordlnatenaxen,  so  wird  die  Ordi- 
nate MD  =  y  eine  Funktion  der  Abszisse  OD  =  x 
seyn,  Sey  nun  DE  :=  </x,  also  EN  =  y  -|-  Jy 
der  neue  Werth  der  Ordinate  (d.  h,  wenn  y  =  f  (x), 
so  ist  y  -f-  Jj  oder  EN  —  f  (x  -j-  Ji)},  und  man  - 
ziehe  durch  die  Punkte  M  und  N  eine  Gerade  MN,  so  wird  dieselbe  mit  der 
Abszissenaxe  OA,  oder  vielmehr  mit  der  mit  OA  parallelen  MQ  einen  Win- 
kel NMQ  machen,  für  den  (wegen  XQ=EN — lfl)  =  ^y) 

Lässt  man  dx  abnehmen,  d.  h.  E  gegen  D  rficken,  so  rückt  N  gegen 
M  und  die  Gerade  MN  nähert  eich  mehr  und  mehr  einer  bestimmten  Lage 
MS,  welch  letztere  zum  Vorschein  kommt,  wenn  K  an  M  angerückt  ist.  Der 
Winkel  SMQ  ist  daun  gegeben  darch  die  Gleichung 

SO  dass  letztere  Grösse  eine  vollkommen  klare  geometrische  Bedeutung  hat. 
DieGeradeMS  heisst  in  der  Geometrie  die  berAhrende  Gerade  oder  Tangente. 
AnmerkDiig.'  Man  pflegt  zDveilen  da*  Geiogts  aach  in  «twM  andecec  Foim  aaiZD- 
■predien.  TenUht  nun  nSmlieh  nnter  nnendlich  kUinBT  Grasie  ein«  QrOwe,  denn 
Werth  kleiner  iit ,   da  Jede  auch  noch  10  kleine  GtBim  ,  lo  kann  man  aagen ,   dMi    r—  der 

Wetdi  Ton  2^  lej,  veno  Ji  (alao  auch  dj)  nnendlieh  klein  iit,  oder  dau  -j-^  der  Werth 

det  BnichM  '  A  ~  ^  ^^  "'"'^'«•'  Weinet  dx  »ey.  Eben  to  wire  dmn  in 
Tig.  1  US  diejenige  Gerade,  die  durch  iwei  nnendlich  nahe  Paukt«  der  Icrommen  Linie  FO 
gelegt  wDide.  Man  defat  leicht,  in*  die  eben  angegebene  FaMoag  nur  der  Feim  nach  ter* 
icUeden  i«t  tod  der  frflheren ,  Im  Wegen  aber  mit  denelben  übereinkointnt.  Will  man  eich 
dattetben  bedienen ,  m  i«t  die  AUeitong  gleich  whaif  ond  man  taou  nnr  beachten ,  dau  eben 
•antndlich  klatne"  GrOtten  die  „Grinie"  aller  OtAmcb  lind,  aber  nieht  geraden  NdU  gewtzt 
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Differenti^aotieiit  n 


'.K«), 


«erden  kOimeti,  d»  Null  gu  keine  GrSuc  mehr  Ut  Die  Grloie  eioer  FJtehe  iit  twu  »ohi 
Dicht  mehr  angebbar,  sie  gehört  aber  doch  inr  FlKcbe  and  iit  eben  deiihalb  niebt  sl<  gßt 
^Nichti  —  Null  aDZBsehen;  <o  i>t  ea  mit  den  aaendlieh  kleinen  Grflisen.  Dieae  liegen  nnieni 
Auichauangen  und  Begriffen  de«  Stetigen  nnd  Atugedehuten  ireeeiitlich  lU  Oraode.  Die  Zeit 
Terflieiit  in  unendlich  kleinen  Homenten ;  ein  bewegter  Paukt  gebt  Ton  Lage  za  Lage  dmcb 
nneodlich  kleine  Zwiacbenatnfea  Über  n.  s.  ir.  Ton  dieaer  Anichaonng  röhrt  aneh  der  Begriff 
tinla  her.    Da  nlmllcb  Jj  =  -r^  Ji,  nod  ff-  ——"'-*■  fci-i~.   *-  ■  — i 


eaDifte 


)  fOr  aneDdlicb  kleine  Ji 


D  daa  unendUcb  kleine  Jt  mit  di,  dai  ebenfaUs  unendlich  kl^e 
.  i- 1)  mit  iy  beieiebnet,  atu  dleter  Gleichung 


-ü. 


Jy  (indem  7  eine  ateljge  Fnnklion  «i 
folgen ;  d  J 

wo  nun  äy  du  Differential,  d.h.  die  nnendlich kleine  Zimabme  Tan  y,  bezeichnet  Wir 
Verden  lon  dieien  Beieicbnongen  in  der  Regel  keinen  Gebrauch  macfaen  nod  wollen  una  da- 
bei also  aneh  nicht  weiter  aufhalten. 

Der  Werth  (2)  oder  (8)  lässt  sich  bei  einigen  Fanktionen  leicht  an- 
geben ,  wie  vir  dies  nun  betrachten  wollen. 

I.  Sey  y  ^x,  so  ist  y-\-JY^=x.-\-Jx,  also  Jy  ^/tx  und  -^  =  j— 
^=^  1.  Da  nun  diese  GrSsse  sich  nicht  mehr  ändern  kann,  d.  h.  konstant 
ist,  80  ist  gewiss  auch    Gr.  -j-?  —  1 ,  d.  h. 


II.  Seyy  — I(x),  al8oy-|-^y  =  l(x+^x),  ^y  =  l(x+^x)  — l(x) 
^    ,    (»±^-3    =,    fx^^).     ^,i^^    =    Gr.      '  f'4?'^ 

=  Gr.  1  y\  +  -*J     .   Abernach§.2,FonneiC6)  ist,  weondort  a  =  ^x 

1  r       ^I^^        '- 

und  Y  fii''  X  gesetzt  wird :  Gr.  I  l  +  —  I      =  e  *  ,    also  gemäss  §.  2 ,  IV : 

Gr.  I  fj  +  —J      =Ie'  =  y,  indem  I  (e)  =  1.     Man  hat  ailsn 

8  !<*)._    l 

III.  Sey  y  =  Binx,  also  y  +  ^y^^  sinCx  +  ^x),  .^y  =  ain(x+^x) 
—  sin  X  =-2  cos  (x  +  ^  Jx)  sin  i  Jjl.  *     Demgemäss: 

\\  =  Gr.  ^_^'±+i^,J^^l  =  Gr.  co.  (,  +  (  ./x).  ^jf'  D..ber 

Gr.  cos  (I  +  )  ^x)  =  cosi,  Gr.  5^.^=  I  (§.2.  I.),  »o  folgt  hieraus 
nach  §.  2.  IV. :  Gr.  ^  =  co«  x, 
•        *  S.  H,  Fonseln  (»)  aMiiiM  .Htndbnchi  der  b^mq  tud  iphNriiohMi  TiigonooMMe". 


DiAiMtlalqnotiGiit  TOn  eoi  X,  C.  r  +  C,  C  j,  los  z.  13 

d.  h.  Ijii  =  cc.  «. 

IV.   Sey  y  =  co8X,  so  ist  y  +  ^y  =  cos(x+i/x),  Jy  =  c<ia(x.-{-Jx) 

-c08i  =  -2.m(.+M»)«i°l-<',»l-oH  =  ""~'"''"'jr''" '"'''' 
=  Gr.  —  sin  (x+  J  Jx).  — -^ — -,  woraDsganz  in  derselben  Weise,'  wie 

so  eben ,  folgt :  "sT"  =  —  »i"- 

§1- 

Wir  wollen  nuD  zunächst  einige  allgemeine  SStze  nachweisen,  die  nns 
bei  der  Differentiation  der  Funktionen  die  wichtigsten  Dienste  leisten  werden. 

I.  Sey  C  eine  Grösse,  deren  Werth  unabhängig  ist  vomWerthe  von  x, 
d.  h.  eine  Konstante  nach  z,  so  ist 

Denn  will  man  jetzt  setzen  f  (x)  ^  G,  so  ist  auch  f(x-|-^x)  ^C,  da 
C  sich  ja  nicht  ändert  mit  x,  demnach  ist  f  (x-^^x)  —  f(x)  =.0,  d.  h. 
iM+^lzZliä  =  0,  .1.0  .«ch  Gr."'  +  ^^^-'"'  =  0.  ..or...  der  be- 
hauptete  Satz  folgt. 

IL   Ist  y  eine  beliebige  Funktion  von  x,  so  ist 
6(3  +  0  _6r- 

Denn  ist  f  (x)  =  y  +  C ,  so  ist  f  (x  -|-  Jx)  =  y  -j-  ^y  +  c,  also 
f  (x  -j-  Jx)  —  f  (x)  =  Jy,  woraus 

— bi— -  "'■ dx    .    =  '^-  J7=n- 

So  ist 
8(riD,  +  12)  8[-S  +  l<x)]        1     BKfl«)       8p(6>  +  IWJ        1 

ex  -«■»«.  g,  -  i«       g^      -  g^  -—■ 

.  III.   Dessgleichen  ist       ^-^  =  C  ^X 
Denn  wenn  fCx)  =  Cy,  so  ist  f  (x  +  ^x)  =C  (y  +  <^y),  f(x  +  ^x) 
—  f(x)  =  C^y,»l80 

MCy)  ^  Q^  f(x  +  Ji)-fW  ^  ^j^  CJt  ^  cU 

So  wäre 
MlSwix)  ,.j„      e("H(^)_A    SKx*)     <[41(x)]  _4     fl(-18x) 

6x       -      «Mni.      e^      -,■     gj    -      8i      -T'        e^       =-13. 

Ist  Iogx  =  z,  wo  a  die  Grundzahl  des  Logarithmensystemes  seyn  soll, 

so  ist  x  =  .",  alsol(x)  =  zI(a).z=  '^.  d.  h.  I<>gx=[g,  also  "^^j-^j 


oder  da  loga=  I:  f(^='fg«i  ">  ^»s»  also -^  = 


'<"  '    Coogic 


14  DiffbieBtUIqtioti«Dt  toiit±(,  71,  kr  +  bi  +  ... 

IV.  Sind  y  und  z  FimktfoDen  von  x,  so  ist 

8(r  +  r)^8T  ,  8»     8(r-i)_aT_B» 
ez  8i''"8j['        Br         Sx     61 

Denn  sey  f  (x)  =  y  +  z»  »">  »et  f  (x  +  ^x)  =  j  -\-z-i-  Jy  -\-  Jz, 
f  (x  +  ^x)  —  f  (x)  =  ^y  +  ^z ,  also 

81  <i  I  -4 1  V  J  x'  dxj     8 1  '  8  * 

Eben  so  wird  der  zveite  Satz  bewiesen.   £iae  Verbindung  der  Sätze  III 
nnd  IV  flUirt  leicht  za  folgendem: 

Sind  y,  z,  n,  .  .  .  beliebige  Funktionen  von  x;  a,  b,  c,  .  .  .  beliebige 
Ko».unten,„i,.     •il^l±>Ll±i^-i.  .Ü  + ^  «i^. ,  •_;  +  ... 
So  ist 

ar-n.+3](.)]         II  I  °,  »[»""-ziWJ     „,„,      « 

V.  SeyeD  wieder  y  und  z  Fanktionen  von  z,  so  ist 

»(?■)         l!   ,      »I  ■ 
81    ■*  'ei"^    e. 
Denn  sey  f  (x)  =  yz,  so  ist  f  (x  +  ^x)  =  (y  +  ^y)  (z  +  ^z>' 
ü  jz  +  y^z  +  z,/y  +JyJi,    f  (x  +  z/x)  —  f(i)  =  y//z  +  z^y 
+  ^y^z,  mithin      ig- 0,."-  +  ^^^-'W  =  0,7^'  +  '^;+^' ^- 

=■»'  ('3i  +  '2i +  ■''?;)  ='fi  +  "F^'  '»'*'«»  (""k   §■  2-  ^'> 


8  (rin  1 M»  x) 


,  m  positir  und  gans. 
-  =  — tin'i-j-coi*i, 


«[■IMI 


»1(1  )  =  :Lii^'ü  =  i^'  +  i(.)J^  =  1.^  +  1«  =  1  +  1(1), 
i)[5j...i(.-)j  _  »[a)iinii(.)]^^H.i»x.i(.)i    .^r^.^^»i(.)       ea.1-1 

Bz  8i  8i  l_  8t  8i    -I 

=»[.„;i+,w.»..]  =  ?»|!^+«.(x)...., 

*  D-  h.  Differentf&lqnotient  eioei  Prodnku  iireiei  Faktoren  =  DlfFerenti&lqaoUent  des 
«vciUD  Fakten .  muläplizin  mit  dem  entea ,  -j~  DifftNDtialqnotieiit  dei  enteti  Faktor«,  mal- 
dpUtin  mit  dem  iveiten. 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


Diflhtwiliklqaotitnt  T«i-|-iaidt«ifM3cF(x>  +  C. 

Man  kann  obiges  Resnltat  leicht  verallgemeinern.     So  ist 

•teiL)  =  ,.»J!  +  .  •*«_,,•!  +  , .li  +  „L'..,.^. 
dx  8s  6e  8i  81  Si 

VI.   Man  hat  eben  so 

By_     ei    • 


Sey  mmUoh  f  (i)  = -|-,  »0  ist  f(i  +  ^i)=  ^ijl,  I  (i  +  J  x) 
, r,i  -y+^r    t    (r+J;)i->(.  +  ^.)   .J;1;J.' t(»+/)i)_t(,) 

-'W-.+  4,   ,-        .(,+j,)      ,-  .'+,4,  z; 

£y_    dt 

d.0,..|^  =  ,||.a,.j^.j5i.  Q,..J....0  =  01..(|.2.IV). 
Daiwu  fol^ : 

6  «Im  8eon 

8^1  ^±  (*^1\  ^  "^^.fij '    8«    _w«'»  +  »'n'«^      ' 

81        fli  vcoBiJ  ooi'i  ~        co»'i  eoi'i ' 

Bcoii  6  Hai 

Cootgi»  8    /•goti'V       ""'    8x    ~ 8x_  _  —  «In' I  —  eo»*i       —  1 

8 1  8  X  Vjrin  I J  liD*  X  ~  »in'  i  ~  lin'  x  ' 

■•  e  1     I  B  x' 

8x        ext^^J- 

m  poiitiT  und  ganz. 


JL  <"ri°'"\  _  '      8»  ' 

8xLx>J-  I« 


Vn.  Sind  f  (x),  F  (x)  zwei  FnnkÜonen  von  x,  so  beschaffen,  dass,  was 
anch  X  sey:  f  <i)  =  r  («)  +  c. 

wo  C  eine  Konstante ,  so  ist  nothwendig 
8f(x)  _  8F(t) 
8x    ~     8i   ■ 
Denn,  da  obige  Gleichang  för  alle  Wertbe  von  x  besteht,  so  ist  anch 
f(x  +  Jx)  =  F(H-i*x)  +  C,  f(«  +  Jx)-f(x}  =  P(.  +  ^x)-r(x), 
also  auch 
l(x  +  Jx)-t(x)_r(x  +  Jx)-F(x>     ^j^  f(x  +  ^x)-f(x)     q^  r(x  +  Jx)-F(x) 

Ist  C  =  0 ,  so  sind  beide  Funktionen  einander  gleich ,  nnd  der  Satz  ist 
natürlich  auch  richtig. 

*  DiffarenäalqaoUmt  Blnei  Bmdtt  =  Diflbrentiftlqnotiaat  dM  ZSblan ,  moltlpllilil  mH 
dnn  NantMi,  ninni  Difbtttrtltlqnotliiit  dM  Nenneri,  lUl  dem  ZSfalsr,  dlridirt  ADm  doreh 
du  Qoulrat  de*  Nnuwii. 

Goo^^lc 


Dfff«NDtlMloD  d«  I^nklioiMn  tob  Fanktionen. 
Wfire  also  i.  B. 


Wir  vollen  annehmen  y  sey  eine  Funktion  von  z,  nnd  dann  f'(y)  eine 
Funktion  von  y  und  es  soll  sich  nm  die  Bestimmang  von  -^  handeln.   Man 

i„  im = 0,.  '»+y-"'> .  0,.  f'<T+y-'w  pi 

Nun  ist,  nach  unsem  Fundamental-Erkl&rangen:  Gr.  -7^  =  ir^;  was 
Gr.  -y''  J'''  J^'-  anbelangt,  90  wird  natMich  auch  Jj  zur  Gränze  Null 
gehen,  wenn  Ji  in  dieser  Lage  ist,  da  wir  immer  y  als  stetige  Funktion  von 
X  TorauBsetzen  {§.  1);  die  Grösse  Gr.  J"       '^'  alsdMin,  gemäss 

§.  3,  der  Differentialquotient  von  f  (y)  nach  y,  d.  h.  so  bestimmt,  als  wenn 
y  die  nnabbängig  Veränderliche  wäre ,  welchen  Werth  wir  mit  _  '  *  zn 
bezeichnen  haben.     Demnach  ist  (§.  2.  IV) : 

8f(y)        Bf(y)  67  ,„, 

TT  -  IT  e^"  ^       - 

.    Man  nennt  diesen  höchst  wichtigen  Satz  den  der  Differentiation  der 
Funktionen  von  Funktionen.     Ist  f  (y)  =  z,  so  ist  also 
ei _  Bi  6y  - 
e»  ~  8y  6i'    . 
Ist  eben  so  w  eine  FunkUon  von  v,  v  von  u,  u  von  y,  y  von  i,  so  folgt 
aus  der  identischen  Gleichung 

Jw  Jt  Jn  Jj 


Ji-  /Ir  4n  Jj  Ji 

frenbal(§..2.  IV): 
SoUt 

6-w       bw  Bt  en  8r 
6i~eT  Bn  8r  B«"-^-*- 

8  t*,.  ^        BT*8y         ..8y 


Ehe  wir  jedoch  weitere  Beispiele  hinznfligen,  wollen  wir  die  DifferenUal- 
quotienten  der  noch  rückständigen  einfachen  Funktionen  bestimmen. 

*  Kennt  man  —^^ ,  m  wird  man    .       wnfoch  da4iuoh  •rtialMii ,  du*  maa  y  ffii  z 
.„    ..u.»i?i!'_'-..  'lM-±     Ul-A..   'Jtl-' 


.  Gooi^lc 


DiffenntlftlqnotieiitCD  ?ob  x    ,  e  ,  ft  ,  an;  (^  =  i).  )  7 

I,  Seyyt=z  ,  nigaDzbeliebtg(koastaat).   Hieransfolgt  i(y)  =  ml(x), 
alB0(§.4.  VII,m,§.  3.  n); 

ei(y)__B[DiI<x)]      81fr)  By  ^  ^Blfx)      ^.t'^^ 

ex  8i       '8761         "ßx'yei       X.' 

ej     mj    .  ^   .  ■     Bx"      mi"     , 


welcher  Satz  nim  fUr  ein  ganz  beliebiges  m  gilt     (Man  vergl.  §.  4.  V,  VI.) 
HieniM  folgt  1 

8x        8x     *"  y/^'Wx-'       8«V.       J  *'  2Vi'' 


-(■•VI) 
I    — i — 


D.  Seyy=:e  ,  alao  I  (y)r=z,  so  iet  ganz  eben  so: 

üw_»i   »iwiz-,  i.^_i  »y_ 

8«    ~8x'     8y    ex"-     y    »i~    '8x~ 


->w.  H  =  '■<»>■ 


-     m,  Sey  y  =  a  ,  a  beliebig  aber  konstant    Man  bat  I  (y)  =  x  I  (a),  also 
Indem  man  differenzirt  (§.  4.  VII,  III,  §.  3. 1). 

y  8x- 

rV.  Sey  y  =  arc(siQ==z),  also  sin  y  =  z,  so  ist  (§. 4.  VII,  §.3.  UI,  I): 

fli    ~Bx'      By     8x~    '"^'Bi  "~       6i~0M  y 
Nnn  ist  aber,  da  y  zwischen  —  -g-  und  -j-  y  liegt,  also  cosy  positiv  igt: 
CM  y  =  Vn^di^  =  ' 

Oiasfir,  DUbnaUal- 1.  hMtnl-llHkHit. 


j  C 00»^  Ic 
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e»  Vi— X* 

D4  hiuDOT  uc  (cm  =:  i)  =  ^  —  we^dB  =  x), 

V.  Sey  y  =  arc  (tg  =  x),  also  tgy  =  z,  so  ist,  wie  so  eben: 

1      8y  ^  ,    *1  =  t«'  T  =  —-  =       ^ 

eoi'  y8»  '6i  '        1+tg'r        I+x"' 

B  »rt  (tg  =  l)  1 

*■  *"  — f^ —  =  r+^i- 

Da  toiBiar  »r«  (eolf  =  x)  =  -5-  —  irt  (tg  =  x), 

8>n:(eotg  =  »)  1 

»w  gf —  =  -rqrT.- 

Stellen  vir  nuamehr  diejenigen  Difierenüalqnotieüten  zasommen,    die 
man  sich  zu  merken  hat,  nm  nutteist  der  allgemeinen  Satze  beliebige  Funk- 
tionen differenziren  zu  kSDnen ,  so  mOgen  «b  die  folgenden  seyn : 
ex"  _       — <     8 1  (x)  _   1      8«*  ^    »    8riDx  8cMx 

8x.  81  x8i  8x  ix 

8Mt(dn  =  x)  1  B  «w  (tg  =  x>  _       I 

8x  ~Vf^-?"  81  1+x'' 

X  >      CO) 

L^_.'i/.i  iM3-_L.    s«"^'., 1_  eaM(i>o»  =  i)_ i_^    ' 

8x    ~       '  ■^'     8x       w»'i'       8x  rio'x'  ax  yjZ 

8  *ro  (eotg  =  x)  _  1 

BT  -       !  +  -■■ 

Vennittekt  des  wichtigen  Satzes  (9)  kann  man  mit  Hülfe  froherer 
S&tze  bereits  schon  sehr  zaaammengesetzte  Funktionen  differenziren,  wie  vir 
nun  au  einigen  Beispielen  zeigen  wollen. 

.   §■.«■ 

I.  Sey  EU  ditferenzirtD  a  X  —  b  X  +0^*  —  ~p-  Da  Ietrt«»  Grfl»e  t^r»» 
_  bx"  +  c  x'—  x~'.  «o  erhSlt  mao,  nach  §.  4.  III,  IV  und  §.  5.  I: 

II.  Man  «oU  (ax+l**')  — Va  +  bx+cx*  difereaiiToa,  Setzt  man  ax 
-j-bx'^y,  a-f-bx4-cx'  =  z,  so  hat  nian  ft^  —  «')  «u  beitimniea.  Diese 
GrOsie  iit  luoichst  (§.  4.  IV)  gleich  ^  y"  —  g^  «*  .  »1»» ,  nach  $.  6.  (»)  glaidi 

Goo^^lc 


üebonipibritiMe  fOr  dl«  DtfhtenttUion. 


8.J  8y  8.1 
ij  ex  8f 
•|-2flX,  M  ist,  ' 

^[(»i+b«'r-V»+b.+«']=i«(.H-b«'r~'<a+3bi')- 


in  mao  fOr  7  nnd  s  wieder  ikre  Werth«  *etct: 


1       b+2o; 


2  V«+bx+cx*" 
IlL   Will  mtui  rrl  [arc{ain^x)]  sriuüteD,  so  setze  man  ans  (am=%)=:j, 

"^  iM_fl'(y)Br_  1  By 
i'"~8yei~T8i' 


midh»t(5.5):    g-_  I  [wc  (rin  =  i>]  = 


d.  h.  d»  y  =  »w  ((flu  = 


»1_ 


~=  (§.  5.  IV) ,  10  igt  endlich : 
1 


^ltMc(ita  =  x)]  =  - 


ue (an  =  i).  Vi  —  «' 

IV.   Soll  T—  I   i'T^'i'  ' — -  , I  bestimmt  werden,  «o  setze  man  I-}-i=;j 

1^=1.1— x  =  i,  ^  =  —  l.nndhat  mnftehst  (|.  4.  VI); 


8    ;Vl  +  .+ 


»»vvm 


*  .i 


.  *. 


I  -i    1  -) 


fttM  dl«  gencht«  OrOiM  ^ 

(Vt-V«)' 
iVT' 'VT' -(Vy-Vri'-(Vr+Vi)' 


(VI  — V")' 


a  Vi-  (Vr-V>)' 


Vy-(V-j-V-)"        Vr.(j+--2Vj.l        Vi-i'ö-2  Vi-rt 


V.    WiU  man  ^  an  (tg  =  V6+4x  +  «x») 
+4x+8x>=y.  Vy  =  «,  und  hl 


(Ig  =  V6  +  *  X  +  a  .")  =  ^ 
B«n)(ti  =  i)ey*8(5+4x+3x^ 


•"  (lg  =  d  =  ^  ar«  (te  =  x).  fj  .  1^  (S.  6)  = 

-■!+?■■?■     •  <*+"1-CS  •  5V?  "*^'"  (1  +  5+4.+a.-)  2  V5+4x+»x' 
2+8« 


(«+4.+S,-)  V»  +  4x+».' 


^.Google 


0  VtbmphtiMiiM»  fOr  di«  Difl^rentUtJOB. 

VI.  Umg^MxVb+Vä+bx')  ni  erhalten,  »etie  mm  a+hx'=y  (aUo 
-  =  2bx),  iVb4-V7  =  B,  underhUt 


yyJ  ivb+v 


vn.  ^«.(■  +  b.  +  t>')=5^H.r  =  ii 
,(.  +  b. +  ..■)!  i.,.Wn-i.)=^ 


ei(7)»_r_l   I 


"Vi'^^l 


D.r.(b+3.i')=(b+3.,l 


=  (.>0)i      JLip(d].^|(T) 


«,  v^     ,     -     .1(1)'     Bs*    ~e»*  ~  ly  el~*  T7~ 

Bi  Ol         ojrOx  Ol 

a>  DI  DZ  8jf)i 

+;^'^»^f'=  =  "«(^'*^  =  n»"^  =  *«'>  =  ^  "*<'«  =  •>  = 

8 arc(tg  =  t>  Bf  8j  ^      1      Bfi^y)   B(bi) 


»b 


'eoi'r'        (l-Hi'tg*y)eM'y 


~  cot'  y  +  a'  liii'  y       wm*  (b  »)  +  ■*  «in'  (b  i)' 
Alt  B«lspitla  inr  Csbniig  legMi  wir  Doob  Tor : 


±ViJ 


,       ,  .  ■-'      eri'  — !-»■     — X'  — 7i*  +  4i'  — 14i 


/s^ 


:^..f,.h  +  Vi+?) 


— ^=,    ^  ii.(.  +  bil  =  bm.(.  +  b»),  ^  HDd)] 
Vl+i'      g'      8" 


'D«] 


[BOx+76], 


Ulm.)».«««.  ^  [<2i+3)'(Bi+4)']»«i+S)(».+4)' 


8   («  +  »»')' 
•  .(2  +  3i')' 


V(2  +  b-')(3+4i")''  ••   '^ä  +  * 

— 28+12I+2U' 

■(2  +  7i)<4  +  3i')' 


6i(6  +  »i')(4  +  bi')'     J^  \  /2  +  S»' 
.      (2+3iT  •   e.    V  3  +  41' 

ei  V3+8,       j,_ Bi'l.2  +  7»J. 


V«"(3+2.)' 
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§■7. 
I.  Angenommen,  ea  seyeny  nnd  z  beliebige  Funktionen  von  x,  und 
f(y,z)  eine  Funktion  beider  Grössen  *,  and  man  soll  ■■■/'■-  ermitteln. 

Geht  X  fiber  in  x-\-Jx,  so  gehen  y  und  i  über  in  y+^y,  z-j-^z,  so 
«JaSs  also  der  geänderte  Zustand  von  f  (y,  z)  ist  f  (y-|-^y,  z-f--^z)  und  die 
Aendening  selbst  f(y+^y,  z-|-^z)  —  f(y,z).     Demgemäss  hat  man: 
±,fr..)  =  a,."^+^'--+/-'^"'-!-'. 
Nun  ist  aber  identisch : 


Was  den  Gränzwerth  anbelangt,  dem  diese  Grösse  mit  abnehmen- 
dem Jx  (also  auch  abnehmenden  ^y,  Jz)  sich  nähert,  so  ist  zunächst 
f  (y+i^y,  z+^z)  —  f  (y,  z+^z)  die  AendOTung,  welche  f  (y,  z+^z)  er- 
leidet, wenn  y  fibergeht  in  y+^y,  z  wch-aber  nicht  ändert,  d.  h.  z-j-^z 

ungeändert  bleibt.     Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von  Gr.  — j- 

— ~f  —  der  DifferentiaiquotiMit  von  f  (y,  z+^z)  nach  y,  ohne  dass 
z  sich  ändert,  aeyn  wird.  Da  aber  Ji  auch  zn  gleicher  Zeit  mit  Jx  und 
Jj  unbegräozt  abnimmt,  so  nähert  sich  z-{-Jz  dem  Werthe  z,  und  es  ist 

WO  wir  nun  durch  ^ '*  den  partiellen  Differentialqnotienten  von  f  Cy,z) 
nach  y  bezeichnen,  den  nan  erii&lt,  wenn  man  dies«  Grösse  so  differenziTt, 
als  wenn  y  die  unabhängig  Veränderiiche,  z  aber  konstant  wäre.   Ganz  eben 

„i.,         o,."'--+^;;-'fa-'=^>. 

wo  — :— '  den  partiellen  Differentiakfuotienten  von  fCy.z)  nach  z  bedeutet, 
wobei  also  y  konstant  ist.     Da  femer 

W&re  eine  der  beiden  Grossen  (y  oder  z)  gleich  z,  hätte  man  also  f  (x,  z) 
sn  differenziren ,  so  wSre  der  Differentialqaotient  davon,  gemäss  (11),  da 
|^  =  1(§.3.I>:      ^^      '-Ü^+'^.H- 

Dabei  bedeutet  — ^^  denpartiellenDifferentialquoüenten  von  f(x,z) 


~7j  eine  Funktion  tod  j  uid  i,  d.  h.  toq  ttnz  und  e*. 
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nach  z,  wobei  z  ala  konstant  angeBohen  wird.  Es  kann  nun  hier  eine  Ver- 
wimmg  in  den  Zeichen  eintreten,  indem  man  aoch  unter  — jp— .uniererfrQ- 
heren  Bezeichnung  gem&SB,  den  vollständigen  Differeotialqnotienten  von 
f  (z,z)  verstehen  könnte,  vobei  natOrlich  z  (als  Funktion  von  z)  ebenfalls 
sich  ändern  mfiaste.  Um  dieser  Yerwirmng  vorzabeugeo,  werden  wir  k&nf- 
tig  den-  vollständigen  (totalen)  Differentialquotienten  naeh  x  mit  g—  f  (x,  z) 
oder  g-  f  (y.z)  a.a.w.,  den  partiellen  nach  z  aber  mit  --^  —  ,  ^  t  ^o 
partiellen  nach  y  mit  -  u.E. f.  bezeichnen,  so  dass  man  hat 

5.J  I.B.  zu  »«hei  ±  r."+6m',— 5_i'"+!£!:^T 

81  L  t"«  ,»   J 

Uttt  leUe  a  ^y;  evtx^e,  lo  hU  nuui  cn  «ttokea 

^k„..i..     »(r+B.'-»A-+Ty:^^.|_,8,.-'-7,^.'. 


»fr+».  -»y  ■     +7t     ■  )  , 


10.+»y  I     +2SJ 


'  '     J  L  ""*  ft       -I  L  coE  I  a       J 

Hat  man  ferner  ^~  \*  i*  +  6i«gx-7lg*i+  Is] 

zu  beallnimeD,  soseytgi^y.  also  die  gegebene  GrÖSM  4x'+Biy— 7y'+18, 
und  es  ist: 

"*^'+'.I-->T-  +  l»)      „^|,^^     'W'+'Y~"'"''"'-t— «T-. 

i[4.'+txi8.-7l,'"  +  18j  =  Si+Sigi+(6j-2Stg'-)^V 
Kbcn  »0  i.t -^  =.;■"',  ^  .,'|(,)(S.  6.1.111), 

also  nach  (1 1):     i  (A  =.r"^'  |{+  t'  1 W  ^-J- 
Für  y=j  =  x  «.  B. 

t.'..i""'  +  ."lM^. "+.■«.)  =-.'[! +11-11. 

i:     ,    ,  vGoOi^lc 


.  Ferner:      ^  ."  =  2«°-* +j    1  W.2=li"  n+K«)]. 
II.  Sind  T,  s,  n  ENrnktionen  von  x ,  r(y,  x,  9)  eine  Funktion  von  y,  b,  n ,  »0 
ist  ±f(,.^.)  =  g,.^<'+-'^--+-'-'+-*"J-'»-'-"> 

,  f(y..+^».  i.+J«)-f&.«.«+^n) ^r  f(r.«.n+Jn)-t(T.«.Q)  Jn! 
"T  äi  Ax'^  Ja  JxJ' 

wie  man  sich  leicbt  überzeugen  wird,  wenn  man  nnr  dieHaltipükstionenEUis- 
FQhrt  und  dann  znsanunenzieht.  Da  mit  anendlich  abnehmendem  J's.  auch 
J'j,  Jt,  Ja  gegen  die  GrSnze  0  gehen,  so  folgt  hieraus  gane  in  derselben 
Weise,  wie  in  I: 

±  ff-     „1  _  11^^  8t  .  8f(y.i.u)  e«  ,  et(j,t.n)  85 
Bi"^'"'-'  tj       hx~^      Sc       81'''      eo       8x" 

in  welcher  Gleichung'  die  partiellen  Differentialquotienten  gaoi  dieselbe  Be- 
deutung haben,  wie  bereits  angegeben. 

Es  ist  w>ohl  ans  dem  Angegebenen  leicht  zu  ersehen,  in  welcher  Weise 
man  eich  hier  zu  benehmen  hat,  um  »im  Ziele  zu  gelangen,  *  und  man  siebt, 
dasB  allgemein : 

i-fC,.-,     ,      8f(y.Mi.T...)Br      8f<y,«.n.T...)a»  ,  Bf  (y.«.«.T...)  8nl 

«I  "''  '^  ■■■'"  8y  8."^  Si  ex'*'         8Ü  8x1  ,,-. 

^illr:^^!,^ j       "" 

wenn  y,B,u,T,....  Funktionen  von  x  sind.  Die  Formel  (13)-  ist  nun  die  all- 
gemeinste Formel  fttr  Differentiation.    Hau  erhält  hiemach : 

8    ,  ,  8y  .  ^  8>  ,      ■        flu  ,  8»  , 

-(y»....)=«T...j^+,„,...-+y,x...-+y.«.. .-  +  ... 

welche  Formel  die  Verallgemeinemng  von  §.4.  V  ist. 
Se;  etwa  su  beitiauMB : 

^  [ue<tg=  VnT')+  a'iK  («g  =t  VT=:?>-f  Ta^-Sa'iw]. 
Man  BotM  arc(tg=:  Vl~**)=J.  *  ^'t  l(x)=:|i,  »o  i*t 

Um    g-  ni  erhalten,  Mtze  man  (g.  5)  1  — x'^t,  Y^t^w,  und  hat 

ei=ri •"**="*= — 8^;     FTe^=rF,p-8r~Br~=r+v-r  ■^~^'> 


{i+»')V^       <i+'>V'       (z-i-jVi^ 


*  Hkn  fügt  Jaweila  Grfltmi  n  und  nibtralurt  di«  nMmlldimi  GraiMD.  n  dau  DUbnuMi 
■^  ToTuhein  kutanen,  M  denen  Mi»  y.  oder  blot  i,  d.i.  w.  lich  geludert  hat.  Statt  dann 
die  ente  durch  Ji  sn  diTtdiren,  AridiTt  mu  dnreh  Aj,  und  rnnltlplblrt  nüt  -7  n.  i.  v. .  wie 
lieh  diei  an»  der  Duttellnng  im  Teile  Ton  lelbrt  ergibt. 
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■»^  h  [•«<««=  Vr^')+»*  4rc(tK=  Vin7.)+7»*'-  a»*  iw]  =  ^  [y 

4-.,-t-7."-B     1      e[y+--8"387  I  8]:t+..~8«.i]8i  .  8[j+..-8in]  flu 

+[«t(ii!=Vi^^')+l"'  -  31«]«"  )W-5f . 

Znr  U«baiig  lAgen  wir  toi: 

^ (.«.)■*■■.(«>.)"" [»•.i<™i)_^ji  ~  [(.+.)" (.+b)' (.+.)'... .j 
.-^^5{___i_,|i,.>„,. 

ADmerkniig.     Man  p9«gt  niT«il«ii  di»  Oleiabnng  (13)  Abkflnimgtvelie  antb  w  m 

8,,  ,      8f By  .  8fei  ,  Bf8n  ,  BfBT  , 

Ferner  i<t  klar,  dtu  man  IDr  }Mlra  «inieliimi  Fill  uch  die  Mheren  SUi«  amrenden 
kann  und  mcittent  gleicbtchnell  zun  Ziele  fceUagt.     So  My  etvs  (n  bettbnmen: 
i-  r4xV+2A*'+3il(x)—  ftiiniT 

Stau  nun  a  =  y,  l(i)^i,  tini==a  cd  Mtzen,  vertthrt  inao  geradeinnaefadenRegelD 
det  S-  4.  und  hat  für  die  geiuchte  Orfliie :  , 

[»  Ba*  ,     -  e*'l   ,    „r  »  Ba**  ,     fcBi'l    ,   „  f    61  (x)   ,  ,,  ,61!      ,  Bän» 
'  rx+"  8,  J+^L'  Tx  +*^rx  J+^L'Tr+'«rxJ-'Tr 

D,  ^„  ?-''  =  a"  I  (a)  (f.  6. 111).  J-"""  =  ^'^^  =  a*" .  1  (a)  2  =  2a*^  (.).^*=^ 
ox  oieyax  osi 

u.  ■.  w. ,  M  eriillt  man 

4A'l(.)+12.V+4x'a*'l(a>+4ia^  +  8  +  31(x)-Bco.x 
alt  geaachtM  Werth,  den  man  in  der  früheren  Weiie  gleiebfalli  erhalten  hüte. 

Eben  10  kann  man  lich  manchmal  dnrch  Ümformongen  beUen.     Iit  i.  B.  —  i    (S.  7.  1) 

xo  beitimmen,  aoietaeman  x*  =  y  and  hat! ö^)  =xUi),  al«o(J.30—  ~=l+l(x),  r-i 

=  y  [I  +l{x)].  i  h-  jV"  =x"  CH-IWI 

Idan  übenieht  lejehc,  da«  mittel»  der  gegebenen  Regeln  ei  mSgtich  ut,  alle,  anoh  dl« 
EUMmmengeieUteiten  Funktionen  ran  i  in  differenziren.  Hiebei  iit  ei  «ohl  nnnatbig,  m 
bemerken ,  dau  venn  nicht  i  die  nnabhmgig  Tertsderlicb«  Ut,  tODdern  «twt  «,  md  p,  q,  r, . . . 
Fnnktionei]  Ton  e  und ,  man  eben  10  hat : 
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ö-f  (p,q,r...)  =  r- jf^  +  5-5^  +  5- Ö-  +  ... 
WolUa  man  endUdi  die  bweft*  In  der  Anmerknng  n  g.  3.  btiOhrte  BeEeichDong  der  Dif- 
rer«nti«le  einnhMii,  w  «ire 

^r(r..,n.T,..)d.  =  df(T,i.n.T,...),  |^dx  =  'dy.  ||dT=d«,|^di  =  dn 

.od«.»Uo=    d.f(T..,o,T,..)  =  g-^dy+||d.+|idn+|^dT+ 

■nd  et  vlre  vieder  d.f  (y.i.UiT,.,)  die  nncDdllcli  kleiiie  Zanftbnie,  Teiche  t(j,t,ii,v,..)  er- 
leidet, Tann  y,i,. ..  nn  die  unendlich  kleinen  GiSuen  dj,  ds,... .  nmehmen,  nnd  «war  in 
Pelga  deuen ,  dau  i  um  die  nnendlich  kleine  OrCiie  d  i  lioh  ftndeit. 

§.8. 
Im  Seitherigen  haben  wir  vorausgesetzt,  die  za  differenzirenden  Funk- 
tionen Beyea  geradezu,  oder,  vie  man  eägt,  entwickelt  gegeben.     Es  kann 
sich  aber  ereignen,  dass  man  eine  Gleichnog  zwischen  zwei  Veränderlichen 
hat,  die  im  Allgemeinen  dnrch 

({».rt  =  o  (14) 

dargestellt  werden  kann.  Ist  in  (14)  der  Werth  von  x  z.  fi.  gegeben,  so 
folgt  daraus  derWerth  von  y,  d.h.  vermSge  (14)  ist  y  eine  Funktion  von  x, 
die  durch  eben  diese  Gleichung  unentwickelt  gegeben  ist.  Es  ist  klar, 
dass  man  eben  so  gut  sasen  könnte  x  sey  eine  Funktion  von  y.  Aus  der 
Gleichung 

6x'y+3iiiny  — I3»inT  +  8  =  0 
folgt  also,  dass-y  eine  Funktion  von  x  ist,  die  in  einzelnen  Fällen  wohl  ent- 
wii^elt  werden  kann,  meistens  aber  eine  Entwicklung  nicht  zulässt,  wie  ge- 
rade im  vorliegenden  Beispiele.  Soll  man  nnn  dennoch  ^-^  bestimmen,  so 
wird  man  beachten,  dass  nach  (14)  die  znsanimengehdrigen  Werthe  von  x 
nnd  y  immer  so  beschaffen  sind,  dass  f(x,y)  Null,  mithin  konstant  wird. 
Daraus  folgt,  dass  ^H^.7)  =  Jl  =  0  (§-4-  I),  ä.h.  (§.7.  Gl.  (12)): 

aus  wdcher  Gleichung  nnn  ~  gefunden  wird. 
Am  y*+x'— 8aif=0 

folgt  nr  =  «»'-8»7,s-  =  8j'— 3«*. 


Eben  si 


,Lt_ 


..2»)  (.+r) 


El  Tenteht  lieh  Ton  Mlb«,  da«  man,  rtatt  die  ffleidiaBf  (M*)  ia  dv 


2ti  IHffwMUMlqootiM«  M  uwbvlckakui  Fnakttoiwi. 

hi*r  rargMchriebMMD Form  ra  Uldan,  gaoi  dinkt  Doolidsii  frfltief«nB«g«lndieai«iclMiif(t4) 
diHtoen^MO  kBnnU.    So  «111611«  man  ani  iidSi-Hj*!* — 1(1-1- t)=0: 

2ccs2i-|-2js' |^H-3rV- -J- (l -t-^^  =0. 

«oimu  dwiBlbe  Werth  wie  obao  folg;! 

£b«ii  ao  kBDn  die  GIsiehQDg  (14)  iwcb  d<n  nnpiflagttefaen  R«gelii  abgaltet  werden. 
Qeht  ulmlidi  i  in  i-\-Jx  flbtr,  to  miui  jt  in  r4~^y  flbergdi«niiiidi-|-Js,  j-i-JjiaiMß»n 
DolliveDdlg  Tfeder  der  Oleichanf  (14)  genOgeiit  d.  h.  maa  mnu  haben: 

Au  dJBHT  Glafchiing  und  (14)  folgt  durdi  Sabtraktlon  nnd  DMiion  mit  Jx : 

d.  k.        1,  r"'+^«''+^rt-'(».y+^rt  ,  t(i,r+^r)-ci.,y).<r'l    „ 

.d„(,.7.,  •J^+«^)»I.a 

Gesetzt  man  habe  zwischen  den  drei  VerSnderlichea  x,  y,  2  die  zwei 
Gleichongen 

f(x.T..)  =  0,  F(i,t.l)  =  0,  (16) 

so  folgt  daraas,  dass  zwei  dieser Teränderlichea  Eunktionen  der  dritten  sind, 
z.B.  y  und  z  Paijküonea  von  x,  indem,  wenn  eine  der  drei  GrOssen  beliannt 
ist,  die  zwei  andern  mittelst  der  Gleichungen  (15)  bestimmt  werden  können. 
Um  dum  g^-r^  zu  erhalten,  wird  man  gemäss  §.  7.  Gl.  (13)  und  §.  4,  1 
aus  (15)  ziehen: 

aus  welchen  zwei  Gleichungen  die  Werthe  von  .''.g-^Ieichtgelunden werden. 
Man  sieht  leicht,  dass  wenn  überhanpt  zwischen  n  Veränderlichen  x,  y, 
z,  n, — ,  n — 1  Gleicbnngen  gegeben  sind,  n — I  der  Veränderlichen  ajs 
Funktionen  der  q*"  (z.  B.  x)  zu  betrachten  sind,  nnd  dass  man  durch  Diffe- 
rentiation der  n  —  1  Gleichungen  nach  den  Regeln  des  §.  V.  die  znr  Bestim- 
mung derDifferentiaiquotien  ten  dieser  abhängigen  VerSnderlichenhinreichenden 
Gleichungen  erhalten  wird. 

Aamerknog.  Anch  hier  renteht  e>  ilcb  gsni  tod  ieII»»,  dui  lUtt  die  dordi  (I6'> 
gtgebene  Form  der  IDT  BeitimmnnK  von -—,  —  nDddgen  Formeln  anza-wenden ,  mui  dareh 
direkte  Differemlnuig  nach  den  frflbeten  Regeln  OieiebODgen  erbalMn  konnte,  die  in  denuel- 
b«D  Zwecke  rerwandet  werden  kSntien. 

Die  Gleichung  (14'))  iu  der  x,y,  ~  vorkommen,  bildet  eine  Differen- 
tialgleichung von  (14).  Man  kann  ofl  aber  darch  Verbindung  von  (14) 
und  (14')  noch  eine  weitere  Differentialgleichung  herstellen.  Kommt  näm- 
Ijch  in  (14)  eine  gewisse  Eonstante  vor,  die  auch  noch  in  (14')  enthalten 
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ist,  80  kann  man  dieselbe  nrischeo  beiden  Gleichungen  eliminiren  nnd  erhKlt 
dann  eine  Gleicbnng  zwischen  x, y, ä~ >  die  ans  (14)  folgt,  aber  jene  Kon- 
stante nicht  enthält.  Die  Gleichnng  (14)  heiest  die  I&tegralgleichang 
oder  anprüngliche  Gleichoog  von  (14')  sowohl,  als  der  wie  eben  angegeben 
erhaltenen.  £s  Tolgt  hieraus  offenbar,  dass  man  sich  ta  letzterer  eine  or- 
eprttngliche  Gleichnng  gehörend  denken  kftnne,  die  eine  Konstante,  die  in 
der  IMffeFentialgleichnug  nicht  vorkommt,  enttüllt. 
S*j  2.  B.  die  impifingiiehe  Oleiofanng: 

M  fbtgt  damu  Eunidut:  2t -fp+2»+8  =  0, 

und  wsBii  man  a  Kwi*cheu  beiden  Gleiebnngcn  eliminut: 

eine  DUhieatialgleiobiing.  £e  ebenUU  rar  angegebenen  Gleichung  gebOrt,  di« 
Konrtant«  a  aber  niefat  mehr  entbklt. 


Zweiter  Abschnitt 

Differentialquotieoten  höherer  Ordnung.     Vertauschung  der 

unabhängig  Veränderlichen.     Bedeutung  gewisser 

Differentialquotienten. 

1.9. 

Im  ersten  Abschnitt  wurde  gezeigt,  wie  man  in  allen  Fällen  den  Diffe- 
rentialqnotienten  irgend  einer  Funktion  zu  bestimmen  im  Stande  ist.  Der- 
selbe ist  dabei  im  Allgemeinen  wieder  als  Funktion  der  unabhängig  Verän- 
derlichen erschienen,  so  dus  man  abermals  nach  dem  Differentialquotienten 
dieser  neuen  Funktion  fragen  kann.  Bildet  man  denselben,  so  sa^  man, 
man  habe  den  zweiten  Differentialquotienten  der  ursprünglichen  Funktion 
bestimmt.  Dieser  ist  selbst  wieder  eine  Funktion  der  unabhängig  Veränder- 
lichen, deren  Differentialquotient  dann  den  dritten  Differenüalquotienten 
der  orspränglichen  Funktion  bildet.  Wie  man  hier  weiter  geben  kann ,  ist 
klar,  nnd  man  erhält  so  dieDifferentialqnotienten  h&herer  Ordnung, 
während  man  den  früher  kurzweg  „Differentialquotirat"  geheissenen,  nun- 
mehr ersten  Differentialquotient  nennen  kann.  Was  die  Bezeichnung  an- 
belangt, so  sind  fUr  f  (x): 

8f(«)    a'fi»)    s'fd)  e'fW 

«'  "   ^i*  '    e«'  ' ex' 

der  erste,  zweite, ,  n"  Differentialquotient,  die  man  zuweilen  auch  durch 

f(x).  f'fxj.  fV) ("W- 

Ignzcdi/GoO'^IC 


Dtfi^rentUtqnotieiitMi  hsbeter  Ordnimg. 


bezeichnet    Eben  so  sind  r-^,  — i,  — ?, - 

0»  R,*   t,J  a 


der  erste ,  zweite ,  n"  DiflferentiatqoetieDt  tod  y. 

Es  iat  nim  leicht,  die  höhwen  DiffereDtislqnotienten  za  bilden ,  da  man 
eben  bloB  nach  den  früheren  Regeln  zu  differenziren  bat     So  ist 

(ra-2)x"~*,    ■-... 

b'x"  m-n 

allgemein  offenbar  — -  =  iii  (m  — i)(ia— 2)...(ni~a+l>» 

ei 

Ist  dabei  in='n  (also  m  eine  ganze  positive  Zahl),  so  ist  — '^n(n —  1) 

ex 

e'x" 

...  I ;  ist  m  positiv  und  ganz,  aber  <  n,  so  ist =0. 

8x 

^i^  =  l  =  x"',?^  =  -li~*=      -,    ^^  =  2x~*  =  ~,  *'''W_      2.3,~* 

^2^  e'lW      ^2.3.4.. .fn  —  l) 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  venn  n  nngerade,  das  untere,  venn  n  gerade  ist. 


^'                    8x                         »1                                   8x 
Es  ist  femer  -^^  =cosx  =  sinrs-|-2  Val8odaimmer(§.5.)  — r 

=  co8{x  +  a)  =  8in(^x  +  a-f|-^: 

17=""('+tJ. 

welche  letztere  Grösse  =EiEX  ist,  wenn  sich  n  durch  4  dividiren  lässt; 
=  cosx,  wenn  bei  der  Division  durch  4  noch  1  als  Rest  bleibt;  = — sinx, 
weno  2  als  Rest  bleibt;  =:  — cosz,  wenn  3  ais  Kest  bleibt.     Ganz  eben  so 

Sey  y  =  arc(t([  =  x),  BO  ist  g^  =  co8*y  (§,  5.V);  demnach  g^=    g^ 
-?^||=— 2c<nysiiiy5|(§.6.)  =  — 2co»';»iiij  =— Sfinycmjcoe'y 


=  —  sioSycos'y  =Binl  2y4--s-)  cos*?. 

Dann  ist  g^  =  — "<'^y  "*''>  i^=- [2cos2yco8'y-28in2ycQgy 
sinyj  co8*y  =  —  2£coB2yco8y  —  sin  2  y  sin  y]  C08'y  =  —  2coB3ycos'y  = 
2  sin  (^3y  +  -^)co8'y. 

Man  venuathet  darans,  daas  allgemein  fttr  y  =  arc(tg=x): 

^=2.S...(B-l)ito(Dy+^3"**"y 
aeyn  werde.     Um  diesen  Satz  zn  beweisen,  wenden  wir  diejenige  Beweis^ 
form  an ,  die  man  den  „SchjnsB  von  o  anf  n  -|- 1 "  nennt  *     Nim  folgt  aber 
aus  dieser  Formel 

<"  »Ter 

=  2.8...(ii-I)|_ncoifny  +  Yj'»*'y  — "»•'"'('''H-g")««'"  ytliiTjcos'y 
=  2.8.  ...[co.fny  +  ^Jeo.y-ilnfny  +  ^jA.jMt'+V 

=  8.8...n««(^ny-|-T+^)M.'+*I=2.3...i.riii[(iH-l)y+<n+I>f]«of'^y. 

Da  diese  Formel  ans  der  obigen  folgt,  wenn  man  a-\-l  f&r  n  setzt,  nnd 
letztere  fflr  n  =  2,3  bewiesen  ist,  so  gilt  sie  also  anch  für  n=4,  . .  . .  d.b. 
fBr  alle  n.  (Man  vergleicbe  wegen  dieses  Scblnsses  den  Beweis  des  Satzes 
(16)  in  §.10.) 

Man  wird  nun  anch  leicbt  folgende  allgemeine  S&tze  für  richtig  eritenoen: 

-^  ist  der  n^Differentialqnotient  von  y,  der  n  —  l^von  T-^,dern — 2"vonr-^ 


,  der  erste  von  — ^. 

8'(y±«±n...)  _  eV^e't^a'n  8'(y+C)_8''T    e'fCy)        a°y 


Nach  §.  4.  V  ist 

8 ,  ,     et ,    ey 

*  DIcw  BevairiDiRi  beiteht  duln,  annmehiBeD,  m  My  die  bdanptete  Oleiohaog  vthi 
nr  *11«  D  td»  in  eiDen  beatinntoi  Werthe  t  (alia  ftr  n  =  l,S,...r),  wie  detm  in  muereiD 
Fall«  diM  Aids 2,3  »ahr  In.  Abdann  weitt  mao  nach,  dau  dietelbe  Fonnel,  mitM  dl«ur 
VorauMtniDg,  anch  noch  gflt,  wenn  d  =  t-\- 1 ,  und  hu  dtun  den  SMi  bvwiewn.  ?tlr  nn- 
Hm  FaO  wln  alto  die  BehM^tong  bewienn  fflr  d  =  S.  fotglioh  vSie  ileiwch  dem  eben  G«- 
lagteo  aoeh  wahr  Ai  n  =  4;  ndthln  d&  ile  fBr  d  =  4  jMtt  wahr  bt,  *o  itt  ttaanoh  richtig  Ifkf 
,   n s 5  n. >. w.  tttr  aOe  Q.  o\c 
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30  EntvieUung  du  n'"  DiSIgMBtlalqBDliMten  tdq  ;  t. 

Differenzirt  man  nochmals,  so  ist 

Ich  behaupte  nun ,  es  sey  allgemein 

».•''*~V^^»-6.'^       1.2    ^^.^^^+     ,.2.8     e.'ex"-^^" 

.■..+^..  (16) 

81 

in  welcher  Gleichung  das  FortschreitnngsgeseCz  för  y  und  z  wohl  klar  ist, 
nnd  in  der  die  Koeffizienten  sind: 

,    ü    °(°-')    n(B-l)(D-g) 

*    1  •       1.2     •  1.2.3         ' ' 

der  Anzahl  nach  n  +  1 ,   wobei   der   letzte   anch  =  "  °~  ■'    seyn 

würde,  wenu  man  das  zu  Anfang  ausgesprochene  Bildongsgesetz  beibehält. 
Die  Koeffizienten  (16')  haben  die  Eigenschaft,  dass  diese  Reibe  vor~  oder 
rQckwilrts  gelesen  dieselbe  ist;*  bekanntlich  heissen  siedieBinomialkoer- 
fizienten.  Um  die  allgemeine  Giltigkeit  des  Satzes  (16)  zu  beweisen,  be- 
achten wir,  dass  fttr  n=:2  ans  demselben  folgen  würde 

was  wir  bereits  als  richtig  erkannt  haben.  Wir  wollen  also  annehmen,  der 
Satz  (16)  gelte  ffir  n  =  r  nnd  fragen,  ob  er  dann  anch  noch  gilt  ffir  n  =  r 
-|- 1.     Hau  hat  also  (als  richtig  bekannt) : 

r  eyB*^'!  I  fCf-DBSfl'"*'  ,  ^^. 

1.2 


Differenzirt  man  nochmals ,  so  erhält  man  (§.  4.  III,  IT,  T) : 
8*^*  /„1_,8'^'4-J:  ^T  B'i.r(,-1)   B'yB""*.  ,  ,         8%  8. 

8x'+'  Bx^'        ^«"8«  '-2      Bx'bi'^*  Bi'*" 

"'  6x  *       8x  8x  ^8x'^"      Bx^ 

Addirt  man  nun,  so  erhält  man  wegen: 

1.2^1        ll.2^J      1      21. 2* 

•  Da»  r+f  (Hied  ixt  Hrib»,  na  Anflun  hw,  IM  ^°(°— !!)••■("  ~'+'^,da»r+l''. 

■  ■■(n  — r-t-  )(n^T)....        ^^  ^^^  ^^  im  ZlUer  und  Neiuer  1—2.  ..rwi^lfart: 

ii'(.'-l)-(»—+n      ll(.-l)...(.+  l)      »fe-l)...(.+l) 
1.2 >  (■■- rt 1       ~1.2 („_,)•"■ 

'"•'"■  Google 
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,(,_l((,-8)     ,(,-1)     ,(,-1)  p-i        -.      ,(,_!)  ,+  1      (,4- !),(,_  1) 
1.2.8      ^    1.2    -     1.2     V    3    ^V"     1.2    ■     9    '      1.2.3      ' 

Da  diese  Gleichtiog  wis  (16)  folgt,  vena  man  ii=r-|-l  setzt,  so  ist 
äunk  bewiesen,  daes  wenn  (16)  gilt  fdr  n=:r,  sie  aach  noch  giltig  ietfllr 
n=r+l.  Nun  gilt  (16)  för  n  =  2,  also  auch  fir  n=3;  mithin  ntminehr 
auchffir  n  =  4,  da  sie  ja  ffirD  =  3  gilt;  eben  so  jetzt  fOr  n  =  5  n.  s.  w.  Ar 
alle  ganzen  positiven  n.  Wie  schon  in  §.  9.  gesagt,  heisst  man  diese  Be- 
weisart den  „Schlnss  von  n  auf  n+l-" 

Wir  waUen  ano  ron  dem  Satse  (16)  einig«  Anwendungien  maebea. 

""  ex  8x 

i=e^  al«  r.=e*'+*>",   5!^l>=(M-b)%"+*'-.  und  m«.  hat  = 

(a+b)V-+''"=e\%"+lw%'-*e"+^=l>b%\"-'e-+..+b%V. 
(*rf-b)>         tau  , 

Da  der  Faktor  e  -=00     beiderseitig  Toibaaden  ist.  to  kann  man  duroli 

ihn  diTidirsn  und  bat: 

(.+M"-.'  +  ^.-'b+!fi:a.-S'+ +b-,       (iK 

«aa  nach  inuaer  »  und  b  Beyen.     Dies  ist  der  binamiieli«  Skts  Ar  ein  g«iue«  pe- 
ll. Unnaetae  ]r=x  ,  £=x  ondbenolite,  dnaa— ^=in(|n— 1)...(h— iir4-l)x*~" 
8a' 

aoßJgtaua(I6). indem  ya  =  x*i*=i      ,  i^ =(n^-b)  (a-f-b— 1) 


(.+b_n+l)i"— : 

(a+b)  (•+b-l)...(a+b_.-H).'+'~*.j*.b(b-l)..(b-n+l)>'-' 
+  yaa"l'(l— l)-ft-"+2)a''-*+!fc=l'a(a-l),-'btb-l).... 

...(b— n+S)a'~**'+ +a(a-i)...(«— n+l)a'~V. 

Man  aieht  leieht,  dnaa  x    ^~*  beideneitig Faktor  ist:  Usst  nuin  ihn  weg,  seist 
(a+b)(a+b_l)..(a+b-n+l)_b(b-l)...(b-n-H)+iab(b-l)..(b-,>+2) 

+  '^-»<'-" '*-"■:<'-»+'>+ +a(a-l)...(.-n+l). 

Diridirt  nun  endlich  beideneitig  dnroh  1.2....n,selladetsieh  leicht  ■ 
(a+b)(a+b-l)...la+b— +1)     b  (li-l) . . .  (b  -  a+l)      .  blt-1)  ..(i;_„4.21 
■    2 n  "^1     1.2. ...(n-1) 

>■« •,    ,•     CSl%'5C 


1 2 

,  a(a-l)  Kb-1)., 

..(b— +3) 

'      1.2    ■   1.2... 

..(e-2)       1- 

a  and  b  mOgen  seyn,  ma  aie  wollen.    (Eis  uiderer  Beweil  dieaN  Satsn  Indet  airii 
in  meinen  „GniudzUgeB"  $.  3  ff.,  so  wie  der  Skte  (17)  in  S.  1  bewieaeo  ist.) 
m.  Htu)  soll  den  Werth  Ton 

ermitteln,  wenn  x;=a  und  m  eine  posiliTe  ganze  Zabl  iit,  wobei  rorKuigesetEt  irt, 

da«B  tp  (x),     *   ■  , ■  *—  tXtt  i=ft  nicht  unendlich  gtou  werden. 

.     Muihatu»(16): 

8."  *  '-^ 

(x_.)— %—'(,)+.. ..+m{m-I) (B-n+l)(i-.)—%M. 

wenn  man  die  Diffarentialquotienten  ron  91  (z)  mit  <p'  (^ , . . . ,  41  (z)  beseichnet. ' 

Die  oben  angegebene  Gleichung  letcl  aUerdingi  Btillschweigend  rorauj ,   dua 
m>u  Mf,  da  «out  die  letEten  Glieds^  bereiti  weggefUlen  wfiren;  i<t  nAmÜefa 

t'~'> 1 1\        1   ! <'  —  '>    — »■■  .  » 


ia<B,  so  ist     ^— ^^-^  -=Bi(m— l)....l. 


alao  schlieist  dann  die  Reihe  mit  dem  m-|-l'™01iede,  d.h.  mit 


n(D-l).l.(u-.u+l) 


1.2 m 

.m{m— l)...l9p''~"{z)=:n(n  — l)...(n— m+Dq^—Cz). 

Beieichnen  wir  nun  dnreh  41  (a)  den  Wcrth  von  <p  (3)  fBr  z=a,  so  folgt  offen- 
bar ans  obiger  Gleiobong:  Es  ist  fUr  x^a 
B  (O,weonm>n.  1 

i_t(«-»)'°»W]  =  !"<«'-»>  ■■'»<»>•"•'»"'  =  ■'■  J  (IS) 

bt  (n{n  — l)...(n  — in-|-l)»''~"(>),weanB)<ti.l 

IV.  Setzt  man  io  (19)  9i(x)  =  !^"'-,=»(x)'~",    wobei  wir  ^^  (a)  nicht  =  0 
V(«) 
voraussetzen  wollen,  so  ist: 

io.  «eimio>B. 
m(iii  — I)...l.wennm  =  n.  (30) 

.b-l)...<.-.+i)i^[,M--l     .„<. 

wobei  die  AnlitngtiDg  ran  x:=:a  ttetlenlet,  mui  teile  nseh  roUsogener  DiflbrentiK- 

tien  x^e  aetEenund  beachtet  wird,  daeafDr  n^m;  ^       =  1  ist. 
»W" 
Seirt  DU.  endlich  in  (19).  f  (i)=— !— i[.f  W']  =  ni|i(i)'~""'  ip'  (x). 

setzt  tfi  (a)  nicht  ^  0  rorans ,  nimmt  idier  nar  den  a  —  I  ***  DiHbrentialqnotienten ,  so 
hat  man; 
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I4aher«  DiRfTentialqiiatienteTi  tmt  aiv  ((in  =  il.  ,33 

im(in  — l)...l.ii«-{B)'~"'"V(a).    'enn   ro 
e*        L 

Aber  Krm  =  n— 1  kt  m(m— 1)...  i.n^(»)''"'^'«)/(a)  =  n(n  — l)..liff'(a); 
(„_l)...(„_„)l-__^[„,,(,l"-"~Vw]  =  n(n-I) <n-m)    ",_,_, 

NO  iltMS  endlich 

,V-^[C^jt)  nC"«)"].».»  .(.-.......-.+.)^^.[.(.r-]__. 

'  «r.Din<n-l.  (21) 

(--2i)=— -i-T^,  «o  ist  offenbar  (I—x')|l-^  =  x*'. 

Nunist  X(l_x')=-2jt,   -^(I_s»J  — -2.    alle   höheren   DifferentiaU 
qnotienten  davon  =  0 ,  mithin  bat  miui : 
0.,>,A  +  »=?rly^^^^^^(n-|),. 

ax        '    Pi  '■- 

woran«  folgt:  (i —  x'f  ^-T  =  (2n  —  3)i  1—1+ (n  — 2)^5 — I, 

8x*  Br°  B»°~ 

eine  Formel ,  die   — ^aua -?,    —^  finden  lehrt,     Sir  gil»^: 

(I_,'l '■'■-«, ''^i«'"^ 
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34  Anden-  Ilantclloiift  dar  hoham  Di#n«ntiilqiiatleiitati. 

=  —  -  ■_^"jr^,  30  ist  (I+x')— -^^  —  2x -^,  woHHu  ganz  w»  oben  folgt: 

d.h.  (|-)-i.,L?^_2(„_l)/'  _-[_(n_2)l„-|)?__Z, 

welch«  Formel  gaoz  eben  ao  benfllzt  werdeu  knnD,  wie  die  entsprecbende  in  V. 

§.11. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  m^^seD  wir  noch  einer  zweiten  D»rstellangsweii>e 
der  höheren  Differentialquotienten  gedenken. 

Ist  y  =  t(s),  Also  ^y=:f(x  +  ^x)  — f(x),  so  ist  (§.3.)  * 

Nnn  ist  Jy  selbst  im  Allgemeinen  eine  Fnnktion  von  x,  so  daes  mau  in 
ihr  anch  wieder  x  in  x-^Jx  übergehen  lassen  und  die  Aenderung,  die  da- 
durch entsteht,  untersuchen  kann.  Dieselbe  ist  nun  mit  ä./ty,  oda*  abkttr- 
zungsweise  mit  </'y  zu  bezeichnen.     Dn  Jx  nnverftnderlicli  i^t,  xo  ist  offen- 


'CO""  A'  '"'"''"  ~d^-  "     S-  ""^  '^'^'* 


.  '^'J- 


^(^0 


Lfisst  man  hier  Ax  mehr  und  mehr  abnehmen,  sn  nähert  sich  ^  immer 
»ehr  der  Grosse  j;-,  also  — ^-''—  d^""  (irüsse  -   ■    '-=  --^,  d.h.  man  hat 

Da  auch  */'y  wieder  eine  Funktion  von  x  seyn  wird ,  so  wird  man  auch 
die  Aendernng  dieser  GrOsse,  d.  li.  J{J^y')  oder  J^y  bilden  können;  alsdann 
ist,  wie  man  leicht  sieht: 


Allgemein  folgt  hieraus 


(23) 


islnnn  y  =  f(x)  und  mau  bildet  lür  lUJ,  Hx+Jx)^ix-^2Jx),  .... 
welche  Grfissen  mit  y,  y^,  y^,..-  bezeichnet  werden  sollen,  die  Differenzen- 
reihen  nach  folgendem  Schema : 

GooqIc 


l"  Differenf. 


Aiid«re  DanLt«llB>g  d«r  bflbern  Diff«rentialquMlenteu.' 


an  findet  man  leicht: 

Jy  =  y,— y.^'y  =  Jy,— Jy  =  y,  — y,— (y,  — r)=y.  — 2j,+ 
J'y-^S-'^y  =  It-2y.  +  r.-(T.  — ^y,+y)  =  T.-3y,  +  »y.- 
Rl1ge■Ilcm  /y  =  \  —  r^_.  ■*"  ^  2~  '._.■" -  ^  ■ 


1  ' 


1.2 


WO  die  Reihe  mit  abwecbseinden  Zeichen  fortschreitet.  (Vergl.  „Grundzüge" 
S-Sl-)     Da  y^=((x)  u.a.v.;  so  ist  also  auch 


und  der  Satz  (22)  heisBt  aoch: 
Speziell  erhält  man  hieraus : 


(Jr)' 


f(x-f3^«l-'3f(«  +  2^x)  +  af(.  +  Jx)-f(x)      ,,.  .  _ 

-'■ (Ji>J __-=f>W,„.,.w. 

Aas  (22)  folgt  allgemein ,  dass 

A  •-:+"■       w 

gesetzt  werden  könne,  wo  a  mit  nnendlich  abnebraendem  Js.  ebenfalls  un- 
endlich abnimmt ,  so  dass  also  Gr.  a  =  0.  Man  kann  diese  Gleicbnng  auch 
schreiben : 

A  =  ~(^-)"+"("<')'.  (23') 


=  0.     So  ist  also 


4,  =  ^Ji+,^/l,, 
wo  Gr.  a,  =0,  Gr.  a,=0,... 


,<'r  =  ^(Ji)'+«.M-)". 


§.  12. 

Seyen  y,z  Funktionen  von  x,  f(yiZ)  eine  Funktion  beider  Grössen,  so 
(§•7-1) 


'  WelehBT  Satt  leicht  dnreh  den  Sehluu  ti 


D  ftof  n+1  bcviSHD  werden  kann. 


•.Goo^^lc 


3g  H«brre  Differentlalquotienteu  ron  f  (y,  /). 

Deninaeli  (§.  4.  V,  IV) ; 

ci  0 K  Vi- yy  B I     c  y  DJ       (Ix  vo  J^J  Ol     B 1  ei 

Ndii  sind  ■-  ,  -—  im  Allgemeinen  wieder  Funktionen  von  y  und  r,  so  dass 
wieder  (§.7.  I)i 


ÄCO= 


ByÖj-  eyBz_Ö*fey        e'fdz 


wo  nuD  g-,  bedeutet,  man  solle  r(y,z)  zweimal  blos  nacli  y  difterenziren. 
wobei  also  z  als  konstant  angesehen  wird;  n  „  ,  man  solle  f(y,z)  zuerst  par- 
tiell nach  y,  dann  das  Resultat  partiell  nach  z  differenziren.     Eben  so  ist 
B  /■erv_  8'_f_  8j-    B'_f  B^ 
ex  LeiJ~"biey  ei'''8i=  ix 
Was  nun  die  hier  vorkommenden  Grössen  anbelangt,  so  ist 

Jlf  B'f 

IfyUi  ~Biey' 

d.  b-  es  ist  gleichgültig,  üb  man  zuerst  nach  y  und  dann  nach  z,  oder  in  um- 
gekehrter  Ordnung  diflerenzirt.     Es   ist  nämlich   --    der    Werth,     dem 

'^jr~ — ^'— mit  unendlich  abnehmendem  ^y  sich  nähert;  ebenso   r- 

der  Grünrwerth  von  ti^dL_Al -^tiSi'l  für  gi«  unendlich  kleines  ^z.  Daraus 
-  der  Grünzwerth  von 

l<z.+_4^_*_-t-^')  -  'Sy-.'+Ji}  __  !Sir^  .''_>j^!  -JSt-  '). 

_4y  -Jy • 


'SL±JA:  '+j£'l^L(y±äm)     fty.«+^0     f(y.») 


Jy 
für  unendlich  abnehmende  Jy  und  ^z.     Da  aber  diese  beiden  Ausdrücke 
gleich  sind,  so  sind  es  auch  ihre  Gränzwerthe  und  die  Behauptung  ist  somit 
gerechtfertigt.     Also  ist 

ei'  '^'*i-üj»  ^^6  J  +^6if^  ii  ei+eV  bxj  +  B-y  ex'+öi"  ex'- 

Es  ist  leicht  zu  Qbersehen,  wie  man  hier  weiter  gehen  kann,  und  dass 

mar,  nm  r*,if(y,z}  zu  bilden,  beachten  mttsste,  daes  ~-  f-H  =  ^— i  l  ^ 
Ol  ^i  y^j'J         By*    S  I 

^^y'eiBx i.^lBxJ  --b"xBx' '*■=■* 

S«  erhStt  nian 


Diqn.r.nHvGoO'^lc 


Uflbers  Diircr«DÜiüqaolieDieQ  bei  un entwickelten  PuuktioBen.  'fj 

-  eyex      e^ieVBx       ew  eyB'.    rjM_6y    B'fBr-i/e.-^'     8-f8.e'. 

ei8i^    ByBtdi'ai^    ByeiBi  Bi'^Li't'BySi^Be'  BiJ  l,BiJ  ^   6i'0iei' 

~*"LbV'öi      8yei  BiJ  Bi*      »y  8i''*"Leii8y  8i~''8  i"  Bi.J  Bi'"*"»!  81*' 

Da  nun,  dein  Obigen  gemäsa,  bei  znei Differentiationen,  die  anreinander 
folgen,  die  Ordnung  der  Differentiation  gleichgflitig  ist,  bo  i&t  auch 
8'f    _    ^f_  ^  i^       B'f  _     8'f     _    BT 

»y*'f8y~By«yB«~ey'ei'    «i'öy  ~  Baeyüi  ~  ByB«*'  "■,'■'■■ 
SU  itass 

e^fBvBV         B^t  B^yB.         eV^Bye^;        B'fB.  8'«     efe>     BfB'i 
.  ey'exBi-''"    ÖyBiBi'B'i'''    ByB»  Bi  Bx'"^    Be' 8  i  B  »'"""By  ei'"'"6  z  B  i'" 

Wie  man  hier  »eiter  gehen  kann ,  ist  wohl  klar ;  ebenso ,  wie  man  sich 
zu  benehmen  hat,  wenn  man  eine  Funktion  von  mehr  ah  zwei  Funktionen 
von  X  hat. 

Die  direkte  Rechnung  nach  den  früheren  Regeln  fährt  gemeiniglich 
raiicher  zum  Zieh'. 

So  i-B.  um  — i  I ''yf  8~"lJ  J  ^"  finden,  hat  man  {§§.4.  6]; 

Ij,     ll    T^**     a       Hw*Üb'*  fi^    8t'  8t    hl'    Bm*  \6i*^ 

Ist  eine  Gleichung  f(x,yj  =  0  gegeben  und  man  soll  g^,  ä^---  '^m'*"^ 
bestimmen,  ao  hat  man,  indem  man  diese  Gleichung  nacheinander  mehrmals 
differenzirt  (§.  8) : 

fli^ByBi 

B'f      »H«'' 1  f  J'f_  ,  »''^A  »y  ,  L^fy    n 

81'"'  BiBy  Bi'^UiCy     6"y'BiJ  Bi"^By  Bi' 

61'^    BxByÖJ^ey'Ui^^ÖyBx' 
woraus   g-',  „-',...  folgen,  indem  man  zuerst  —  aus  der  eraten  Gleichung 
bestimmt ,  und  dwn  diesen  Werth  in  die  zweite  einsetzt,  u.  s.  w.   Im  speziel- 
len Falle  wird  man  durch  direkte  Differenzirung  den  Zweck  eben  so  leicht 
f>r  reichen. 

Hat  mal)  z.  B.  dir  Qlcichuiis  ^ 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


Waehico  und  Abnehmen  «idct  Funkikm. 


IC  -*-3isiijy- 

2  =  «. 

gt  dsraiu 

-t- 

.»f+3.».,| 

•".'.+  •' 

:^"'(K)■-^■ 

'B+^-H 

-(•31CMJ 

>=o. 

-'H+- 

.'fö)'+-':; 

.--'CD 

Anmerkung.  Ana  dem  bUber  Dargeitellten  geht  ^ohl  znr  GenDge  berror ,  dutmit 
Ualfe  der  Reg^D,  die  im  ercten  Abacboitt  gegeben  wurden,  die  Bildnug  einea  Jedeu  DiflWen- 
(iAlqaoÜeDleo  mflglieb  Ut  nnd  einem  AoiUada  woU  nicht  nnieiiiegt.  GeDBhiilich  ist  dia  di- 
lekte  DiS'ereoiirung  der  nkch  S-  ^^  TolliogSBeQ  Tonuzieban,  da  sie  aUürlich  duielbe  Retul- 
tat  gibt  nnd  gewisi  leichter  in  GedftehUiiii  la  behalten  iit.  Zur  Uebnng  wollen  wir  nan  noch 
einige  DiffeiantiklquotienteD  Torlegen. 


(B)" 


Bereits  in  §.  3  haben  wir  auf  die  geometri&cbe  Bedeutung  der  UröSbi.' 
~  aufmerksam  gemacht.  Wir  wollen  hier  nnn  nocli  einige  verwandte Unlei- 
Buchungen  aber  Bedeutung  von  DifferentiiüquoüeDteii  zufGgen- 

I.  Sey  y  eine  stetige  Funktion  von  x,  und  es  nehme  x  um  das  positive 
Jx  zn,  werde  also  za  x-\-Jj.,  so  wird  y  zu  y-f-^y  werden,  und  wenn  nun 
Jy  positiv  ist,  so  hat  y  zugenommen;  ist  dagegen  dj  negativ,  so  hat  y  ab- 
genommen. Da  wir  jx  positiv  voraussetzen,  so  werden  wir  offenbar  auch 
sagen  kdnneu:  Wenn  j-  positiv  ist,  so  hat  y  zugenommen;  dagegen  abge- 
nommen, wenn  dieser  Bruch  negativ  ist.  Denken  wir  ans  nun  ^x  sehr  klein, 
so  wird  natürlich  das  Gesagte  ganz  eben  so  gelten,  und  immer  wahr  seyn, 
wie  klein  auch  Jx  seyn  mag.  Da  aber  (§-  II) 
JT_er  , 

niui  R  sehr  klein  i^-t,  wenn  Jx  es  ist,  so  wird  ftir  ein  Jx,  das  klein  genug 


VerbUuiiu  vub  Hx)  zu  l'(t)  UDter  g«Tiuan  Voraouetitiingon.  ;{9 

ist,  die  Grösse  ^  dasselbeZeichenbabeii,  wie^,  indem  letztere  Grösse  eiaen 
beBtimmten  endlichec  Werth  hat,  also  schliesslich  immer  gegen  a  überwie- 
gen wird,  wenn  nicht  etwa  für  den  speziellen  Fall  — =:Owäre,  was  wir  nicht 
voraussetzen,  heraus  folgt  der  nachstehende  Satz :  Ist  (tilf  einen  bestimm- 
ten Werth  von  x)  g-  positiv,  m  wächst  y  mit  wachsendem  z  und  nimmt  also 


wachsendem  x,  nimmt  also  za  mit  abnehmendem  x. 

Da  z.B. -7 — =co8x,  und  cosx  positiv  ist  vun  x^O  bis  x  =  -a  ,  x=:^ff  bis 
2if,  aber  negativ  von  x^^^'a  '**"  *^~9  >  ""  ^'"^  ^*'  ^""  waahaen  von  x  =  0  bis 
x^-g^  und  x^^-g  w  bis  x=2]T,  dagegen  abnebmen  von  x^x-x^  bia  x=^-^. 
Da  ja  auch 

und  für  ein  sehr  kleines  Jx.  auch  tx  schon  sehr  klein  ist,  so  schliesst  man 
hieraus  leicht  noch,  dass  J  um  so  bedeutender  sich  ändern  wird,  je  grösser 


der  Werth  von 


8r . 


Natürlich  wird  man  ebenso  auch  sagen  kännen,  dasB^mitwacbeeudem 
X  zu-  oder  abnehme,  wenn  ~  positiv  oder  negativ  ist;  dessgleicheu  ^mit 
solchem  x  zu-  oder  abnehme,  wenn  r^  positiv  oder  negativ  ist,  u.  s.  w. 

II.  Seyen  f(x),  F(x)  zwei  stetige  Funktionen  von  x,  die  beide  Null 
sind  fBr  x  =  0;  sey  ferner  von  x  =  0  bis  x  =  h  die  Grösse  F'(x)  immer  von 
demselben  Zeichen,  also  immer  positiv  oder  immer  negativ;  endlich  seyen 
A  und  B  bez&glich  der  grOsste  und  kleinste  Werth ,  den  der  Bruch  — ^  an- 
nimmt, wenn  man  x  von  0  bis  h  gehen  Iftsst,  wobei  wir  A  und  B  als  endliche 
Werthe  voraussetzen  wollen,  so  hat  man  also  für  alle  diese  Werthe  von  x: 

so  dass  da  F'Cx)  für  alle  diese  Werthe  dasselbe  Zeichen  hat,  von  den  Grössen 

F'W[^gJ-A]  =  r(i)-AF'(x)>.ndF(x)f^^J-Bj  =  r{x)-BF'(i) 
immer  jede  ftlr  sich  dasselbe  Zeichen  beibehalten  wird,  jede  aber  ein  ande- 
res, so  dass  immer  von  x='0  bis  x  =  h  entweder: 

r(i)  —  AF'{i)>0  und  f(i)  —  BF'(i)<0.  oder  f(i)  —  ÄF'W<Onnd  P(i)  —  BFti)>0- 
Da  aber 
r(i)-AF'(x)  =  -g^{f(i)-Ar(.)].  r(.)-BF'(i)=~[fW-BF(x)J. 
so  werden  also  nach  Kr.  I  die  Grössen  f(x)  — AF(x),  f{x)~BF(x)  so 


40 


erbultnisa  mo  f  (ij  lu  F  (i)  uotet  gewuseo  VoruiHMnuigeB. 


beschaffen  seyii ,  dass  dtc  eine  beständig  wächst,  die  audvre  beständig  ab- 
nimmt von  x  =  0  bis  x  =  h.  Da  für  x:^0  beide  KnU  sind,  indem  f(x), 
F(x)  es  sind,  bo  wird  also  die  eine  immer  positiv,  die  andere  immer  negativ 
seyn,  d.h.  die  GrSsaen 

fW— AFW,  f(i  — BF(i) 
haben  immer  verschiedenes  Zeicheo  von  x  =  0  bis  x  ^  h.     Da  F'  (x)  immer 
von  demselben  Zeichen  bleibt,  so  wird  F(x)  nar  beständig  zu-  oder  abneh- 
men, also  dft  F(0)  =  0,  von  x:=0  bis  x=:h  immer  dasselbe  Zeichen  haben, 
so  dass  auch  von  den  Crossen 

f(x)-AFW      fW       .  .;^f(-)-BF(,)      fW 

F{x)     -Fü)-*""'*     Fu)     ^ni)-" 

immer  jede  dasselbe  Zeichen  beibehalten  wird,  die  eine  immer  negativ,  die- 
andere  immer  positiv.  Also  liegt  auch  s^^j  von  x=0  bis  x^h  zvischen  Ä 
und  H,  d.  li.  auch  =^  liegt  zwischen  A  und  B. 


Werthe  von 


F(h)' 
sind,  so  wird  eine  jede  Grßsi 


Da  A  und  B  die  äussersten 
,  die  zwischen  A  undB  liegt. 


als  ein  Werth  von  p:r-:  aiigesehen  werden  können  für  einen  Werth  von  x,  der 
zwischen  0  nnd  h  ist.  *       Daraus  folgt,  dass  man  setzra  dürfe : 

FÜ-JIrr'""""""""'""     '" 

Diese  Gleichung  setzt  voraus,  dass  f(x)  und  F(x)  endlich  seyen  von 
x^Obisx  =  h;  dass  F(0)  — 0,  f(0)  =  0;  F'(x)  immer  dasselbe  Zeichen 
habe  von  x  ^  0  bis  x=  h  nnd  „,^  endlich  bleibe  von  x  =  0  bis  x  =  h. 

Damit  wäre  der  Fall,  dass  F'(0)=^0  wäre,  scheinbar  ausgeschlossen. 
Ist  aber  dann  auch  zugleich  P{ü)--^Ö,  so  ist  -.r- ,  fiirx=^0  desswegen  nicht 
unendlich,  so  dass  also  der  Fall  F'(0)^0,  f'(0}=0  immer  noch  zur  For- 
mel ta)  führt. 

Gesetzt  nun,  es  seyen  f(xj,  f'(x),  f"(x),...,  f'Cx)  Null    fdr  x  —  0; 

dessgleichen  auch  F(x),  F'Cx),...,  F  (x);  es  behalte  femer  F      (x)     von 

«+i  .  , 
x  =  0  bis  x=:b  dasselbe  Zeichen  und  sey  ~   tt—  endlichvonx  =  Obisx=:h, 

^  W 
so  wird  F  (x)  von  x^U  bis  x  =  h  beständig  wachsen  oder  abnehmen,  also 

da  F  (0)  =  0,  so  wird  F  (x)  von  x  =  0  bis  x  =  h  immer  dasselbe  Zeichen 
haben  (K.I);  dessgleichen  nun  auth  F  (x),...,  F(x).  Man  hat  also,  ge- 
mäss (a),  wie  man  leicht  öbersieht: 

'  Oeokt  nun  ucb  in      ''    die  GrSsse  t  stetig  von  0  bii  h  faitschrsiteDd ,  id  wird  dieui 


TO)      F'(b,)'   F'»,)      F-(b,)-   F-(b,)" 


r-(.) 


Bnicb.  der  stelig  ist,  alle  mCglicbeii  Wenhi;  iwuchen  A  und  B  aiiDehmeu.     Jeder  /ablirerth 
C  iiritchen  A  nnd  B,  vird  demnttb  einer  der  Werthe  jenes  Bruchs  sejrti  kHnnen. 

Cooolc 


AbleiUmg  der  GMchung  F  (x~t-  li)  -  f  (i)  =  hK' (i  +  0h).  41 

WO  h,  zwUchen  0  und  h ;  lij  zwischea  Ü  und  h,  ;  — ,  li  . ,  zwischen  0  und 

b^  lie)ft,  mitbin  jede  der  GrJissen  h, ,  b^ h  . ,  auch  zwischen  0  und  h. 

Daraus  folgt  also 


1 


,  b'  zwUcben  0  and  h.  (A) 


Üiesu  Gleichung  setzt  voraua,  dass  f(0)  =  r(0)=r'(0)  =  ...  =  f  (ü) 
=  F(0)  =  F(0)=.  ...^-fVO)  =  0;  dasa  f'^'u)  von  x  =  0  bis  x  =  h  im- 
mer dasselbe  /eichen  habe ;  dass  nicbt  F  fO)  —  0  wenn  nicht  auch  t"  (0) 
—  0;  dass  endlich-  r,-^    stetig  sey  von  x  =  0  bis  x  =  h,  elien  so  —  - 

F(»)'ni)      ^*  Üfai-rgens  die  Grössen  F°(x),  F°  '(x) ,    F(x)  sainmtlich 

nicht  Null  werden  zwischen  x:^0  undx^=h,  mit  Ausnalune  des  Wertlies 

X  =0,  ftlr  den  aber  anch  f  (x), ,  f'(x),  f(x)- Null  sind,  so  wird  diese 

letzte  Bedingung  erfUllt  seyn,  wemi  nur  die  Zähler  nicht  unendlich  werden, 

III,  Sey  r'(x)  endlich,  wenn  man  x  alle  Wertbe,  von  x:=z  bis  x  — z 
-|-b  beilegt,  so  ist,  wenn  Jx  dieselbe  Bedeutung  wie  früher,  hat 

r(i  +  Jx)-F(i)  =  F-(x)J»-^«Ji».  II). 
wo  a  mit  unendlich  klein  werdendem  Jx  selbst  unen'dlich  klein  wird.     Sey 
nun  i/x^  — ,  also  h^n^x,  so  ist  hieraus,  indem  man  nach  einander  x^z, 
z-i~J:t,7.-l-2Jx....,  z4-(n  —  !)^x  setzt: 

r(i+ Jo-  F(i)  =  p(i).  Ji-i-o,  Ji. 

F(i-t-3Ji)-F(i  +  2Jil  -:F'{i+2Ji)Js-fn,Ji. 

Ft.-i-.iJ»)  -K(i  +  n^^,)  -F'U  +  u-l  Ji)/Jx-|-n^Ji. 

worin  die  Grössen  o,,  or,,...,  a^  sämmtlicb  unendlich  klein  werden,    wenn 

Jx  es  ist.     Addirt  man  nun  diese  Gleichnngen  und  beachb4,  dass  n^x  =h, 

so  hat  man 

F(.+b)-r(i)^/*.  [F-(z)+r(i  +  ^i)-hF(«  +  2Ji)+...,  +  F'(z+h-J.)j 

+/*»[«,  +  <.,  +  ....+<,__]. 

F(.+h)-F(z)=A[F'(.)  +  p(x+J-)-+..-fr'(.+b-.-^)]+|;(»,-t-«.-h..-t-a_^). 
Lässt  man  hier  n  immer  grüsser  werden,  so  werden  «,,  «,,...,  «^  im- 
mer kleiner,  weil  Jx  es  wird ;  was  ferner  die  Summe  «,  -f-  «^  -f' . . .  -f- «__  an- 
belangt, so  ist  sie  sicherlich  kleiner  als  na^,  wenn  «^  die  grösste  der  einzel- 
nen Gnlssen  a «^  ist,  und  grösser  als  na^,  wenn  «_   die   kleinst«-  ist, 

Demnacb  M  -  (a,  +  o, -|- +  «  1  C  '"' 

und  da  mit  zunehmendem  n  die  beiden  Grössen  ha^,  h«,  fortwährend  abneh- 
men ,  so  wird  also  ' 


[:,q,,..aoyGoO(^le 
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Gr.^K-|-B.+  ....  f  a^)  =  0 
&eyn ,  wenn  dag  Zeichen  Gr.  sich  auf  ein  unendlich  zunehmend«^  n  bezieht 
(§.  2.  JII).     Daraas  folgt  von  selbst : 

Gr.|[p'W+r'(.+  ^)+;..+F'(t+h-A)]=F(«+h)-FW.  ^^^^ 
rt.  h.  Gr.  Jx[r(i)+F'(.+Jx)+F'(.4-2-J ")+■-. +r'(i4h-^x)]  =  F(t+h)-r(i)J 

Was  aber  die  erste  Seite  der  Gleichung  (24)  anbelangt,  so  lässt  »ich 
dieselbe  noch  etwas  anders  ausdrucken.     Die  Grössen  F'(z),  F'  f?.-\ — J, 

....F'lz-J-h j  werden,  wenn  n  sehr  gross  ist,  die  Werthe  von  F'(x) 

vm'stellen,  die  man  erhält,  wenn  man  x  von  z  bis  z-f~'<i  ^^^  Ausschluss  des 
letzten  Werthcs,  gehen  lässt.  Je  grOsscr  n  ist,  desto  weniger  werden  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Werthe  sich  unterscheiden,  und  man  kann 
Komtt  n  sich  immer  gross  genug  denken,  damit  dieser  Unterschied  beliebig 
klein  sey.     Die  Grösse 

liegt  nun  immer  ihrem  Werthe  nach  zwischen  der  grössten  und  kleinsten  der 

Grössen  F'(z), .F'Jz-l-h I,  •  d.h.  zwischen    dem  grössten  und 

kleinsten  der  Werthe,  die  F'(x)  annimmt,  wenn  z  von  z  bis  z-j-h  geht.  So- 
mit kann  dieselbe  einem  dieser  Zwischenwerthe ,  den  man  allgemein  durch 
F'(z-|-Öli)  bezeichnen  kann,  wo  9  eine  Grösse  ist,  deren  Werth  zwischen 
0  nnd  I  liegt,  gleich  gesetzt  werden ,  so  dass 

F(x+h)-F(i>  =  hF'(.+eh)i  (26) 

worin  also  nur  vorausgesetzt  ist,  dass  F'(x)  nicht  unstetig  werde,  wenn  s 
geht  von  z  bis  z-f-h.  Dieser  Satz  lässt  sich  übrigens  leicht  aus  der  Glei- 
chung (a)  in  Nr.  II  ableiten.  Setzt  man  dort  F(x)=^x,  so  ist  F'(x)=  I 
und  behält  immer  dasselbe  Zeichen,  so  dass 

oder  da  h,  zwischen  0  und  h,  also  =Qh: 

r(h)^hf  (flli). 

Setzt  man  hier  f(h)  =  F{»+li)— P{»). 

so  ist  f(h)  Null  für  h  =  0,  und  F(h)  =  F'(z+h),  r(©10  =- F'(z  +  Öh>, 
woraus  dann  sofort  (25)  folgt. 

IV,  Sey  AB  eine  beliebige  krumme  Linie  (Fig.  2),  deren  Gleichung 
fär  rechtwinklige  Koordinatenaxen  man  kenne;  MN  die  zur  Abszisse  OM  =  a 
gehörige  Ordinate,  eben  so  PQ  die  zu  OP^x  gehörige  Ordinate  y,  die 
Fläche  MNQP:=u,  so  wird  u  eine  Funktion  vonxseyn,  da  sicher  diese  Grösse 
^ichändert,  wenn  xsichändert.  SeyalsoPP  =  ^x,mithinMNQ'P'=u+^u, 


•  DanSBilreh  F'W-f  .--i-F'!  s  +  h j  kleiner  ist,  bis  das  nfüclie  dsr  gcOstlen. 

tind  grOiur  ist  als  dtbt  nfache  der  kleiiuteu  diBisr  GrC^MD. 

DiqnzeciOyGoO'^lc 
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Fig.  2. 


V 

--4: 


^Cjt 


d.  h.  PP'Ci'Q  — ^u,  und  man  boII -^  ermitteln. 
Mao  wird  offenbar  Jx  immer  klein  genag  uineli- 
men  könoen,  so  dasa  die  krumme  Linie  zwischen 
Q  und  Q'  nur  ateigt  oder  nur  föllt  (d.  Ii.  dass  die 
Ordinalen  zwischen  PQnndP'Q'  alle  wachsen,  oder 
alle  abnehmen).  Zieht  man  nun  QS,  Q'R  parallel 
mit  der  Abszissenaxe  OP,  so  wird  das  Rechteck  "^     ■*  ^^ 

PP'Q'K  gröEser  seyn  als  ^u,  wÄhr(^d  PP'SQ  kleiner  ist  aU  ^u.  (Würdt 
die  Kurve  zwischen  Q  nnd  Q'  fallen,  bo  v3i-e  das  Omgekehrte  richtig;  wie 
man  aber  leicht  sieht,  ergibt  dies  dasselbe  Resultat).  Da  nun  P'(l'^y-\-Jy, 
80  ist  das  Rechteck  PP'S(i  =  y^x,  PP'Q'R  =  (y-j-.^y)  Jx,  so  dass  also 
Ja  enthalten  ist  zwiscbeo  yJx  ond  (y-^Jy)Jx^,  mitbin  j-  zwiuclien  y  nnd 
y-|-^y.  Lässt  man  nun  Jx  unbegränzt  abnehmen,  so  wird  auch  Jy  unend- 
lich abnehmen,  so  dase  y  und  y+^y  mehr  und  mehr  steh  nähern.  Daran.^ 
folgt  {§.  2.  III),  dass  Gr.  4"  =  y,  d.  b. 


;  (u  irachi«t)d  n 


d)>0). 


Da  (§.11)  Ju  =  ~Ji+«Jx  =  yJi  +  aJ« 
und  a  mit  unendlich  kleinem  Ji  selbst  verschwindend  klein  wird ,  sn  kann 
man  auch  sagen,  dass  ttir  ein  unendlich  kleines  Ji  das  Fläcbenstück  PF'Q.'Q 
als  ein  Rechteck  von  derGmndlinie  Js  und  derHSfae  y  anzusehen  sey.  Wir 
werden  später  ein  solches  (unendlich  kleines)  FlächenstSck  ein  Element 
der  Fläche  nennen. 

V.  Sey  FG  (Fig.  3>  eine  beliebige  Kurve,  OQ=x,  ^y-  ■'■ 

QM  =  y,  QR  =  Jx,  RK:=y+^y,  ferner  der  Bogen  -  /."/>'■■ 

FM,  von  dem  (beliebigen)  Punkte  F  aus  gezählt,  gleich         jt/^^ ,         ')' 
s,  so  ist  s  eine  Funktion  von  z,  also  MN^^s.     Man  '      '' 

ziehe  nun  die  Sehne  MN,  und  denke  sich  an  denPunk- 
ten  M  und  N  die  berührenden  Geraden  MD,  DN  an  die 
Kurve  gezogen.  Da  man  Jx  immer  klein  genug  wird 
annehmen  künnen,  dass  der  Bogen  MN  seine  erhabene  Seite  immer  nach  der- 
selben Richtung, hin  wendet,  so  ist  die  Summe  der  Geraden  MD-f~DN  gros- 
ser als  der  Bogen  MN,  während  letzterer  grdsser  ist'  als  die  Sehne  MN, 
wie  man  in  der  Elementargeometric  beweist  (vergl.  etwa  Legendre,  Geome^ 
trie.  Buch  IV,  Satz  IX). 

Also  iit  UD  +  DN>BDg.UK>S«bneMN. 

voraiu  Blieb  — ^  — — ^  I 

Sebne  Uti  "^  Sehne  MN'^ 

Je  näher  aber  N  und  M  zusammenrQcken ,  desto  mehr  fallen  MD  und 
DN  zusammen,  und  wird  auch  MN  desto  mehr  sich  MD  nähern  (§.3),  also 
.  MD+DN  _ 


wird  Gr.  , 


=  ) ,  woraus  folgt  (§.2.  III),  dasa  auch 


.  Goc^lc 
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Seime  MN 
Nun  UtSehucMN  =  VMf'+VN'  =  V(^ir+C^yj'='''x'Y/l+j'^). 
wenn  wir  ^x  pusiftv  vvraussetzeo ;  teioer  MN  =  J^ ,  wcdii  wir ,  wie  in  der 
FigHi',  annehmen,  en  wachse  ü  mit  x.     Demnach 

Jj  es 

Würde  a  »buelimeo  mit  wachsendem  x,  oder,  was  dasselbe  ist,  s  zu- 
nehmen mit  abnehmendem  x,  so  wäre     "  negativ,  nod  eben  so  -*     (N.  l.>, 

mithin  liätte  uaau  ^^  =  —  \r    *  +  f  e  W  '  "'"•  *''*'*  a!i({emeia 

in  welcher  Formel  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  s  mit  x  nächst,  das  untere 
im  entgegengei-etzen  F'atle.  Für  unsere  Figur,  wenn  s  vo»  F  aus  gerechnet 
wird,  gilt  Aas  obere  Zeichea  von  F  bis  A,  und  B  bis  G,  dagegen  das  untere 
von  A  bis  B.  Würde  man  e  von  G  aus  rechnen ,  so  gälte  das  obere  Zeichen 
von  B  bis  A ,  das  untere  von  G  bis  B  und  von  A  bis  F. 

Es  folgt  hieraus ,  dass  für  ein  unendlich  kleines  A\  man  das  Dreieck, 
gebildet  vonMP  =  ^x,  PH=^^y  und  Sog.MN=^^s  als  geradlinig  ansehen 

darf;  denn  alsdann  folgt  ^s^-^^x'+'^y'.  (^y=l  +  (^J3',  (JQ' 
—  1  + 1  T-O  .  was  ja  richtig  ist. 

VI.  Sey  AM  (Fig.  4)  eine  beliebige  Kun'e,  welche  auf  Polarkoordiua- 
^iy-  i~  teil  bezogen  sey;  0  der  Pol,  OA  die  Polaraxe.     OB 
!       .       .  —  _      „,     sey  ein  bestimmter  Fahrstrahl ,  MO=:r  ein  zweiter, 
'X^       der  zum  Winkel  MOA=-(ö  gehör«;   u  sey  der  Aus- 
J!^ . '     schnitt  BOM.  Lüsst  matt  ia  um  MON  --  Jta  wachsen, 
'-        so  nimmt  u  um  den  Ausschnitt  MON— ^u  zu,  und 
..:...,.._  '_S-    ':       man  wird  wieder ^w  klein  genug  nehmen  können,  da- 
mit zwischen  M  und  N  die  Fahrstrahlen  beständig  zu- 
«ider  abnehmen.     (Für  unser«  Figur  hat  da»  Letztere  Statt.)     Man  ziehe 
alsdann  mit  den  Halbmessern  OM=:r  und  ON^^r-f-'^''  um  0  die  Kreis- 
bögen MM',  NN',  deren  Längen  alsn  r^w,  (\-{-Ji)Jia  seyn  werden,  so  ist 
f  u  enthalten  zwischen  den  Kreisausschnitten  MOM',  NON',  deren  Fläche» 
ynd   ''4^  ,  ^^+'^t^,  dh.^^ist  enthalten  zwischen  2   ""d  ^^./'^'^t 
+  r//r+U''i)'-      Lässt  m;in  Jio  iineudlich  klein  werden,  i-o  werden  auch 
r^r,  K^r)'  es  werden,  mithin  wird  man  wie  in  IV  haber 


.  Goc^lc 
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Fig.  5. 

12, 


-t.j 


^/r-< 


>>' 


-   =  ^  r    (u  wldiBpnd  mit  »). 

Man  kann  also  hier  sagen,  dass  das  unendlich  klpinc  Klement  MON  iils 
Kreis  aufschnitt  anzusehen  sey. 

VII.  Die  krumme  Linie  NQ  (F^g.  5)  drehe 
sich  am  die  Abszissenaxe  OP  und  es  beschreibe 
dadurch  die  Fläche  MPQN  einen  Körper,  dessen 
Inhalt  :^v  sey;  sey  ferner  OP  =  x,  so  wird,  da 
MK  fest  ist,  V  eine  Funktion  von  s  seyn,  Sey  PF' 
^-J\,  so  wird  die  Fläche  PQP'Q'  das  Körperstück 
Jv  beschreiben ,  und  dfisselbe  ist  immer  Ewischeti  J  - 
den  zwei  von  PP'QS  und  PPTIQ'  beschriebenen 
Zylindern  enthalten,  deren  Inhalte  sind  y^nJx  nnd  (y~\-JyyaJx;  mithin 
ist  ■.-  enthalten  zwischen  y'jr  und  (y-f-^y)'»,  und  da  mit  luiendlich  ab- 
nehmendem Jx,  also  auch  solchem  Jy,  diese  letzeren  GrGssen  sich  unbe- 
gränzt  nähern ,  so  ist  (§.  2.  III) : 

_,  ny'  (v  wachieoct  mit  i). 
WO  y  die  zu  x  gehörige  Ordinate  der  beschreibenden  krummen  Linie  ist. 

Vlil.  Dieselbe  Kurve  beschreibt  bei  der  Drehung  eine  krumme  Ober- 
fläche und  sey  z  der  Inhalt  der  von  KQ  beschriebenen  Oberfläche ,  so  wird 
z  eine  Funktion  von  x  und  Jz  die  von  QQ'  beschriebene  Oberfläche  seyo. 
Zieht  mau  die  Sehne  Q.Q.'  ^=V(-^x)^-\-(Jy)\  so  ist  die  von  ihr  beschrie- 
bene Oberfläche  (Mantel  eines  abgekürzten  Kegels,  dessen  Halbmesser  y 
und  y-)-^y  sind)  gleich 

2  (y  +  i  J  y)  «  V  T^^FR^'- 

Ist  s  der  Bogen  NQ,  also  Js  der  Bogen  QQ',  so  werden  Js  und  die 
Sehne  QQ'  sich  mehr  und  mehr  nähern,  also  auch  die  von  ihnen  beschriebe- 
nen Oberßächen ,  oder  mit  andern  Worten ,  es  ist 


=^=,=  =  +  t. 


s(7+Hy)«V'+(z-0' 


.t.y.V'^W- 


worin  das  Zeichen  immer  gemäss  den  Unterscheidungen  inNr.I  zn  wählen  ist. 

IX.  Denken  wir  uns  einen  Körper  geradlinig  und  gleichförmig  bewegt, 

so  heisst  man  den  in  der  Zeiteinheit  (gewöhnlich  eine  Sekunde)  zurückgelegt 

ten  Weg  die  Geschwindigkeit  desselben.*    Gesetzt  nun  aber,  der  genid- 

*  Ut  al»o  X  dv  in  der  Zeit  t  zorückgelrgCe  Weg,  •  die  Oeoehvindigfcelt,  so  hat  man 
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linig  bewogte  Körper  bewf^ge  sich  nngleichßJrinig ,  so  wird  man  unter  Ge- 
schwindigkeit desselben  in  einem  bestimmtPn  Zeitmomente  den  Weg  ver- 
stehen, den  er  in  der  darauf  folgende a  Zeiteinheit  zurücklegen  nürde,  wenn 
er  ttich  während  derselben  genau  eben  so  bewegen  wQriie,  nie  er  sich  in  dem 
betrefleoden  Äugenblicke  bewegt.  Sey  also  AM  (Fig.  6)  der  Weg  x,  den 
Fig.  s.  der  Rorper  in  der  Zeit  t  zurückgelegt  hat,  eo  wird  x 

A~~  M  j,-'  "■  ■  eine  Funktion  von  t  seyo ;  aey  weiter  MN  der  Weg  J\, 
den  der  Köiper  in  der  darauf  folgenden  Zeit  Jt  zurücklegen  wird.  Die  (so 
eben  näher  erklärte)  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  M  sey  v,  also  da  v  eine 
Funktion  von  t  seyn  wird,  v-j-^v  die  GeschwiDdigkeil  in  N  nach  der  Zeit 
t-|-^t;  man  wird  alsdann  Jt  immer  klein  genug  annehmen  können,  damit 
die  Geschwindigkeit  v,  die  sich  ändert,  während  dieser  Zeit  beständig  wachse 
oder  abnehme.  Es  finde  nun  zunächst  das  Erstere  Statt,  d.  h.  v  wachse 
während  der  Zeit  Jt;  aisdnun  ist  sicher  MN  oder  J\  >  v^it,  da  vJt  der 
Weg  wäre,  den  der  Körper  in  der  Zeit  Jt  Enracklegen  würde,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit v  bliebe ;  eben  so  ißt  .yx<(v-(-^v)Jt.  Daraus  folgt,  dass 
j-  immer  zwischen  v  andv-|-^v  enthalten  ist,  und  da  diese  beiden  GrOssen 
flieh  unbegränzt  nähern,  wenn  Jt  (also  auch  Jv)  unbegränzt  abnimmt,  so 
hat  man  i  =  — , 

so  dasfl  kIbo—  die  gesuchte  Geschwindigkeit  ausdrückt.  Würde  v  während 
der  Zeit  ^t  beständig  abnehmen,  so  wäre  Jx<.vJl  und  ^^(v-j-Jv)Jt, 
so  dass  wieder  -.  zwischen  v  und  v-^Jv  läge,  und  man  dasselbe  R«sultat 
erhielte. 

X.  Ein  Körper,  auf  den  eine  sich  immer  gleich  bleibende  Kraft  fort- 
während in  derselben  Richtung  wirkt ,  bewegt  sich  geradlinig  und  so,  dass  in 
gleichen  Zeiten  die  Geschwindigkeit  um  gleich  viel  vermehrt  wird,  wenn  die 
Kraft  fordernd  auf  die  Bewegung  wirkt,  oder  um  gleich  viel  abnimmt,  wenn 
sie  der  Bewegung  hemmend  entgegenwirkt.  Diese  Aendemng  ist  Überdies 
der  wirkenden  Kraft  proportional.  Gesetzt  nun  eine  mit  der  Zeit  veränder- 
liche Kraft  wirke  auf  einen  Körper  in  immer  derselben  Richtung  ein  und  sey 
X  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg,  v  die  am  Ende  desselben  erlangte 
Geschwindigkeit,  also  Jx  der  in  der  Zeit  Jt  zurückgelegte  Weg,  v-j-^^v 
die  nach  der  Zeit  t-|-^t  erlangte  Geschwindigkeit;  ferner  sey  91  die  am 
Ende  der  Zeit  t  wirksame  Kraft,  also  ^-{-Jy  die  zur  Zeit  t-\-Ji,  p  das 
Gewicht  des  Körpers.  Man  wird  nun  wieder  Jt  klein  genag  onnehmw  kön- 
nen, dass  <p  während  der  Zeit  Jt  immer  wächst,  oder  immer  abnimmt.  Hat 
znnächstErsteres  Statt,  so  wird  Jv  grösser  seyn,  als  die  durch  eine  q>  gleich 
bleibende  Kraft  während  dt  hervorgerufene  Zunahme  der  Geschwindigkeit, 
und  kleiner  als  die  durch  y-\-Jyi  während  Jt  hervorgebrachte.  Was  nan 
die  eine  oder  andere  anbelangt,  so  weiss  man,  dass  der  Körper,  wenn  er 
unter  dem  Einflüsse  seines  eigenen  Gewichts  p  (beim  freien  Falle)  steht,  in 
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jederSekunde  aeine (leBchwiDdigkHt  Bm  g(  =  9'80896inetres)  vennelirt,  also 
in  der  ZHt  Jx,  um  g-/t,  und  man  würde  aUo  di«  durch  fp  hervorgebrachte 
Apnderung  z  finden  aiiA 

eben  so  diedurchy+^y  hervorgebrachte Aeiideniiig=^-^^^ — ,!:odaRaal80 
,'  immer  zwischen  —und-  ^ *-  Hegt.    Da  mit  unendlich  abnehmendem 

äK  P  P  * 

Jt  «Dch  4 ff  unendlich  abnimmt ,  so  folgt  hieraus 
tl_K?        _  P   8l 

et    p'*    g  St- 
und da  (nach  IX)  ^'^=^  «:•  so  ist  auch 


Man  sieht  leicht,  da(«  dasselbe  Resultat  noch  gilt,  wenn  die  Krafl  fort- 
während  abnimmt. 

XI.  Man  soll  eineoKreis  durch  drei  unendlich  nahePunkte  einer  ebenen 
knimmen  Linie  legßu.  Seyen  a,  ß  die  Koordinaten  des  Mittelpunkts  dessel- 
ben, d  sein  Halbmesser,  so  dass  seine  Gleichong  ist 

«-«)'+(«-(»)'  =  P>.   ■ 
und  seyen  femer  x,y;  x',y';  i",y"  die  Koordinaten  der  drei  Punkte,  durch 
welche  derselbe  gehen  soll,  so  mn.ss  also 

(i-«)'+(r-ifl'=e'.  (i'-B)'+{j'-Ä'=p'.  («■'-«)'+(r-(»)'=9* 

seyn ,  ans  welchen  Gleichungen  a,  ß,  q  zu  besUmmen  sind.     Zugleich  liegen 
die  drei  Punkte  In  einer  gegebenen  Kurve,  deren  Gleichung  man  kennt,  und 
welcher  also  die  Koordinaten  jener  Pnokte  genttgen  müssen.     Es  ist  also  y 
eine  Fnoktion  von  z,  y'  dieselbe  Funktion  von  x',  und  eben  so  y"  vonz"; 
ist  femer  x'=3E-|-^x,  x"  =  x+2^x,  so  musa  Js.  nneudlicb  klein  seyn, 
und  wenn  onn  (x— B)'+(y— ^)'— (.»  =  X,  so  ist  (x'— ß)'+(y'  — ^)' 
—  ß'  =  X'  das,  was  aus  X  folgt,  indem  man  x  in  x  +  '^x  Übergehen  lässt, 
während  y  eine  Funktbn  von  x  ist,  gegeben  durch  die  Gleichung  der  Kurve; 
ebenso  (x" — «»)'+(y"  — /*)' — p*  =  X"da8,  was  aus  dem  nunmehrigen 
X'  hervorgeht,  indem  man  nochmals  x  in  x-\-Jx  abergehen  lässt. 
AI»)  hat  nun                         X  =  0,  X'  =  0,  X"=0, 
j-           L                   ^      «    X'  — X      „    X"      2X'-f-X      „ 
wohaiUGh  X=0,    -■  -  ■    =0,  r-A  ..  ■■—  =0, 

und  wenn  man  hier  /1s.  unendlich  klein  werden  lässt  (§.  11): 


1 
folgen,     nieraus : 


s  and  g  sind  in  denntplbea  Mhoub  kuiindracken ;  eben  so  v  and  p ;  t  in  Sekunden^- 


Sic 


4S  VarUkUMbnn^  Att  niiabbllngig  VerOnderlicbra. 

di=  fli'  öl' 

Der  EreU,  desBea  Mittelpunkt  und  Halbmesser  hiedurch  bestimmt  Eind, 
heisst  der  KrDmmDiigskreis  der  Kurve  in  dem  Punkte,  dessen  Koordina- 
ten X,  y  sind.  Er  ist  also  derjenige  Kreis ,  dem  sich  die  durch  drei  Punkte 
der  Kurve  gelegten  Kreise  immer  melir  nähern,  wenn  diese  drei  Punkte  selbst 
immer  näher  zusammenrücken.  Er  misst  offenbar  die  Krümmung  der  Knrve 
in  dem  betreffenden  Punkte,  und  es  wird  dieselbe  desto  bedeutender  seyn,  je 
kleiner  g  ist. 

Für  eiue  Ellipse  etw»  wäre  b'x'-|-R'y'  =  ft*b',  woraus  h'x  +  a'y  ■;-   —   0, 

t>'+a'(^i)  +aVei^  =  0.  und  also 

8 7 ^  _  b^     ^'  y  =  _  bV«V+h4') a V ; ^b* 

Bi  n'j'    öl*  a'j)'  a*y  a'y'' 

p = — ^i — =  -i^-i— . 

weicht-  Formel  für  jeden  Punkt  der  Ellipse  den  KrOnamangshalbmesst^r  ^bt.  Im 
Scheitel  der  gToBsen  Axe  ist  x=:a,  y=^0,  also  dann  ß=:---;  im  Scheitel  der  klei- 
nen Axe  aber  y  =^b,  x  =  0,  also  p^  v". 

§■  "■ 

Es  kann  sieb  ereignen,  dass,  nachdem  y  als  Funktion  von  x  angesehen 
worden,  man  es  zweckmässiger  findet,  statt  x  eine  andere  unabhängig  Verän- 
derliche u  einzufiihren,  von  der  x  selbst  abhängt,  oder  als  abhängig  anzu- 
sehen ist.     Da  nun  (§.  5} 

iy 

•      8y     Py 8i     ,     By     Ön 

ei^Bi  B^'       b"i^bT' 

fn 

80  folgt  also,  dass  man  ^  werde  ersetzen  durch  den   ihm  gleichen  Werth 

By 

-2,  in  dem  blos  Differentialqnotienten  nach  u  vorkommen.    Ist  überhaupt  p 

B» 

irgend  eine  von  x,  also  auch  von  u  abhängige  Grüsse,  so  ist  hiernach 

8p  _eo 


Also  auch,  wennj  =  o    :  ^ 

Ignzcdi/GoO'^IC 


r 


VMUncdittDK  d«r  nnahhlafns  T«rtnd*riidieB. 


B   rSy^      Buy  8^1   I      ei8^f_8'i»y 

B^_BnVSxJ' a_u 8n8ii'      äV'dn 

8z'  i?        ^         8i  "  f^'Y     ~**-'^'*- 

^  8n  8q  bJ 

«o  inw  r-i  darch  diese  letztere  GröitRe  »i  ernetz^n  ist.     Eben  «n  ■ 

8  [Bneä*      eu'BÖ  | 

eV_  B_/'e^'\_  VBu/  __\du/6a'   _  Bnän'8n'"'"^8nVeuV  ~fluBuflu' 

Bk'    BiVBxV"  Bi  -----      ^ß^-,» 

Man  sieht  leicht,   dass  man  diese  Umformungen  in  folgeoder  Weise 
andeuten  kann:  n-i 

8y_6u  8^_8oVeiJ   8'y      eaV.8x'J  bV_""  '-Bi'      -^ 


worin  jeweils  fßr  „ 

*-  Bi 

setzen  ist.  Uiemit  ist  die  allgemeine  Aufgabe  der  VertsnscliDng  der  nn- 
abhängig  Veränderlichen  gelöst  und  vir  wenden  uns  zu  den  folgenden 
besonderen  Betrachtungen. 

L  Soll  j  als  Deue  unabhängig  Veränderliche,  x  als  abhängig  von  y  an- 
gesehen werden,  was  man  immer  kann,  so  ist  oben  u  =  y,  also  ö^  =  1,  (§.3, 
I),  mithin  1^  =  0  (§.4.  I),  ^  =  0 ,  also 


er^_I_  «^y By;!^     8'r^    Uy'/       ByBy' 


Soll  Z.B.  in  dem  Ausdruck  (§.  13,  XI) 


J^Hb4)T 

Bi' 
in  dem  y  als  Funktion  ran  x  an^sehen  ist,  uingekehrt  x  alu  Funktion  von  y  be- 
trachtet «erden,  so  i»t  /"B    "\' 


Tartamefatiiig  dn  lAiabliiDgig  Varloderlichen. 
II.    Der  ZiiGamnienhang  zwi§chen  x  and  u  ist  durch   eine  Gleichung 


f(. 

,  u)  =  0  gegeben.     AlBdann  zieht  man  hieraue  (§.  12) 

and  ersetzt 

|-^,...  wie  angegeben. 

Soll  s.  B 

in  der  Gleichung 

:\^+'H+"= 

0 

für 

X  die  Deu 

e  unabhängige  Veränderliche 

o>  eingefilhrl  werden 

■0 

-1:=- 

-Bino)  jj^,  =— CO«».  aUo 

8y            äi       B'y      "° 

ei           iln.*    Bi'~ 

_«'y_^^_^8y  , 

lin'« 

ah 

hat  nuMi, 

wenD  man  sogleich  mit  sin  'oi 

multiplizirt ; 

8'y          »y 

*"fl-  +  »y«in'-  =  0 

»'r 


.i»U 


-i_cotj«i(l-|-..io'iii)     '-|-fty«in'«.  =  0. 

in.     let  der  Zusammenhang  zwischen  x  und  u  vermittelt  durch  eine 
Gleicbang,  die  auch  y  enthält,  also  der  Form  nach  durcli 

f(r.i,n)  =  0 
bezeichnet  werden  kann,  so  zieht  man  hierauB,  indem  man  nach  u  differenzirt 
und  X,  y  als  Funktionen  von  u  ansieht,  eine  Reihe  Gleichungen,  vermdge 
welcher  x,s~.  x—j,  ...  durch  u,y,g—,  ö~ii  ■■•  ausgedrückt  und  in  die  vorge- 
legte Form  Bubstituirt  werden  kllnnen.  E»  kann  sich  dabei  auch  zutragen, ' 
das«  die  Gleichung,  welche  den  Zngammenhang  zwischen  x  und  n  geben  soll, 
Diff'erentialquotienten  von  y  und  x  nach  u  enthält.  Alsdann  kann  man  viel- 
leicht einige  der  ersten  Grüssen  x,  =-.■■■  nicht  Ermitteln,  die  übrigen  je- 
doch dnrch  diese  ersten  ausdrQcken.     Besteht  z.  B.  die  Oleichnng 

zwischen  x,  y  and  der  neuen  unabhängig  Veränderlichen  s,  so  folgt  hieraus 
durch  Differentiation  (nach  s); 


C3"+(K0'- 


r;+, 


•??■?- 


)(••) 


-  *  Betr.ebtet  mui  in  dar  Gl^ichnnji  1. 13.  V :  I     '  1  ^  1 4- 1    -  I  ,  s  als  omie  onab 
htngig  VwAndeTlifbe,  lo  erililt  min  ffemks  Nr.  I: 

— '-.=1+'-"^.  ■=r-"i+po. 

%Q  diu  die  Gl*iebnnR  (a)  ein«  I«iebt  autiotprechende  geainetriücbe  BadeotiiBg  bat.  • 

..Goc^lc 


QDd  vermöge  der  Gleichungen  (a)  und  (a')  kann  man  t— ,  r-j,   i— ,, 

durch  r|,  g^,  g -^,  ....  ausdrücken. 

IV.  Eodlicb  iet  es  mOglich,  dass  man  statt  y  selbst  eine  neue  abh&ogig 
Veränderliclie  einfOliren  will.  Dadurch  ist  jedoch  der  Gang  der  Rechnung 
keineswegs  erschwert,  wie  wir  an  foIgeDdem  Beispiele  sehen  werden. 

Hau  soll  itatt  x  und  j  die  Grossen  r  und  w  ebfiibren,  ao  dass 

und  r  als  abhängig  tos  q>  angesehen  werde.     Man  hat  liienna : 
8i     e  r                .        e'x     8'r             »er 
_„^_^._,ün..g^,=  g^,cc««-2-dn--r«»- 


-s:. ''"•+""  ••sr'=?r>»+*f^  ~"•-"^•■■■- 


Also  wenn  wieder  (ii 

'"* — rJ — 

für  X  und  7  obige  Grössen  r  und  w  eiiuufilhren  sind : 

AnuL  In  der  analrtuchen  Gteometris  bilden  t  uod  a  bA&nntlicIi  die  PolarkoordinaMn, 
und  der  eben  angegebene  Anidnic^  bestimmt  ako  den  Kiümmungihalbmwwr  durch  diese 
Koordinaten, 

i:gn*^>G00'^lc 


Dar  Mfte-Laaiiti'ich*  Lttmati. 


Dritter  AbBChnitt 

Die  Theoreme  von  Taylor,  Mac-Laurin,  BürmaBn  und  Lagrange. 

§.  lö. 
Wir  wollen  in  dem  altgemeinen  Satze  (A)  in  §.  13.11.  F(x)^x* 
setzen,  so  Ut  F'(x)  =  (n+l)x',  F"(x)  =  (n+I)nx'"-',...,F'(x)=(n+l> 
n...2x,  F'"'^(x)  =  (n+l)n....2.1,sodM8F(0)=F(0)  =  ...==F"(0) 
=  0,  nicht  aber  F'''"'(0)  =  0,  ferner  das  konstant«  F^'(x)  immer  dasselbe 
Zeichen  hat  (n  ist  positiv  ganz).  Ist  also  f(0)=f(0)  =  ...=("(())  =  0, 
f"^  (x)  stetig  von  z  ^  0  bis  x  ^  h ,  so  ist 

h'+*-     1.2..(n+l)'  1.2. .(n  +  1)' 

P»  hier  h'  zwischen  0  and  h  liegt,  so  kann  man  (wie  In  §.  13.111) 
h'^0b  setxen,  wo  S  zwischen  0  and  1 ,  und  hat  also 

'*'-.. 2...  (,+  ■)■ 
oder  wenn  mau  x  statt  h  schreibt; 

"■"       1.2...(n+l)* 

immer  nnter  der  Voraossetzung,  es  seyen  ftO)  =  f(0)  = =f(0)  =  0, 

und  f*  (z)  stetig  von  z^O  bis  z  =  z.  Man  setze  nun,  wenn  yi(x)  eine 
beliebige  Fanktion  von  x,  so  dass  y  (0),  y'(0) , . . . ,  9i'(0)  endlich  und  y  (z) 
dessgleichen  endlich  und  stetig  von  z  =  0  bis  z  =  x : 


f(I)  = 

»■(■)- 

l,-(0)- 

-i' 

(0) 

l 



.2..D-1 

f(.l 

.."(-) 

-♦"(0) 

-  f  •■'»' 

— 

- 

T72 

-7=2^'^ 

i'w 

=/w 

"»■(o>. 

•ndficb  (        (!)  =  »>       W. 

SO  wird  ftx)  alle  obigen  Bedingungen  erfüllen  und  man  hat  also 


''"     ''^'"      l'^-^'     1.2"'"'  ■      1.2..11'' '"'-    i.2...n+l  ■ 

oder  wenn  man  fBr  9  das  gebräuchlichere  Funktionszeichen  f  wiedereinführt: 

f(,)  =  f(0)+-^f(0)+^gr(o)+...+,-^7^f  W+Va. .»+[)  -         '*** 
welcher  Satz  der  von  Hac~Laurio  heilst.     Man  setzt  also  dabei  voratu, 


Goc^le 


Dw  Lahnui  nn  T«;1or.  -      g3 

es  seyen  f(0),  P(0), ....  f"(0)  endlich,  und  f*^'(z)  endlich  and  stetig  von 
2  =  0  bis  z  =  x;  ö  liegt  zwischen  0  und  I, 

Man  setze  hier  f(x)=F(a+x),  soist,  wenna+x^^^u,  also  ^^  =  I:  P  (x) 

=  *-^"- Ji=F'Cu)=F'(a+x),.  .  .  ,  ?!l;^  =  f-(x)=F"(a+x);  r+'(«x) 

=F'+*(a+»x),und  no)=F(a),f(0)=F'(a),...,f"(0)  =  F'(a),  mithin: . 

r<»+.)  =  F<.)i-Yr(.)+,'-gF"f»)+-.+y^F'(.)+,  g^_^_,F'^W»-). 
oder  venn  man,  wie  dies  go  herkömmlich  ist,  x  für  a,  h  ftlr  x  schreibt: 

F(i  +  b)  =  F>x)  +  |F'W  +  j^'^r"ti)  +  ...4-y-|--^P%)+p|^-^F'+'(i+eh).(«> 

wo  voransgesetzt  ist,  es  seyen  F(x), — ,  F*(x)  endlich,  nnd  F'''"'(x+z) 
'  stetig  von  z  =  0  bis  z  =  h.  *  Die  Grösse  S  liegt  zwischen  0  und  1 ,  and 
F^'(x+Öh)  wird  aus  F*^(x)  erhalten,  wenn  man  x+Öh  für  x  schreibt. 
(Vergleiche  auch  §.  SO.  XI.) 

Dies  ist  Taylors  Lehrsatz. 

Es  lassen  sich  diese  Sätze  auch  unter  etwas  verschiedener  Form  dar- 
stellen. Man  setze  nämlich  in  der  Gleichang  (25)  des  §.13:  h-{-z  =  a, 
^so  h  =  a  ~-  z ,  so  ist 

FW  =  r{.)+(a-i)F'[.+  9  (*-!)]. 
wenn  F'(a-f-u)  stetig  ist  von  n^O  bis  fl  =  a  — z.     Man  setze  nun 


'-r^w. 


nnd,  damit  F'Cz-l-n)  stetig  sey  von  a  =  0bt8u  =  a  —  z,  genögt  es,  dass 
f      (z-|-a)  in  dieser  Lage  sey.     Hieraas  folgt: 

^ta-e)(.-.)JV^.t,^e(s-,)j. 

ODd  mithin        ■((»>  =  r(.)  +  (»-.)('(.)  +  ^^^V(r)-i-....  +  5^--^f'(i) 

Setzt  man  a=:z-|-h,  so  ist 
r(.+».)=^(.)+hP(.^+,^ru>+...+=-^-f■w+''~;*'„^     t'+'(.+»h).  (W) 


•  Ist  f'    *(i)  stetig,  no  »ind  si  ftucb  f'(x)...  ...  F(i)  (g.  1).  so  d«M  di«  I«Ut«  Bi. 

dingnng  gMQgt.     NUflrilch  jtt  dabei  sine  stetig«  Fnaktlon  auch  endlich.  ^~  -.  -^rtli^ 
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woriD  1'  (z  +  ü)  stetig  seyn  mtiBs  von  n  =  0  bis  u=^h.  Setzt  man  Mer 
z  =  0,  h  =  x,  so  ist: 

f(x)  =  r(0)+yr(O)+j^r(o>+....+  — '— -i'(0)+*-— ||3~i''^'(ei).      {26-> 

wennf"     (u)  stetig  ist  von  u  =  0  bis  q^x. 

Die  Fonnein  (26) — (27'),  in  den©  immer  eine' zwischen  0  und  I  ent- 
haltene Grösse  ist,  untersclieiden  sich  nur  durch  die  Form  des  let/.ten  Glie- 
des—  des  sogenannten  Ergänznngsgliedes.  Gesetzt  nun,  dieses  Er- 
gänzangsglied  verschwinde  mit  sehr  grossem  n,  d.h.  die  Gränzwerthe  von 

h'+'f-+'(,+ei.)  o-e.V+V+'fr-teh)  x°+'f°+'(9,)  (i-e)V+'f°+'(e,) 

I.2...I.-H1       '  1.2...n  ■    1.2...11  +  1    ■  l.2...ti 

seyeo  Nnll ,  so  folgt  ans  (26)  nnd  (27),  oder  (26')  und  ( 27') : 

t(%+b)^t(x)-i-^t'(a+~^F'(i)+j~~^0(^)+ <28j 

f(i)  =  f(0)+^f  {0:t+^r(0)4-j-^t'(0)+ (20) 

wenn  beide  Reihen  ins  Unendliche  geföhrt  werden, 

§.  16. 
Wir  haben  so  eben  gesehen ,  dass  unter  gewissen  Voraussetzungen 

f(i)  =  f(0)  +  ~r(0)+  j?^f(0)-f  -j-^f'(0)+ 

Betrachten  wir  nan  aber  die  hier  vorkommende  nnendliche  Reihe ,  so 
hat  sie  die  Form 

%,^-^I4-a.x'+^x•^- +«-i"  + w 

worin  a^,  a, ,  a,,...,  .%,. . .  gewisse  endliche  Koeffizienten  sind.  Diese  Reihe 
ist  bekanutlich  konvergent,  d.  h.  hat  eine  endliche  Samme ,  wenn  Gr.  -^  x 
für  ein  wachsendes  n  kleiner  als  1  ist  *   Bezeichnen  wir  diese  Summe  durch 
*  Gesellt  man  h&be  die  unendliche  Reihe 

-.+",+",+ +".+».+1+ 

und  ei  My  der  (poiitiT  genammene)  Wertli  von  Gr.  — —  kleiner  als  1,  to«ird  fOr  ein  gronet 

m  also <^(i  «ein  kSnnen ,  wo  noch  a<[I  i  deugleicben  duin <C''' ^C!"..-.! 

°i«  "m-H  ■+» 

"     —  <a.     MnltipliEtrt  mu  «U«  diete  Dngleichheiten,  lo  ist  -'"- <  o'^'.        d.  b. 

"m+r  "^  "'"ni-      Demnach 

".+".  +  ■■■<".+".  +  ■■■  +  ".+".["+,«'  +  "'+ 1 

■0  da»  also  a  -{-  n  -^  . .  .  eine  endliche  Summen  hat.  Wir  haben  dabei  tlillichireigeTid 
alle  Glieder  poaitiT  Tontusge setze  Wlre  dies  nicht  der  Fall,  to  würde  die  Behauptung  dann 
DUT  am  10  eher  richtig  seyn. 

Wnretit.  >1,  iD  würden  die  Glieder  der  nnendlicben  Reihe  MjhlieMlich  wadkMD. 
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y,  so  ist  oatärlich  y  eine  Funktion  von  s,  und  zwar  eine  stetige  Fanktioo. 
Denn  es  sey  ^x  klein  genug ,  dass  auch  noch  Gr.  -^  (x  +  Jx)  <  I ,  was 
man  eicherlicb  annehmen  darf,  so  ist 

y  +  Jr  =  »o  +  <>.  ('+'<>)  +  •.  (>  +  ^x)'+--.+*.(«+^i)"  + 

Diithin        ^,  =  »,[{x+4i)-.]+a,[(i+4i)*     i']+,..+fc,[(i+ Ji)'-x-]+.., 

4i  =  '' Ji +'* T^         +■■■+». j^~  +■ - 

und  da  (§.5.  I): 

^x 
so  iüt  hieraus  bei  abnebmendem  Ja  (§.  2) : 

.j|  =  a,+2«.»+8»,«*+ -\-n^x'"i  + (b) 

Nun  ist  aber 

da  Gr.  (l  +—  1  =  1;  also  da  letztere  Grösse  <  1 ,  so  ist  auch  die  Reihe 
(b)  konvergent,  d.  b.  ^  -  endlich,  mitlün  y  eiae  stetige  Funktion. 

Haben  wir  aber  flir  y  eine  Funktion  F(x)  von  x  gefunden,  die  stetig 
bleibt,  so  lange  die  Reihe  (a)  konvergent  ist,  oder  eine  Summe  hat,  so  ist 
eben  diese  Funktion  immer  die  Summe  nnd  es  kann  nicht  z.  B.  von  x  =  0  bis 
x  =  a  die  Summe  y  =  F(x)  und  von  x  =  a  bis  TL=ß  die  Summe  =  f(x)seyn, 
wo  f(x)  eine  andere  Funktion  von  x  ist  (und  die  Keihe  eine  endliche  Summe 
hat  von  x^Obisj?,  ß>a).  Fs  lässt  sich  dieäer  (wohl  an  und  fUr  sich 
klare)  Satz  in  folgender  Fonn  beweisen.  Sey  also  angenommen  von  x=-0 
bis  ?  =  a:y  =  F(x),  so  wäre  F(x)  der  Wertb,  dem  sich  die  Summe 

i,  +  »ii+Mx'+ +»»-■ 

mit  wachsendem  n  nähert,  während  von  x^=a  bis  x=ß  dieser  Kähenings- 

werlh  ^  f (x)  seyn  mflsste.     Nun  ist  a|,-}-a,x-j-ajX  -|- +ajjX',   wo 

natarltch  die  KoetlSzienten  ein  bestimmtes  Bildungagesetz  befolgen ,  aU  eine 
endliche  Reihe,  immer  dieselbe  Funktion  von  x  und  auch  n,  was  immer  x  sey, 
und  wenn  mau  in  dieser  sich  immer  gleich  bleibenden  Funktion  d  grosser 
werden  lässt,  so  wird  also  snch  immer  dieselbe  Funktion  von  x  zum  Vor- 
schein kommen,  wenn  fiberhaupt  ein  endlicher  Werth  erscheint.  Demnach 
kSnnen  f(x)  und  FCx)  nicht  zwei  verschiedene  Funktionen  seyn. 

Legen  wir  uns  nun  die  nuendliche  Reihe 

I(0)+-j-r(0>+j?^f'(0)  +  Y^C<0>+ (c) 

vor,  und  sey  dieselbe  konvergent  von  x  =  Obisx  =  k,  wo  natürlich  »leo 
f(0),  r(0),  f"(0) endlich  seyn  müssen,  »o  behaupte  ich,  die  Summe 

und  n  kSonte  abo  nu  einer  endlichen  SamcDe  nicbt  die  lUdc  Myn-     (Var^-  .Gnindiilge" 

s.  22  ff.)  ; 


5g  Samma  der  uiMDdlicIieii  Mac-Luiria'acheu  Heibe. 

dieser  Reihe  eey  gleich  f(x)  von  x  =  U  bis  x  =  k,  immer  unter  der  Voraus- 
setzung, f(x)  sey  eine  stetige  FunktioD  von  x  =  0  bis  x  =  k. 

Denn  für  kleine  i  ist  sicher  f'"'"'(flx)  nicht  viel  veri^chieden  von  1      (0), 

igt  also  endlich;  mithin  wird  die  GrOsse  -r-s ^lTT  ^^  ^^^  8™"^*  "  ""•* 

°-  •..2;...;f  -'■  '■" "-  """i'I'.'r"""'      <"> 

und  mithin  nach  (29) 

(iO)+Yi-(o)+  ,^("(0)+ =r(i)  (30) 

Diese  Gleichung  ist  allerdings  nar  l'ftr  kleine  x  bewiesen.  Allein  da  die 
Reihe  (c)  konvergent  ist  von  x  =  0  bis  x  =  k,  und  also  ihre  Snmme  dieselbe 
Fnnktion  von  x  ist  von  x^O  bis  x  =  k,  so  moss,  wenn  sie  einmal  von  x  =  0 
an  gleich  f(x)  war,  dieselbe  immer  =  f(x)  bleiben.  Es  gilt  demnach  die 
Gleichung  (30)  so  lange ,  als  die  vorkommende  unendHche  Reihe  konvergirt. 
Setzt  mau  f(x)  =  F(z+x),  so  ist  (§.  16): 

FW  +  yF'(«)+ ji^P-'(i)+ =F(«  +  i). 

oder  wenn  man  x  ffir  z,  h  fDr  x  schreibt: 

F(i)+|rW+:i^F"W+j^  F'W+ =F(i-|-h).  (31) 

ebenralls  so  lange  giltig,  als  die  unendliche  Reihe  konvergirt. 

Es  foFgt  hiemit  auch ,  dass  die  Gleichung  (d)  richtig  seyn  muss,  für  alle 
X,  t&r  die  (c)  konvergent  ist,  oder  (.30)  gilt;  eben  so  muss 

seyn  fSr  alle  x  und  h,  ffir  die  die  Gleichung  (31)  richtig  ist. 

Anm.   Der  wiclit<gs  Sati  (30)  iat  Tieltsch  beitritten,  dennoch  >ber  oniwelfelluft  richtig. 

Canchy  naoienüich  glvtht  ibn  duUSthlich  dadarch  na  widerlegen,  dui  er  f(x)  :;:  e 

settU     Alsdann  *ftra  (g.  6):  f'(i)  =  ~i-e     *  ,  r'(i)==    '  — ,    — 'e     ' uudfüri^O 

werden  dJM«  GrSkcen  dauo,  «egea  e  °  =0  die  Tuna  —  annehmen,  die  iwar,  vi«  wir 9-22 
seban  «erden,  lo  lang«  NaII  ixt,  ali  in  f  (i)  die  Zahl  n  ei  ist,  aber  nicht  mehr,  wenn  a  nn- 
eodliob  grou  wird.     Mao  kann  alio  in  dieiem  Falle  die  Reibe  (30)  f[ar  nicht  anwenden ,  und 

ei  folgt  bi«raiitk«ineiwagi,  wi«  Cauchymeint,  dai  unrichtige  ResDltM  e     ^'  =  0. 

§.  17. 
Die  Resultate  der  vorhergehenden  Untersuchungen  setzen  uns  in  Stande, 
beliebig  viele  unendliche  Reihen  zu  summiren,  wobei  wir  jeweils  die  Richtig- 
heit der  Gletchnngen  (d)  und  (d')  thatsächlich  nachweisen  wollen,  vorher 
jedoch  noch  das  Folgende  bemerken.     Setzen  wir  eine  der  Grössen 
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^^+*f^+*^^^f      (1— «)','+ '(°+'(»i)       h'^'f'"'"'(i+«h)       (l-«iV^'f°^'(i+«h) 

1.2...n  +  l   '  1.2.. .n  '         1.2...B+1       '    "  I.2...n 

gleich  y(ii),  80  wird  .fn-i-ii 

.     Gr.»{ii)  =  0,w«nnfiT.^^j^^<l.  (p) 

Denn  dann  bilden  die  (positiv  geDommenen)  GrOssen 

»(0),  ,(!>.  1.(2), ,(n),  »{n+O 

nothwendig  eine  konvergente  Reihe  (§.  lt>,Note),  and  es  mnss  also,  je  weiter 
man  in  derselben  vom  Anfang  geht,  das  betreffende  Glied  unbegränzt  ab- 
nehmen ((p(m-{-T)<_a<p(m)  seyn),  so  dass  Gr.  y(n)=0. 

I.  Sey  in  (31)  F(x)=3t".  »o  ist  (§.  9)  F'(.)  =  m(in- ))...(ra-D-fOx""". 
,l,o  ,-+^.—h+g^'^.°''h'+°'<'"7'|'"-">  ,"-'■■'+■  - . .  M.+h)-. 
ao  lang«  die  Reihe  konvergirt.  Verglichen  mit  den  Formeln  in  §.  16  hat  man  de«s- 
halfa  zu  suchen : 

iii(in  — l>...(pi— n)   ■-(B+i)   1+1 


Gr.  ■ 


1.2.  .-D+I  ^     m  — n  h        „     /ni+l      ,^  h 


■0  dais,  Bo  lange  de*  (positiv  genammeDe)  Werth  tod  —  unter  1  ist,  obige  Formel 
gilt,  (bt  freilich  m  ein«  positire  ganze  Zahl,  so  ist  die  Reihe  endlich  und  gilt  die 
Formel  nnfaedingt.     Vergl.  §.  10.  1.) 

Da<Mlbe  Resultat  kann  man  ans  (27')  schlieiien.     Denn  gemäss  dem  Satze  zu 
Eingang  dieses  §.  ist  hier  fVr  f  (x)  =  x* 


*W    '    "     (i"-e)V-^'f'+V.+eh)     '■2--+1 

a-«)h  w(M-l)...(n— n-l)(x  +  eh)"    '"*•"  h        m-n-l 

(1  — e)li/-  n -i (l-6)h  1-e   ^ 

-"'■x+eh  U+1      J~     z-i-eh  -     j_^^  X- 

Sey  nun—  >0  und  <  1,  so  ist  1+  >  1  — Ö,  also  dieser  Quotient  <  1; 
ist  aber  —  zwischen  0  und  —  1 ,  so  ist  immer  noch  —  9  —  weniger  als  ö ,  so  dass 
1  +  -  noch  >  1  —  Ö  und  mithin  dasselbe  gilt.  Also  wenn  — -  zwischen  —  I  und 
-i-1  liegt,  gilt  die  Gleichung  (28),  d.  h.  unsere  obige  Formel. 

II.    Seyin(31)F(x)  =  l(x),also§.9;F'(x)  =  Y,F"(x)=:  — ^,...saist 

Was  die  Konvergenz  dieser  Reihe  anbelangt,  so  ist 

.+1  I  - 1- 


I       h 
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10  g'ilt  obige  Fonuel,  wenn  —  zwischen  —  I  und  ~^1  liegt.    DuBetbe  ergibt  sich 

s  (27').     Denn«»  »t  f       <x~|-9h)=:+      -"    -"A:,aJsonacliEiDgangdieseg§.: 
(i+eh)'"^' 

iraus  dasselbi^  wie  in  [.  folgt. 
Für  x  =  l ,  h^=j  ist  hieraus 

Ul+x)^,-|x'  +  |.'-l.'+ ..<1. 

m.   Seym(30)  r(A)=e".  soist  f(Ü)=f  (0)  =  r(0)  -. =l,also 


r+r-2+r 

l.-n+l 


n  +  l  - 


1.2..n 
so  ixt  diese  Reihe  immer  konvergent,  gilt  also  fOr  alle  x.     D&sselbc  folgt  Mis  (26), 

da  -— -r—  für  n^^oQ  sichcr=0  ist 

!V.    Für  f{x)=:Bin]t,  f(a)  =  co9x  zieht  man  eben  so  uia  (3U): 

T-TX3+1X3-; =""• 

waa  auch  x  sey. 

Aus  111.  folgt  leicht,  dass 

'  *    ~^      J1     '-^      1.2.3"^ 

und  wenn  man  hier  a^=i=V — I  setzt  und  beachtet,  dass  i'^ — 1,  i'^ — i. 

i'=+i ■■ 

•'■='-i^2+,-'4-  ■■•  +  '(; -tI:3+t^»--3«""+'""- 

woraus 

(c<.i»  +  iHBi)°=(e'0''  =  B'"=Cos(ni)i-Uiti(ni);(eoix— isiux)''=co«(iii)-i«in(ni), 

V.  SeTy=Mc(8in=a[),  (  -' )    dof  Werth  Ton  ^  fllrx=Oi  alsdann  folgt 

aus  g.  10.  V  Blrx^^O: 

Nun  ist  (^-Q  =1,  Q'j,^    =  0;     also    für    n  =  4,  6,  H,...:  (|^.)„  =  0- 
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m-'-  cvo.--  (s^o.— .-•  cp).— ••  •  '--'■• 

und  mithin  wenn  \o  (30)  f{x)=y  =  arc  (ain  =  x): 

■-<«'»='>=f+rx-3+^+n^-r+ 

^  i^.l  £.'+1:8  i!  ,  1:1^  !_' , 

1^23  ^2.4  6  ^8.4.6  7  ^ 

welch«  Beihe  konrergirt  ftlr  s'  <  1, 

Eben  10  ist  aus  §.  10.  VI  für  j  =  arc(tg=x): 

woraus  dann  leicht  folgt: 

-<'«")=f-T+y-T+ «•<'■ 

(Weitere  Datersuchungen  übw  alle  diese  Reihen  finden  sich  in  meinen  .Grund- 
lügen".) 

.    Wir  führen  schliesslich  noch  den  folgenden  Satz  an : 
Wenn  die  Summe  der  unendlichen  konvergenten  Reihe 

^,+a.x+a,i'+ 

gleichfWist,  soi8ta,  =  f(0).  a.  =P(0),  a,  =  jj*,  a,r=  Ä 

Denn  da  »,  +  s,i  +  a,i'+s,i"4- =({i), 

ioiM  ».+2a,i+3a,x'+ =r(i). 

2.1»,  +  3.2^.+ =r(i). 

»■2.1a,  + =f'(x). 

woraus  für  x  =  0 : 

•,  =  f(0).ai  =  f{0),2.1a,=f'(O),3.2.1»,  =  fV0) , 

was  unsere  Behauptung  rechtfertigt 

§.18. 
Die  Formeln  des  §.  15  dienen  nun  noch  zu  einem  andern  wichtigen 
Zwecke.   Man  ist  nfimlich  mittelst  derselben  im  Stande,  die  Fefalergränze 
zu  hestimmen ,  wenn  man  die  dortigen  Reihen  bei  einem  besümmten  Glied« 
abbricht.     Setzt  man  nämlich 

f(i+h)  =  f(x)+|f  (i)+j^f(i)+  ....  +i7~^t'  «.  <») 

so  ist  der  begangene  Fehler  =  f-g— ^xj'  (x+eh),  und  wenn  man  den 
grösRtmOglichen  Werth  dieser  letzteren  Grösse  ermittelt,  oder  überhaupt 
einen  Werth,  der  grdsser  ist  als-dieeelbe,  so  ist  der  begangene  Fehler  sicher- 
lich kleiner  als  Miese  so  erhaltene  Grasse.     AebnUch  ^erhHlt  es  sich  mit 


1.2..n-t-l 


(      (8.t),  wenn  man 

[iqii.cao/GoO'^lc 
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t(,).f(o)+- f(o)+j^p-(o)+ . . .  ■+j^-;  'm       C) 

setzfe     Wir  wollen  dies  an  einigen  Beispieien  erlJLnteni. 

I.  Sey  in  der  Formet  (a)  f(i)=x",  also  Axl^in^m— l)...(in— n+l)i"" 
t"*'(>+eii)=in(ni-l)...(n.-D)(i+<5li)"~""',  .o  i,l  wem  aiaa 

--h'^4."<— ')■■'— ■+').■-.■ 


I-» 


■+T 


1.+ 


neUt,  der  begangene  Fehler  gleioh 


■nhii— l)...(m  — n)    .+i 


(i-l-eh) 


n,(ni-l)<m-n) 


^->-Gw.r' 


1.2...n-(-I 

In  jedeiii  einzelnen  Falle  wird  es  leicht  seyn ,  Gränzen  Tiir  diese  letztere  Gidsi« 
anzugeben. 
Seyz 


l 


1     _  _ 

.  +  h-i        X*' 

begangene  Fehler  =  ^Zf0^  (  ^Xgh J    ~  (v+  fti)"'  "**  ^*'*'  ^™'"'  * ""^ 
h'   .  . 

h  positiv  sind,  derBelbe  sicherlich  kleiner  als  ,  ist.  Sind  dagegen  x  und  h  ron  ver- 
schiedenen Zeichen,  aber  immer  der  Werth  von  h  geringer  als  der  vod  z  ,  so  ist  der 
begangene  Fehler  kleiner  als*  v^-^rij-  Für  x^l  und  h>0,  ist  der  begangene 
Fehler  also  Meiner  als  h',  d.  h. 


1 


^1- 


setzt,  so  fehlt  man  nicht  u 
AttwenduDg  gemacht.) 


D  diesem  Satze  namenUich  vielfiteha 


Sey  m  =  y. 


der  begangene  Fehler  gleich 


ist  diese  Grosse  (ihrem  ^soluten  Werthe 


I  sowohl  als  h  positiv,  t 


-1 


nach)  geringer  als   g- , 

h 
ist  aber  —<0,  jedoch* 


— -  ,   so  dass  man  also  nicht  um  diesen  Werth  fehlt; 
a  Werthe  nach  unter  1 ,  so  ist  der  Fehler  geringer  als 


=  1,  h>0  ist  also 

C'{l+h)  =  l  +  ^ 


und  der  dabei  begangene  Fehler  ist  kleiner  als    •^i-fa'   Cwo  übrigens   1  -|-  — -    zu 
gross  ist).     Für  r  =;  2  ist  V  *'  +  ''>='  +  i**  "'"'  ^^^  Fehler  kleinar  als  g .  Dar- 
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MU  folgt  bekaDntltoh  die  Begel,  dau  wenn  man  aus  «iner  Zahl,  die  mit  I  abUauEe 
aufHogt  und  dann  halb  ao  viele  Nullen  eatbält,  als  inaa  Dezimalstellen  in  der  Wur- 
zel hallen  will,  die  Quadratwursel  auszuziehen  hat,  man  sie  nach  der  oliigen  Regel 
Unden  kann.     So  ist  z.  B.  auf  8  Dezinialstellen  genau: 

yi-OOOOnSiß  =  1  +iX)0000734e=  1-O0003e73. 
Denn  der  hiebe!  begangene  Fehler  ist  kleiner  als 

0-00007846'  .        ,00001 '  ^     ! 
— g—  d.h.<— g^-<g-^,. 

und  da  die*  kleiner  als  ^j,  so  ist  also  der  Fehler  kleiner  als  eine  Einheit  der  achten 
Dezimale  (in  unserem  Falle  kleiner  als  eine  Einheit  der  neunten  Dezimale). 

Für  r=3  ist  Vl+h=l+g- h  und  der  begangene  Fehler  kleiner  als  yb'. 
Daraus  folgt  dieselbe  Regel,  wie  so  eben.     So  ist  auf  6  Dezimalen  genau 
V 1-000628  =  1 4- ^  000062?  =  1 -000209 , 

denn  der  begangene  Fehler  ist  kleiner  als  g-0-000628*  d.  •"■<  «"f  fÄi)  <r  io« 
<C  ^g-    Eben  so  lassen  sich  sehr  leicht  die  fblgenden  natzlichen  Regeln  beweisen: 

Behält  mau  von  einer  ganzen  Zahl  mehr  als  die  Uftlfle  der  ersten  Ziffern  und 
ersetzt  die  Übrigen  durch  Nullen,  so  wird  die  Quadratwurzel  aus  letzterer  Zahl  nicht 
um  1  versohieden  sejn  von  der  Quadratwurzel  der  erstem. 

Ganz  dieselbe  Kegel  gilt,  wenn  man  „Hälfte"  und  „Quadratwurzel "  durch 
„Drittel"  und  ^Kubikwurzel"  ersetzt. 

Ist  a  die  erste  Zaid,  u  die  zweite,  so  ist  a^a4-(a  —  a)  und  wenn  man  in  Ic) 
X  ^a,  h  =  a  —  u  setzt,  ferner  mT=  -5,    n  :=  0,  so  ist  tCa  V»>=^  V «   der 

begangene  Fehler  gleich  ^  t'< +  ©<»-«)]*  [^ipe^^J  =2  Wa"Te(""=^] 
d.h.daa — R^O,  dieser  Fehler  ist  kleiner  als -g  ^r; — .  Da  nun  a  —  «  nicht  die 
Hilft«  der  Zilltni  Ton  a,  d.  h.  auch  ron  ix  enthält,  so  ist  immer  öTT'  u"*^''  '  •  ^"^^ 


unsere  Behauptung  rechtfertigt  (da  z.  B.  2v/TobobO0O6  "^  ^'" 

Für  den  Fall  der  Kubikwurzel  ist  bei  Vat=V«  der  Fehler  gleich-g[(t+ö(a— «)]* 
i_a,. i=  q  -^ ,  also  kleiner^  5-  ~-r-~  und  da  a  — «  nicht  2 

Drittel  der  Ziffern  von  a  oder  a  enthält,  so  ist  diese  GrOsse  unter  1  (zum  Beispiel 

99999 

-1 <1). 

31/10000000» 

So  werden  V6354T2532  und  V'83S470000  nicht  um  1;  ^325-734825  und 
V325'730000  nioht  um  Ü'OOOOOl  verschieden  sejn  u.  s.w.  *  —  WUl  man  na<A 

*  Darau«  folgt,  dau  wenn  man  V''n  *of  6  Desimalen  gen&n  haben  «Ul.  mao-^  bloi 
aof  S  Deiimalen  zu  entniekeln  brancbe ,  niid  die  Übrigen  dorcb  Nullen  ersetzen  kOnne ;  dajr 
nm  Y''-.' *of 'i  ^"^■'«■1  ■n  eiliallen,  man  -  -  liloa  bii  aof  4  Dezimalen  in  •ntwideln 
brauche  n.  ■.  w.     (Man  rerglelcbe  hierflber  auch  die  Einleitung.) 
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dienen  Farmein  genSlierte  Werthe  berechnen,   so  ist  dies  sehr  leicht.      Soll  i.  B. 

V25  berechnet  werden,  so  seUe  man  in  (c)  x=27,  h  =  — 2,  m^r-g-,  und  hat 

*  V27'    ^-^  V2T'    ^■®-*  var* 

3  ■  9       9  '2«     81   eBei' 

1  1.2.5.8 

während  der  begangne  Fehler  (in=i  y,  n=3,  i=27,  h=— 2)gloioh  — j-^-jj-  jj 

1/27—2*  127^1120  I   '  *'*''  negativ  ict;  deraelb«  ist  sicher  kleiner  als      '  -'- 


S.6.9.12 
0000006.     Nun  ist 


l.-J- =0-0740740? 

i.  2^  =0-00182898        3— O«7597831  =  2-92402l7.  wauend 

^.^^^=0'00007526        1/26  =  29240177,  Ditereni  =  0-00p004<0 000006. 
0-07597831 
II,    Sey  in  der  Formel  (a)  f  (3i)=logx,  wo  wir  unter  dem  Zeichen  log  die  Lo- 
gaiithmen  für  die  Grundzahl  10  Terstehea  wollen.     Alsdann  ist  (§.  4.  III)  f  (x) 

r^Ioge  — ,f' (x)=^ — löge  -i,  .  .  .f'(x)^+-^ — '-^ löge,  so  dasB  also,  wenn 

l»E(,  +  h)  =  log.  +  !oge[|— ^,+  ^'-~ i  -^]  <"> 

h"+' 

gesetzt  wird,  der  begangene  Fehler  ^=  +  logo —rr  seyn  wird.     Für 

(n+l)(x+eb)^' 
den  Fall  natürlicher  Logarithmen  ist 

i{,+h)  =  i(x)+^->l+J^,-....4:-^^  m 

mit  dem  Fehler  + xr.     Wir  wollen  hier  nicht  dairthnn,  in  welcher 

Weise  mittelst  dieser  Formeln  die  Logarithmen  berechnet  werden  kOonen,  sondern 
nur  die  Genauigkeit  der  gewöhnlichen  Interpolation  dadurch  beweisen.  Setzt  tnon 
x  =  a  und  nimmt  h<!  1 ,  so  folgt  aus  (d)  für  n^l : 

i.g(.+i,)-i.j.= i,g. .  i-'a?  _J1_,, 

h|!C.+l)-l.8,.l,^..i-'-°!-'_'g-,. 

WO  &  und  Q,  zwischen  0  und  1  sind.  Ist  nun  a  eine  ganze  Zahl,  so  geben  die  Ta- 
feln sowohl  loga  als  tog(B-4-]).  also  auch  deren  Differenz  =:  J;  dieDiffbrenz  log(a-|-h) 
—  loga^Ö  Endet  sich  Bodann,  wenn  man  ^^h^setzt,  Torausgesetzt,  dass  man 
das  gewObnliebe  Verfahren  anwendet.     Nun  ist  aber 

.     ,  b      löge        b'         .   j     ,       h      löge        h 


Anwendnng  auf  Dlbam^nreite  Htmetirmag.  • 


Die  eingeklammert«  GrBsse,  dab<I  und  >0,  iat  sicher  kleiner  als  -j-,    Und 
uDd  daloge<2-,  to  iet  also  5  — hj<  j— i;  ist  mitbin  a>  10,000,  so  ist  J — hJ 

<Cinfi«¥»nno'  '"  *'"**■  ^«n"  """i  Ö=::h-i setzt,  nian  nicht  um  jSinnnöiSi  '^''''■ 


"^400,000,000"  ' 
was  bei  7st«Utgen  Tafeln  roUkommen  scharf  genug  ist, 
III.  Sey  in  (b)  f  (x)^»  ,  so  wird  also  weoD    ^ 


"  400,000,000 


1 


.»-H 


1.2^ 


I.2..D 


der  begangene  Fehler  = 


9i 


leyn,  -Diese  Grosse,  ist  bei  positirem  x 


i  2    n+1'  ***'  ""S***"'"  *  «iÄgegen  kleiner  ab  7-5 — xT- 


nnd  der  begMigene  Fehler  kleiner  als  j-g xj,  d.h.  da  e  <4  (§,2),  derselbe  ist 

kleiner  &ls  fö^n+l'  ^*''*''*  '**^  ''^  leicht  ableiten,  wie  viele  Glieder  man  bei- 
behalten müsse,  umi.B.eaufSDeximalen  genau  zu  erhalten;  esmnssdann — 7— 

l  1.2.. 11+1 

gteiefa  oder  kleiner  aU  r^-y  seyn.  Man  findet  leicht,  dass  dies  für  n^l2  Statt 
findet,  so  das«  man  also  13  Glieder  der  Reihe  (e')  zu  beachten  hat.  Dabei  hat  man, 
um  beim  Addiren  keinen  Fehler  in  der  S*"  Dezimale  zu  erhalten,  bis  auf  die  I  O'De- 
cimale  zu  entwickeln.     Es  ist 

2  =  2-0000000000 

~  =06000000000 
T-i-g  =  0166  666  6666 
=  0-04J  666  6666 
=  0-0083333933 
=  OttOt  368  8888 
=  0-0001984126 
=  0000024  8016 
=  0-0000027657 
=  0-0000002766 
=  00000000260 

=  o-ooooooooao 


1.8 

8 

4 

1 6 

1 7 

] 8 

1 9 

1  ....  10 

1 11 

welche  Zahl  auf  8  Dezimal 


'       2-7182818277 
len  genau  ist.     Wirklich  ist  e 


=2-7182818284.  , 


g4  Die  Rfttjie  Ton  BdnnaiiD  und  tjtgrai^. 

IV.  Sey  f(j)=rsinx,  »o  ist  aus  (b),  we-nn  man  2n  «r  n  »Ut: 


mit  dem  Fehler  + p^ g^qij (§-9).  welche  Grosse  immer  Weiner 

»is  1 — — o„_i_.  '"■     K*»"  so  ist,  wenn 


'fe»et«t  wird,  der  Fahler  kleiner  als  r — 2a4-Z'  ^'^  Tergleioho  mein  ,theoretrseh- 
prmktUohes  Baudbuch  der  ebenen  und  iphärischen Trigonometrie",  ersteAbth.$.  16.) 

§.  19- 
Ans  §.  16  ist  uns  bekannt,  dase  so  lang«  die  Dnenditche  Reih^ 

t(0)+|F<0)+  ~  r-{0)+ (c) 

konvergirt,  ihre  Suinnie  =f(z)  ist.  Setzen  wir  nun  hier  z  =  *-""-,- ,  wobei 
<p(x)  eine  beliebige  Funktion  von  x  ist,  die  wir  steüg  voraussetzen  und  der 
Art,  dass  nicht  9i(a)=0,  so  dass  für  z=0  jedenfalls  x  =  a,  so  haben  wir 
den  folgenden  Satz :  Wenn  die  unendliche  Reihe 

'^"'^»W     1    ^L*«J     l.Z^\.9(i)J    1.2.3^-  ^" 

von  x  =  abiex  =  b  konvergirt,  so  ist  ihre  Summe  (innerhalb  derselben  Grön- 
zen  von  x)  =  ^(^7-7 )■  Dabei  wollen  wir,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
nicht  annehmen,  dass  etwa  ^(x)  =  0  werden  könnte  von  z  =  a  bis  x^b, 
da  sonst  sicher  die  Reihe  (c'}  nicht  konvergent  seyn  würde  von  x  =  a  bis 
X  — b;  eben  so  soll  y(x)  endlich  seyn  von  x  =  a  bis  x  =  b;  mit  andern 
Worten,  9(2)  muss  nothwendig  ümerhalb  der  Gränzen  der  Konvergenz, 
immer  dasselbe  Zeichen  haben,  und  da  von  x  =  a  bis  x  =  b  ebenfalls  x—  a 
dasselbe  Zeichen  beibehält,  so  hat  also  auch —j—  nothwendig  immer  das- 
selbe Zeichen.  Damit  endlich  wirklich  -  j-r  :=  z  gesetzt  werden  kSnne,  wol- 
len wir  voraussetzen,  es  wachse  ■  ~".  beständig  von  x^a  bis  x^b,  oder 
nehme  diese  Grösse  beständig  ab  zwischen  diesen  Grunzen ,  so  dass  einem 
bestimmten  Werthe  von  x  ein  einziger  bestimmter  Werth  von  z  und  umge- 
kehrt zukomme.  Gesetzt  nämlich,  es  sey  z  =  0  für  x  =  a,  und  es  könne 
—7-r  bald  wachsen,  bald  abnehmen,  wenn  x  von  a  bis  b  geht,  so  würde, 
wenn  man  x  diese  Werthe  durchlaufen  Hesse,  zwei  .oder  mehrere  Werthe  von 
— :-,-  je  einander  gleich  werden  können ,  was  gegen  die  Annahme  streitet, 

Goo'^lc 


Die  BOnnaim'tche  Reihe.  g,^ 

in  (c)  gehe  z  von  0  an  stetig  fort.  OhnehiD  wäre  man  in  diesem  Falle 
offenbar  in  Verle|i[enheit  zn  sagen,  welcher  Werth  von  x  einem  bestimmten 
Werthe  von  z  zugehört,  nnd  umgekehrt.  Allem  diesem  wird  ansgewichen, 
wenn  wir  die  aogegebeoe  Annahme  machen,  die  wir  nnn  stets  festhalten 
wollen. 

Wir  wollen  nun  f  I  ^-j-^J  =  F(x)setzenundnnterdieserVorau8setzung 

f(0),  r(0) zn  bestimmen  suchen.     Es  sind  dabei  f(0),  f  (0; die 

Werthe  von  f (z),  f  (z), ....  fftr  z  ^=  0 ,  d,  h.  x  :=  a.     Somit  ist  zunächst 
t{0)  =  F(»). 

Allgemein  ist  aber  nach  (c'): 

multiplizirt  man  diese  Gleichung  beiderseitig  mit  [(p(x)]  und  nimmt  die  n"° 
Differentialquotieuten,  so  hat  man,  freilich  nur  in  so  ferne,  als  die  Reihe 
zweiter  Seite  noch  konvergirt:. 

+ä'5lC^)"'"'>5^^.7^KVify""-'-]+ 

Setzt  man  hier  x:=a,  so  erhalt  man  nach  Gleichung  (20)  in  §.  10: 

welche  Gleichung  vollkommen  richtig  ist,  da  die  Keihe  zweiter  Seite  eine 
endliche  ist     Man  kann  sie  auch  schreiben : 

ri".fFw,wO]  -'mf-^;-!-']  +i™r?^^:^s^]  + 

*-8i  ^  -'-■»        ■-   ei     -*.  "-61         A 

+  pf-'w  [^^i]+f'(0). 

Ganz  eben  so  crhüU  man,  wenn  man  die  Gleichung  (21)  in  §.  10  be- 
achtet : 

Subtrahirt  man  beide  Resnltate,  so  ergibt  sich 
ni..,.,,  «».».«u...,..,..!..,...,.  pOOgIc 


g(}  Die  Bünnann'ich«  Reihe. 

Nun  ist  aber 

Bi"    ^  -*      Bi         ^  ^'     -'      Bx      ^  *'  ^'     -■ 

DaraDB  folgt  also,  dass  allgemein 

'■<'»■=  [^.('«■'■<-')l 
ist.     Für  D  ^  1  würde  man  eben  so  fioden 

r(0)  =  f,(x)F'(x)]^. 
Man  hätte  nämlich 

r(0)=[ji(p(.),w)]_-[rM«^]_, 
was  ganz  nnmittelbar  die  angegebene  Formel  gibt.  Fasst  man  alles  Bisherige 
zusammen ,  so  erhält  man  folgenden  Satz : 
Konvergirt  die  unendliche  Reihe 

von  x=a  bis  x=^b,  so  ist  ihre  Summe  =F(s). 

Dabei  mufis  die  Gi-össe  — r-r^Null  seyn  (Br  x=a  and  von  x=a  bis  i=b 
beständig  wachsen  oder  beständig  abnehmen,  woraus  dann  von  selbst  folgt, 
dass  sie  immer  dasselbe  Zeichen  hat  und  endlich  ist. 

Setzt  man  — ^  =  t^(x),  so  hat  man  auch  folgenden  Satz: 

Konvergirt  die  unendliche  Reihe 

+ri5[8^h<w)"|].»«-+ « 

von  x  =  a  bis  x^=b,  so  ist  ihre  Summe  ^F(x).     Dabei  mnss  ip(x)  nnr 
wachsen  oder  nur  abnehmen  von  x  =  abi8x^b;  femermnsBi/i(a)^0,  aber 

—7-7  für  x  =  a  einen  bestimmten  Werth  haben.     Was  diesen  letzteren  an- 
V-W  .      . 

belangt,  so  erhält  man  ihn  leicht  aus  §.  13.  II.     Setzt  man  dort  nämlich 
f(7,)  =  z,  F(z)  =  »;'(z-|-a),  so  ist 

— 7i--j — i  =  — TTiT.  1 — ; '  ^'  «wiwhen  0  und  h 
»(h+s)      ♦'(h'-t-a) 

wenn  »/'{a)^0.     Setzt  man  hier  h^x — a,  so  ist 
also  fUr  x  =  a,  wo  auch  x'  =  0: 
80  dass  nicht  i/»'(a)=:0  seyn  darf. 

DiqnzeaOyGoO»^lc 
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Die  Reihe  (32')  pflegt  die  Bttrmaon'Bche  zu  heiesen.  Für  uns  ist  je- 
doch die  Form  (32)  die  wichtigere.  Sie  setzt  nothwendig  g>  (x)  von  demsel- 
ben Zeichen  innerhalb  derGränzen  der  Konvergenz  voraos  und  lässt  cp{a)=0 
nicht  zo,  so  dasa  gi(x.)  immer  dasselbe  Zeichen  hat  wie  91  (a),  dabei  immef 
stetig  bleibt,  und  anch  nicht  Kuli  wird  innerhalb  derselben  Gränzen. 

Gesetzt  nun,  es  gebe  innerhalb  der  Gränzen  der  Konvergenz  der  Reihe 
(32),  also  zwischen  a  und  b,  einen  Werth  «  von  x,  fttr  den 

^  =  1,  d.h.  «  =  »+»(.). 
so  ist  fllr  denselben  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
■FW+[r.W,(.)]+i[i|F.w.w)]+ji-3[^JF'(.),w)]+-(33)  ■ 
gleich  F(a).   Man  wird  also  sagen  können:  Konvergirt  die  unendliche  Reihe 
(33),  so  ist  ihre  Suinine  =  F(«),  wobei  «  so  beschaffen  ist,  dass  ^^=1, 
d.h.  a  ißt  eine  "Wurzel  der  Gleichung  x=a+9<(x).     Was«  selbst 
anbelangt,  so  bestimmt  man  diese  Grösse  dadurch,  dass  man  in  (33)  F(x) 
=  z  setzt.     Alsdann  ist 

■■=>+'<-):+ö[f.'«l+rä[^.'<-''].+ «*>. 

wenn  die  unendliche  Reihe  konvergirt.  — ^  mnss  dabei  von  x  =  a  bis  x=« 
muner  dasselbe  Zeichen  haben  und  es  darf  nicht  9j(x)  =  0  seyn,  zugleich 
muse  auch  ^-~  blos  wachsen  oder  bloß  abnehmen  von  x  — a  bis  x  =  o. 

Wir  setzen  voraus,  ^^,  das  ='.0  ist  für  x  =  a,  sey  innerhalb  der 
Gränzen  a  und  b  blos  wachse«  oder  blos  abnehmend.  Man  kann  dies  gemäss 
§.  13. 1  auch  dadurch  ausdrücken,  dass  man  sagt  g-  ^^"riri'J^  9!^' 

sey  innerhalb  derselben  Gränzen  immer  von  demselben  Zeichen.  Da  y(x) 
immer  positiv  ist,  so  braucht  es  blos  cp(x)  — (x  — a)y'(x)  zu  seyn.  Wird 
nun  y(x)  — tx  — a)9'(x)  zwischen  x  =  a  und  x  =  b  nie  =0  oder  od,  SO  ist 
diese  Grösse  offenbar  immer  von  demselben  Zeichen ,  so  dass  man  die  noth- 
wendige  Voraussetzung  auch  in  dieser  form  aussprechen  kann. 

Fasst  man  das  zuletzt  Gesagte  zusammen,  sokannmandieletztenSäWe 
auch  so  aussprechen :   Ist  die  unendliche  Reibe 

■+'«+i-.lÄ"-'l+rl:3K'W'l+- ■      '"■' 

konvergent  und  a  ihre  Summe,  so  ist  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  (33), 
in  so  ferne  diese  Reihe  konvergent  ist,  gleich  F(a).  Dabei  aber  muss  vor- 
ausgesetzt werden,  dass  nicht  gi(x)  Null  oder  00  seyn  könne  von  x  =  a  bis 
x  =  «,  also  dass  auch  nicht  y(a)  =  0;  ferner  dassyCx)  — (x — a)y'(x)  im- 
mer dasselbe  Zeichen  habe  von  x  =  a  bis  x  =  «  (was  der  Fall  seyn  wird,  wenn 
diese  Grösse  nicht  0  oder  00  wird).  Alsdann  ist  auch  «  eine  Wurzel  der 
Gleichung  x  =  a+qi(x).    Dies  ist  der  Satz  von  Lagrange.     ,,  . 
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Da  —j^  Null  ist  für  x^a  and  von  da  au  beständig  wächst  oder  ab- 
nimmt, för  x  =  ß  aber  zu  1  geworden  ist;  fernery(x)  —  (x  —  a)5p'{x)  gleich 
^(a)  ist  für  x  =  a  und  immer  dasselbe  Zeichen  behält,  so  wird  also  — r-r 
wachsen  mit  wachsendem  x,  wenn  y(a)>0,  dagegen  aboehmen  mit  wach- 
sendem X,  wenn  y(a)<0.  "Von  0  zu  1,  d.  h.  wenn  x  von  a  zn  a  geht,  ist 
aber  , ,  sicherlich  gewachsen;  somit  muss,  wenn  <p(a)>0  ist,  nothwen- 
dig  a  >  a  seyn ,  damit  auch  x  wachse  mit  wachsendem  ^-yr !  '^*  dagegen 
<jp{a)<0,  so  wird  a<a  seyn.  Weiter  wird  zwischen  a  und  a  keine  Wurzel  * 
der  Gleichung  x=^a-j-qp(x)  mehr  liegen,  da  soost  zwischen  a  und«  ein 
Werth  von  x  liegen  würde,  för  den  ^^^  =  1  wäre,  so  dass,  da  für  x  =  « 


^W" 


=  1  ist,  von  jenem  Werthe  bis  zu  x  =  «  letztere  Grösse  nicht 
beständig  gewachsen  wäre.  Endlich  ist  x  =  a  eine  einfache  Wurzel  der 
GIeichnng.x  =  a4-5)(x),  Denn  sonst  miisste  r-  [a-J-yC^) — xjNuIlseyn 
,  fürx  =  a,*  d.  h.  man  mQsste  haben  9'(a)  — 1=0,  und  da  «  — a  +  y(a), 
a.h.  ^^=1,  80  wäre^^=;y'(a),  y(«)  — (a— a)y'(«)  =  0,  was  da- 
mit in  Widerspruch  ist,  dass  nicht  (f(s) — (x  —  a)y'(x)  =  0  sey. 

§.20. 
Als  Beispiele  der  Anwendung  des  Lagronge'schen  Satzes  wollen  wir  die 
folgenden  wählen. 

L  Die  Planeten  bewegen  sich  inEUipsen,  in  deren  einem  Brennpunktes  (Fig.  7) 
Fig-  7.  iich  die  Sonne  befindet.     Sey  AB  die  grosse  Äie  det 

"  Ellipse  =2a,   S  und  S'  ihre  Brennpunkte,  CS  =  CS' 

^e,  wenn  C  der  Mittelpunkt.  Aiadann  ist  A  das  Pe- 
rihelium  (Sonnenn&he),  B  daa  Aphelium  (Sonnenferne). 
Der  Planet  selbst  bewegt  sich  ungleichförmig  um  die 
Sonne,  schneller  in  der  Nähe  des  Periheliums,  long^ 
samer  in  der  des  Aphcliums.  Immerhin  ist  die  Bewe- 
doss  er  die  Hälfte  Ton  A  bis  B  in  derselben  Zeit  zurücklegt  als  die 
die  hioher  gohCrIgon  Bestimmungen  leichter  durchltihreu  zu  können, 

*  Int  flberhnupi  f(i)  =  0  eine  Gleichung  und  ««  ist  x  =  a  eine  Wniiel  derselben,  d.  li. 
f(o)  =  0.  toi<t>llgerae<u  (g.  I&) 

t(«-fh)  =  hr(B)-i- J^r («)+.. .+j-^(^(a)-l-j^;^,f"'"%+eb),  . 

tüsD  wenn  h  i^  j  —  a: 

fW  =  (.— )rM+tr|l^r(.)+..  +  'if=^'t"(.)+'-f=^t"+'(»+9(.-.)). 

Ist  nun  Dicht  f  (n)  =0,  so  itsat  eich  die  xveite  Seite,  mithin  auch  die  erste  blas  durch  i  —  n 

dindireil:  ist  dagegen  r(a)  =  0.  durch  (i  — o)', so  dass  {(>)  im  ersten  Falle  den  Faktor 

I  —  a.  im  zveiten  {s~a)' enthalt,  d.  h.  i  =  a  ist  einfache,  iweißicb«. .  .  Wunel. 
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denkt  mui  sich  ein«»  {eingebildeten)  Planeten,  der  mit  dem  wahren  in  demselben 
Augenblit^e  Ton  A  anigelit,  und  in  derselben  Zeit  noch  B  gelangt,  als  letzterer 
jedoch  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  den  über  AB  begebriebenen  Halbkreis 
durohlftnft.  Gesetzt  nun,  der  wahre  Flauet  sej  in  H,  der  scheinbare  in  N;  man  ziehe 
HR  senkrecht  auf  AB,  welche  Linie  den  Kreis  in  P  treffe;  mau  ziehe  ferner  CH 
CP,  CN,  SM,  SP,  so  iatder  Winkel  ACN  =  iJj  die  mittlere  Anomalie,  ACP  =  x 
die  exzentrische  Anomalie,  ASH^v  die  wahre  Anomalie,  während SH^r 
der  Fahrstrahl  ist.  Kennt  man  v  und  r,  sc  kennt  man  offenbar  die  Lage  des  Plaus' 
ten  Tallständig.  Sey  nun  t  die  Umlaufszeit  des  Planeten;  t  die  Zeit,  welche  ver- 
fiiesst,  bis  er  in  H  ist,  lo  ist  auch  t  die  Cmlau^eit  des  abgebildeten  Planeten  und 
man  hat  also  t :  t  =  2« :  ij.,  (.  =  — , 

wodurch  V  bekannt  ist. 

Nun  lässt  sich  ganz  elemeutai  beweisen,  dau  die  Fläche  des  elliptischen  Aus- 
schnitts ARM  zu  der  des  Kreisausschnitts  APR  sicH  verhält,  wie  die  kleine  Axe  der 
Ellipse  zur  grossen,  d.  h.  wie  Va*— e'  zu  a.  *  Fenier  verhalten  sich  die  Dreiecke 
RSM  und  RSP  wie  RM  zu  RP,  d.  h.  wie  Va*— e*  :  a,  also  auch  ASM  ■  ASP 
=  V.»^=7':a. 

Nach  einem  Gesetze  der  Bewegung  mussdie  Tom  Fahrstrahl  beschriebene  Fläche 
der  Zeit  proportional  aeyn,  d.  h.  da  a  Va'— e'»  die  Fläche  der  Ellipse  ist; 

A3M;»V'»*~e'«  =  t:'.  ASM  =  a V»*^'«— , 
nnddaaueh  ACH:  »'«^1:1.  ACN  =  a'«  — . 

«o  folgt  ASM ;  ACN  =  Va'— e' :  a, 

und  daireiteT  ASU  ;  ASP  =  V»'— e':a, 

«oUt  ACN  =  ASP,  mithin  da  ACH=ACF—NCP,äSP=ACP—SCP,  iitaach  NCP=SCP,  (a) 
FerneristNCP  =  iNP.CN=ia(x— i/i).a=}a'(i— V^),  SCP=|SC.Ki=^e  .  a 
ain  (ISO** — z)=:|aesinx,  so  das«  ans  (a)  folgt: 

a(i— v)  =  eiini,i  =  V+Y"''«-  Oi) 

Aus  dieser  Gleichung  hat  man  x  durch  i^  zu  finden.  Kennt  raan  dann  x  so 
ergeben  sich  v  und  r.     Es  ist  nämlich 


m'r'  zvei  unendlich  nahe  Ordinatsn  der  Eltipse;  mn,  n'n'  des  Kreisen,  so 
muK  (5-  18.  IV)  mm'  r-r  sowohl  all  mm'n'n  als  Rechteck  betrachtet  werden.     Die  Flachen 

TCrhalten  sich  dann  wie  mr  zu  mn  und  da  diese  sich  nie  Va* e*  su  a  leihaltea,   so  Ter- 

balten  »ich  »nch  die  Flachen  eben  so.     Durch  SummiruDg  (Üinticher  Elemente  entstehen  die 
Benannten  AuuchniKe,  ic  dass  der  Satz  be«ie««a  ist.     (Ver^il.  g.  M.  II.) 
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Die  (ileichung  (b)  {dtui  Kepler'sche  Problem)  gehört  nun  zur  Gattung  der  in 
§.  19  gelösten.  Dm  dortige  a  ist  hier  tp,  gi(3)^—«iD  i,  also  ij>' (x)  ^  —  cos  s, 
^  (i)  —  (x  —  a)  I))'  (i)  =  —  sin  X  —  (x  —  1^)  —  cos  x.   Bildet  man  alao  die  unendl.  Reihe 

•+v""»+i!5PS"''+riii>8^"'''+rr4r'8^"»"<^ («> 

und  ist  dieselbe  kanrergcnt,  so  ist  ibre  Summe  gleich  dem  Wertbc  von  i ,  der  aus 
der  Gleichung  (b)  folgt.  Dabei  darf  nicht  sinxi=0,  alao  x  =  0  oder  180*  seya, 
natürlich,  da  fiir  tf>=0  auch  s  =  0,  ips^lSO"  auch  x  =  180°  ist,  man  alaodieBeihe 
(c)  nicht  braucht.     Ferner  soll  nicht  — -sini —  (i — %fi) —  cosx^=0,  d.  h.  tgx=?x 

—  \p  aeyn.  Setzen  wir  i/J<a'  voraus,  so  ist  x  —  ^'>0  und  von  x^O  bis  »^"g" 
tgx^x — t(J,  indem  ftlr  x=<)J  =  0  auch  tgi^=0  ist  und  letztere  Grösse  xon  da  an 
ins  Unendliche  wächst;  Ober  Ji^o  ist  dann  tgx  negativ,  also  tgx<i  —  ifi,  bis  bei 
x  =  t(i^=n  wieder  tgx=:x  —  tfi  ist,  (Dass  überhaupt  nicht  tgi=:x  —  \p  seyu 
könne,  folgt  schon  aus  der  Gleichung  (b),  die  sonst  g&he  tgx=:^sini,  —  =  —  > 
cos  X  ^  —,  waa  unmöglich  ist,  da  — ^1.  Für  x^O  und  x=xn  freilich  ist  die 
Gleichung  mOglich,  da  dann  tgx:=sinx=:0  ist.)  Der  aus  (c)  folgende  Werth  ist 
dann  die  offenbar  einzige  Wurzel  der  Gleichung  ib)  zwischen  Ound  a  (d.  h.  zwischen 
ij>  und  ir).  Da  —  durchweg  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  konvergirt  die  Reihe  (c) 
rasch. 

Was  die  in  (c)  voAandenen  Differen(ialquotient«n  betriA,  so  ist; 


Siin  «          ,  ■-■ 

•■■';>-.(.  „*-'»»■.  .^v. 

!^  =  „(.-l)(.-2).m— ,.,,.V-.(3i.-2).l 

n       »cosif-. 

5^^=.(«-l)(n-2)(»-3).ta"»t..>-2n 

(n_l)(3„_4),in" 

+n(3n  — 2)  >m\.  B.  ».  w.,  «o  da» 

•|f'=2.,.,„..,«^=e.,.,...,-a.,.„ 

.5^'—=« 

CO»  ».     —",-  =  ISOsinvcos'*— 440«in'ipco»V  +  i 

65>in»4>, mit 

n  endlich 


».+-^sinip  +  (  ^  j  fin*eos*-|-r-^ J  (»in^cosV— ^iin'<p)+rM  (nnipcosV 
^tin'ipBoii(i)-t-l    _    I  (anvcos'ip  — -o-»m'i(icos'ip  +  "lin'>(>)+ 


-  such  in  anderer  Weise  aa»diflcken.     Gsm&ts  S-  I7.  IT  is 
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Du  Kapler'iobe  Prabimn.  7l 

=  !(»       — eJ(la-T-  =  -n-  =  — i;  nnil2eoii=e  '+0""  *.     DuMu  folgt  für  «ia  podütM 
guuM  m : 

+?=2^.-'— «'•-....+.-•]».  .0..,. 

Ab«r(i*)    =(—1)    ;  tsnier  and  in  Ati  Reihe  die  KoelfiiietiMii  Ton  Aattmg  nnd  Ende  her 
gleich;  ftlto  ist  dieie  Reibe 

,2iDr2m-l)...{iii+l>     „       „  „2m       «      '   ,     ,  „2ni(2ni— l)      ,^     ,^ 

—  ■.-+ Y2   — ^ — '— =  =  2eiM2mi  — 2-— coi(2iD— 2)i+2 — i|-5 — -eot&ta — *)i 

-y3.pf2m-])..,(m+2)^^^„^^  2n.(2m-l)...(m+l)_ 
w  dtua  >lio 

(-1)    2         «in     x  =  Ms2mi— —  coi<2m— 2)i+...+ j  ^        _^  ■'     -cm  2. 

,    1  am(2m— l)...(m4-l) 
2  1.2. ..m 

(2^.p'Ic)-^'(.-"-.+'V+'=(i)"+'t.-""+"'--?=iJ.-"— "■+ 

_   aiH-i)i«-_,.,«»  r.  -(i»+i)i»  (»i+i)it     2m+l/  -(ib-OIx  (»—«ii^   , 
.±«-+»|'--+V-.")].  lb.d.iC.  A"-)  =  2^.^  «"=(-.)", 

,-.)%'%."+C.(E.+i)._!=!±ld.«.-.).+2=d^.8._3,. 


DarftQi  folgt  DUO  aub  g.  9 


=  (2m)'"~'.m  r2„,+?5^,"|  _  ?^?(2„  _  2)'""' 

...[B-»).+'-V]+-±'°"'.°r".l"'^"'"~'-[''+'^-]- 

(-1)'2"'     "°,.      '-  (2m  +  l)'"  <b  [(2m+l)i+?|'.]-?5I±!  (2l.  -  1)'" 

d.fa.  dacMl  «+  -^ — *l=co«l  a+m«  — —  Al=coi(a~y«JcMinK=(— I)~iini>, 
•l"(«+^°  •)=■"('■+»•)  =  ""'»■"«-(- »"■l""i 

2'""'-5l^^"^=(2.>'— '.l.2.,-?^(2„_2)"-'j.(2.-2).  + 

±'-«-°^»^j^>2'-'.i.2.. 
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Auflösung  der  Qleichung  x  =  a-l-bi 


l-l)     iiD(2m+l)i— ■    -^    (2ni  — 1)     iiii(2in- ])i+ . , 


+  (2m  +  l)2«....(m+2>    IM 
1.2...n. 
Hieram  folgt  Bau : 

«^  =  .in2,.  ^  =  i-,[3'sio3^-3.„*].  «^=lE4's.,>4*_4.2>.i.2*). 

t|'5!*_J.[6«rin6*-S.3»iiln3*+10«iin.),    ?^^  =  ^^  [6'rine*  -  6.4'«in4* 

+  16.2'sin2v],-|'V^=2iP"*'D'*  — 7-6"»inB»+21.3*!ln3v  — 85BiiiY'] 

voraus  anoh  folgt: 

i  =  *  +  -^sinv+~(^^ysin2v  +  ^(^y(3tin3v-«ln*)+^(|^)*(2»in4* 

+  B«ln2*]  +  75^r— ^  [16807 ain7»—lB626sini*+2187 lins*  — 6tm*]+ 

II.   Man  soll  die  Gleichung 


audSseD.    Hier  ist  q)(x)^bx   , -— r"^''°™n(™"'— D-dno— n+2)^  > 

8x 

rIbo  ist  die  Summe  der  Reihe  a-|~ba  -j-T-gba         -^ .  „  „ — b  a        +..- 

,  mn(Dtii-l)...(.i.n-ii+2).,  m— .+.  ,     ' 

+ 1.2...... ''*  + 

fiUls  diese  Reihe  IconTergent  ist,  die  aam  näehsteti  liegeude  Wurzel  jener  Gl  eichun^^. 
Istba  >0,  so  ist  diese  Wurzel  >&:  ist  ba  <0,  so  ist  sie  <  a.  Da  <fi' (x) 
^mbx  ,  also  <p(i)  —  (x  —  b)  <f'  (x)  ^  »mbx  -|-bx  —  mbx  ^  bx 
[am  —  (m —  I)x],  so  darf  nicht  0  zwischen  a  und  der  Wurzel  liegen,  und  auch  nicht 
-  _■■  Was  die  Konvergenz  der  Reihe  anbelangt,  so  findet  man  als  Quotienten 
zweier  auf  einander  folgender  Glieder; 


(„c- 

-m)(mD  +  m- 

-J)..- 

tan  +  m-i ,  +  1)      .-. 

(m 

«  +  ..)(«»  + 

.(mn- 
m-1). 

(- 

+  ")("  +  = 

i-ro-I>....(md-n  +  3}(n  +  l)" 

was  für  n^  QC  zu —-  ba       wird.  Somit  muss  + Iii^a""  ^1  sej 

Cm-l)"  (m-1)" 

Anm.     Fdi  m  =  2  ist  die  Reihe 

.+>..+st...+i,i,..-+  ■■.  +''°"--"::;.''+^'»-  .■^' + 

andetunss  +4ab<[l  tCTn.     Dabei  darf  die  Summe  dieier  Reihe  nicht  so  liegen,  dass  i^ 
■eben  ihr  und  a  licb  0  oder  2  a  beflndsn  kann. 
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dei  Ql«iehii^  f(i)  =  k.  73 

Dabier  die  Oltichimg  i  =  »-j-bi<  Mbnloien  iit,  lo  Gndat  man  i  =  — -  +  — Vi— 4»'»- 
Entwkkflt  man  nno  n»ch  8. 17.  I  Yi—ik},,  wo  ±iA},<il ,  »n  M 

-^i-sV'-^-+-i.+ +efri^J.-vn-+ 

1.3. -(211  —  1)         ■_l.3.g-.(2n-l)„.  l.a...2n  „■     fD4-2)(i^f8)..2D 

2.4..(Sd+2)'    ■  2.2.3..(n+I)  1.2..(u+l).2.4..2a  1.2. ..d         " 

■o  liebt  man,  dui  die  dnrch  obige  Reih«  «nigedrflcktB  Wunel  =  sr  — ~  V*  —  4  aT   ist. 

Man  wird  lioli  ntmtnehi  aach  äbsnaugen,  dais  alle  flbrig«D  Bedlngongen  erfOllt  ilnd.  Se; 
nlmlich; 

1)  a>0.  b>0.  alioaiichba'>0.  <o  ist  1  — 4ab<],  also  die  Wanel  >0.  aber 
anch>aiuid<2a.  DeDo  (Di  i  =  a  i»t  i<a+bi'.  fOr  x=^2a  aber  a+bi'  =  a+4a'b 
=  a(l+4ab)<2a,  mithia  i>a'f  bi',  m  data  iwiiohen  a  nnd  2a  ein  Werth  ton  i  li«gt. 
(Or  den  i  =  a-^bi*.  nnd  dieaer  eben  i«t  die  betreffende  Wurzel. 

2)  a<0.  b>0,  also  ba'>0,  <o  iit  1  —  4ab  poriti*  und  >1,  also  die  Wurzel  <0, 
aW>a.  DennfDrx^O  ist  i>a-(-bi',  ftr  i  =  a  ist  a+bi'  =  8-|-ba'>a.  also  iit 
*<a+bi',  so  dasi  eine  Wnrzel  iwiscben  0  oud  a  liegt. 

8)  a>0,  b<0,  also  ba'<0;  1  — 4ab>l,  £e  Wonel  positir,  aber  <a  and  >0. 
Deniiinrx  =  a;x>a-hbi';  für  x  =  0:i<a+bx',  woraui  die  Behaupiong  folgt. 

4)  a<0,  b<0,  aliD  ba'<0;  1  — 4ab<l,  also  «e  Wnreol  negaiiT,  jedoch  <a  aud 
>2a.  DennBri  =  a:i>a  +  bs';  für  i  =  2a:a  +  bt"  =  a(H-4ah)>2a,  alBoi<a 
+bi',  vorani  wieder  outen  Betuu^tnng  folgt. 

•        S.  21. 

Wir  haben  in  §.  19  geaeheo,  wie  man  unter  gewissen  Vorausaetzangen 
eine  Wurzel  der  Gleichung  x  =  a+y(x)  erhalten  kann.  Wollte  man  eben 
so  eine  Wnreel  der  Gleichnng  tp(x)-|-a  =  0  erhalten,  so  hätte  man  blos 
yCx)  =  x+^(x)  zu  Betten  nnd  erhielte  sofort  folgenden  Satz: 

Isi  die  unendliche  Reihe 

.+[.+,,.a+j.[«i.(^-j_+_i,[nü^j_+ 

konvergent  und-«  ihre  Summe,  so  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  i^(x)  +  a 
=  0.  Dabei  muss  vorausgesetzt  werden,  dass  x+  t/f  (x)  —  (x — a)  (1  -|-  i/''(x) ) 
=  ^(x)  —  (x^a)^(x)+a  nicht  0  sey  von  x  =  a  bis  x  =  a.  Alsdann  ist 
auch  a  einfache  Wnrzel  der  Gleichnng  ^(x)+a  =  0  nnd  es  liegt  zwischen 
a  nnd  a  keine  andere  Wnrzel.  Zugleich  ist  (i>a,  wenn  a+t^(a)>0; 
«  <  a,  wenn  a-}-  VC*)  <  0 1  »  selbst  darf  aber  nicht  Wurzel  seyn,  d,  h.  man 
darf  nicht  a-|-i^(a)^=0  haben. 

Man  kann  jedoch  eine  andere,  oft  bequemere  Form  wühlen.  Setzt  man 
nämlich  in  der  Gleichung  (34')  y(x)  =  k'^^,wokeinebeliebigeKon8tante, 
so  hat  man  folgenden  Satz: 

Ist  die  unendliche  Reihe 
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*+''l.7SrJ.^i^L^^      J.+TXäL      ei' — J.+  --    '**' 
konvergent  und  a  ihre  Summe,  so  ist«  eine  Wurzel  derGleichungry>— =1. 

d.  h.  f(x)=;k,  voraDsgesetzt,  dass  nicht-^pr-  Nnll  oder  oo  ist  von  x  =  a  bis 
x  =  a.  Zugleich  darf  nicht  91  (x)  —  (x  —  a)y'(x)=  ^T^f  *'(^)  das  Zei- 
chen wechBeln,  d.  h.  f(x)  muss  immer  dasselbe  Zeichen  habea  und  endlich 
seyn  voDx  =  abis  x=:«.  Alsdann  ist  o  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  =  k*,  und  zwischen  annda  liegt  keine  andere  Wurzel  dieser  Gleichung. 
Sa  die  hier  vorkommenden  Grössen  in  der  Regel  lUr  x  ^=  a  die  Form  -^ 
annehmen,  so  vird  man,  nm  sie  berechnen  zu  können,  zuerst  die  ÄuBwerthnng 
dieser  und  verwandter  Formen  kennen  müssen,  ehe  man  die  wichtige  Formel 
(35)  anwenden  kann.  Wir  wollen  demnach  ihre  Anwendung  noch  zunächst 
aussetzen  und  uns  zu  den  so  eben  genannten  Formen  wenden.  (Siebe  §.  23.) 


Vierter  Abschnitt 

Untersuchung  der  scheinbar  unbestmimten  Formen. 

§■  22.  . 
I.  Gesetzt  die  Funktionen  f  (x),  F  (s)  seyen  beide  Null  für  x  =  a,  so  wird 
der  Bruch  ^,^4  für  x  =  a  die  Form  ^annehmen  und  man  wird  sich  die  Frage 
zu  stellen  haben,  welches  nun  der  wahre  Werth  dieser  Grüsse  sey.  Im  All- 
gemeinen ist  dieser  Werth  freilich  nnbestimmt ,  in  so  ferne  man  nämlich 
nicht  wissen  sollte,  woher  diese  Form  stammt;  weiss  man  aber,  dass  sie  ans 
=r^  entstanden  ist,  mid  setzt  voraus,  dieser  Bruch  bleibe  stetig  auch  f&r 
z=:a,  BO  wird  man  ganz  wohl  den  wahren  Werth  bestimmen  kSnnen.  Wie 
nämlich  bereits  angegeben,  wird  man  die  ganz  natürliche  Yoraussetzung 
machen,  es  bleibe  der  Werth  des  Bruches  p^^  in. der  Kähe  von  x~a  stetig, 
so  dasB,  wenn  man  x^a-|-h  setzt  und  h  gegen  Null  gehen  lässt,  der  so  er- 
scheinende Gräazwerth  eben  der  wahre  Werth  des  Bruches  =-r-;  sey-  Nun 
ist  aber  (§.  IS): 

f(«+h)  =  f(a)  +  hr(a+eh),  r(«+h)  =  F(a>+hF'(s+e,h). 
also  da  f(a)  =  0,  F(a)  =  0: 

f(>+h)  J  r(»+eh) 
F(a+ii)     F'{a+e.hr 


*  Wenn  utmlich  nicht  f  (o)  =  0  ii 
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Lässt  man  hier  h  gegen  Null  gehen ,  eo  erhält  man 

F(a)     F'W 
wodurch  der  gesuchte  Werth  gefunden  ist.    Da  die  in  dieser  Gleichung  aus- 
gesprochene Regel  leicht  in  Worten  auszosprechen  ist,   so  wollen  wir  dies 
dem  Leaer  überlassen. 

Wäre  aber  f  (a)  =  0,  F(a)  =  0  nebst  f(a)  =  0,  F(a)  =  0,  eo  hätte 
man  eben  so 

na+h)  =  j^r(,+eh).  F(a+b)  =  ^P"(a+e.h). 
aUo  f(>+h)      r(>+9h)    f(a)      f''(t) 

F(a+h)     F"{i+e.h)-  F(a)  "  F"(.)- 
Wie  man  hier  weiter  geht  ist  klar.     Ist  allgemein : 
r(»)=P(a)=0. A»)=0,  F(.)=P'(«)=...=F%)=0.  nicht  aber  ?""•"'{»),  F-^Va), 


=  0,Mllt 


FW 


F'"'W 


Ala  Beispiele  biezn  mOgen  folgende  dienen: 

frrr '**ör''''*=^.'  *''"     eT         ''^°~''    el  ''  f'^rr^i  sind 

diete  Grossen  —  n  und  —  I ,  also  ist  -r^—  fOr  x  :=  1 :  ^—r^  n. 

,    -  i  ist  eben  »o  Null  ftrx^l;    — g ^  — nx""  ,  — r^ .=  — 2x  geben  fiir 

1 — X  D      1 — OMI  0 

x^l:  — n,  — 2,  also  ist  fllr  x  =  ]  ;         ■;  =  -ä-. i —  '**  n"   ''^  X  ^0;    aber 

BCl  — coi^  8i'  ,  6*0— CO")  B'(i*) 

g^       ■=sinx,    g-=2x  sind  abermals  0  für  x=Oi —^-g^i — ^=cosx,-^' 

=  2  geben  1  und  2  für  x=0,  also  ist — -; —  fflr  x  =  0 gleich  -j.       ■    ^^^  fiir 

x^0ist2,^»trx=Qistl;'-"'+'"';t'"'^'farx^list''^;-^--^ 


i'— X  Vx'— l+Vd— I)'  3 

iarx  =  l>t2j^ j-T7^fil'»^=li«t— 2:     ,,/  .    TJ        ,   J   filrx=l  ist- -s-: 

1— xi-l(i)  Vu  —  1)'- »  +  '  ■' 

X  V3»*i-2i'-»iV'S*i  ^  .     81     , 

-' ._       «"  *=''  '"  20  »  ■ 

a-Vax- 
IL  Gesetzt  es  werden  die  beiden  Grössen  f(x),  F(x)  für  x=a  unendlich  gross, 
so  erscheint  alsdann  derBruchp-;*^  unter  der  Form  ^-,  deren  wahren  Werth 
man  nun  ebenfalls  ermitteln  soll.     Unter  der  Voraussetzung  ^  ~  bleibe  ste- 
tig in  der  Nahe  des  Werthes  x  =  a,  wird  man  setzen 
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1 

'W       FW 
FW"  _!_     ■ 
IM 
irad  beachten,  dass  für  x  =  a  jetzt  pT-:  und  iT-r  Kuli  werden.     Daraus  folgt 

(Nr.  I.),  dass  der  Wertb  y%-  gleich  ist  dem  Werthe 

f'm 

FW  F'(.)    t(sl' 

r»        rWF(.)" 


'rGs)= -*?'"■     Man  hat  als. 


tW    F'WrtM'»'        FHa)  HO 

F<.)      f(.)  V.F(»)»  ■  r(a)F(.)' 

mithin  ganz  dieselbe  Regel  gilt,  wie  in  Nr.  I.  Man  wird  jedoch  hiebei  be- 
achten, dass  weil  f(a),  F(a)  unendlich  sind  für  x^a,  auch  ("(a),  P(a) 
nnendlich  seyn  werden ;  kann  man  aber  den  Werth  von  pTTT  ii  irgend  einer 
Weise  ermitteln,  so  iet  man  durch  diese  Betrachtung  dennoch  zum  Ziele 
gelangt. 

So  z.  B.  wird  -r —  für  x=0  unter  der  Form  ■=-  ersolieiDen.    Aber  -j — =  — . 

g  cotgz  l  I  «in'i 

— 81"  ~  — iün'x  *'***  *""  ™'"*  ^"^  Wcrth  Ton j—  = —  fiir  z  =  0  su  er- 

sin'i 
mitteln.     Nach  Nr.I.  ist  derselbe  =0.  so  dass      '     Null  iBtfiirx=0. 

III.  Wird  in  dem  Produkte  f(x).  F(x)  fUrx  =  a:  f(a)  =  0,F(a)=co  , 
so  erhält  man  die  Form  0 .  ob.     Da  aber 

FW  t(i) 

und  diese  letzten  Formen  auf  -^  oder  ^  herauskommen,  so  kann  man  ge- 
radezu die  früheren  Regeln  wieder  in  Anwendung  bringen. 

Äehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Form  00  —  od  ,  wenn  z.  B.  iny^-p  ,-'  . 
mr  x  =  a:  f(a)  =  F(a)  =  0,  aber  y  (a),  xfi(&)  endlich  und  nicht  0  sind.    J>a 
zunächst  ^W    ■>■(-)    ^Mr(i)-v.(z)T(,) 

zunächst  fw'FW-         tWFW 

so  kommt  diese  Form  auf  -^  zurück  und  wird  also  gemäss  Nr.  I.  behandelt, 
Z.B.  (a  —  x)tg  gv  wird  0.x  für  x  —  a.     Aber  (a  — z)tg2-   =   —,    und 


.yGoo^^lc 


BehandloDg  der  unbeatimniten  Forman. 
,  welche  Grösse  fiir  x=r 


2a 


...."- 


hin  ist  (a—x)tgg- für  x=a  gleich — —  =  --.    ^7^'~:^ZIi   "'"^     ^  —  oo  filr 

1       1     »-i-iw  a(i-i -!(■))       1  a'(i-i-iM>    1    .  ^ 
1=1  i  Hb«  üj-juT-TjiTDiw' e; -'— ■ !? =?"'<! 

,  „,„,, '  ["-;'  ■"']=(.-ii  i-+iw=.  -  1+iw.  ''«■-■""'J-1 

H wird  2  fttr  x^l,  also  istj^  —  —,  gleich  g- filr  x^l.     cotgX' wird 

1       >CMZ— dm   8(xcaix — sIdi) 
00  —  00  für  x;=0;  aber  cotgx — —  = . . g- ^  —  x  Bin  x, 

g-j ^ — aini — xcosx  wird  0  rar  s=;0;  — g-- —  ^  xcos  x  -|-  hbx, 

— :  -j-^=2coex — xsinx  wird  2  iÜrx^O,  also  ist  cotgx gleich Oflirx^O. 

ifs  — y)*«!!  wird  0.acfaTx=a:    aber  1  f^  — 73**!»^  ~^ äT^^' 

)'°**2a 
1       ...        1   -,  'a*  «        1         .  j      * 

^  2a 
für  x  =  a,  also  ist  ifs  —  -!^)««!!  gleich  — fOrx=a.x'l(s)   Wx  x  =  0   wird 

0.«  .  wen.  n>»;  .b.,  .■  1,.)=^.  '-^^^    lil^...-«-*".  _J_ 


=  — — wird  0  filrx  =  0,  also  ist  x   l(x)^l>  iBr  x=0  und  ii>0. 

IV.  Sind  y,  z  zwei  Funktionen  vod  x,  so  beschaffen,  daes  fllr  x  =  .i: 
7  —  0,    1  =  0,     toarluigty   die  nnbeethninte  Foim  0", 
y=cc,z  =  0.     ,       „      y'   .  ,  ,     C»", 

y=I,z=  +  QO.  „       ,       y'   .      "       .  ,       I±* 

y  =  0,i=±«  .  ,       ,       y"    .  .  ,      0^*^. 

Da  aber  immer  l(y*)  =  zi(y),  so  wird  l(y')  in  diesen  Fällen: 
01(0)=— o.oc.  01(00 )=0.oc  ,  ±00  1(1)  =  +  «  .o,+c»UO)  =  ±«  C— «). 
so  dass  diese  Formen  auf  das  Frühere  zurnckkommen.     Kann  man  nun  l(y') 
ermitteln ,  so  hat  man  auch  y'.     Was  übiigens  die  letzte  Form  anbelangt, 
80  ist  +  X  { —  00  )  =  +  ae ,  also  dann  y"  gleich  e+  * ,  <i.  h.  gleich  0  oder  oc . 
Hau  habez.B.  x'fDrx=0  zu  ennittelo.     Es  ist  1  (x^)  =  x  1  (i)  und  x  1  (x) 


!- ffir  x=0:  aber  ^>  =  i. -V^=._4alsohatm 


"tioc^lc 


Bthutdlnng  dv  ■nbutiBiutMi  Foimm. 


für  x:=0  zu  ermitteln ;  djea  ist  aber  =  0,  al»o  ist  x*^e  ^J  fiirx^O.  I  '  H I 

wird  1*  für  x^«  ;  aber  1 1  IH )  =:xl(  IH Ivird  00.0  fDix:=0CUDd 


und  dies  gleich — r = j-  fBrx=  QO,  d.h.  gleich  I, 


mithin  i*t  f  *  +  ~)  ="*  =  o  fihrx=<»  (§.2).  I — I  wird  00*  für  x  =  0;  «ber 

1  (^^)  =xi(y)  =— ^'W  ^^  <**  «ä'«  =Oi«tnirx=0,  «o  ist  «ach  (^Y")  =1 

filrx  =  0. 

V.  Gesetzt  91  (x),  (^,(z),  yjCx),...,  ip()[),  ^,(x),...  sejren  Fanktio- 
nen  von  x,  die  für  z^a  Null  siad,  m  sey  eioe  positive,  aber  sooet  beliebige 
Zahl,  so  wild  der  Bruch 

AyW*+By,(x)"  +  Cy,(x)'+ _ 

A'»  W"+B'?..(t)'°+C'*,w"+  .... 
für  x  =  a  die  Form  -=■  annehmen,  wenn  Ä,B,..,  Ä',B',..  beliebige  Konstan- 
ten sind.     Setzt  man  hier  x^^a-j-h,  so  hat  man  för  diesen  Bruch,  wenn 
man  beachtet,  dase  91  (a),...  Null  sind: 

Ah'y>  +  eh)'+Bh°y,'(a  +  eh)'°+.... 

Ä'h"v'<»+«b)"+B'li'»,'(»+eh)'  +  ....' 
dividirt  man  hier  durch  h",  lässt  dnna  h  unendlich  abnehmen,  so  ergibt  sich 
als  Werth  des  vorgelegten  Bruches  für  x  =  a: 

A  y-w'+By.'  W"  +Cy.'W"+ 

A>'W"  +  B'»,'(a)"  +  B>/w"+  .... 

Sey  z.  B.  P '-^^ '-  &t  x=:a  zu  ennittelo. 

V(»-x)-V{»'— •) 

Hier  ist  q)(i)=a* — x',  9'(a)=i— 2»;  i)i,(x)  =  (&— x)*.  ?i,'(ft)=0;  i(»  (x) 
=a— s,  t(i'(a)=— li  V,{j)  =  a'— X»,  <f('W=— 3a';  Ä=B=Ä'  =  1,  B' 
=:  —  I ,  m  —  _- ,  also  ist  der  Werth  gleich 

,  V^ai       _      V2a 

->  +  V3S^      1-V3a' 
Kben  «o  ist 

^  Vi-uni  — Vi  — C0.1  0 

Aber  g'(x)  =  i(i(x)  =  x  — «Inx,  ?>'(0)=(p'(0)  =  0,   q^,(i)=x.  fl)('(0)=lj 

vGoot^le 


Bebandlung  dei  npbMtimDiten  Formen.  Jg 

ifi,  (x)=l  — (»»x,if,'{0)=0,  rar=-2  ,  also  ist  der  Werth  gleich  ö^^=:—qo  (oder 
^00  ,  je  nachdem  0 —  0  tu  +0  oder  — 0  wird). 

VI.  Es  kann  sich  endlich  ereignen,  dase  alle  angegebenen  Methoden 
dennoch  nicht  zum  Ziele  führen.  Alsdann  wird  man  geradezu  znr  Reihen- 
Entwicklung  übergehen,  wie  dies  im  Grunde  ja  auch  gleich  anfänglich  ge- 
schehen ist. 

W4re  z.  B.  der  Werih  Yon  

flir  x=a  zu  ennitteln,  wa«  nach  den  Mheren  Methoden  nicht  wohi  angienge,  so 
setze  manz^B-j-h,  nehme  Mgleich  — <1,  und  hat  (§.  17. 1); 


l/hy2«-|-h  V2a+h 

Setzt  man  hier  h=0,  so  erhält  man  t^  ata  Werth  des  obigen  Bruches  für 

Es  versteht  sich  gMZ  von  selbst,  dass  man  die  Reihenentwicklnng  ganz 
unbedingt  benützen  darf,  gleichviel,  ob  die  früheren  Methoden  znm  Ziele 

ftlhren  oder  nicht.     So  wäre  (§.  16),  um  x~'e   *'  flir  x  =  0    (wo   alsdann 

diese  Grösse  zu  0.x  wird)  zu  bestimmen,  die  Grösse  x"^e    "'=  — ' . 


-  TiF  i  i~*l  1  "'"^  ^  lange  nicht  n  =  oo  igt ,  wird  immer  im 
Nenner  eine  ganze  Reihe  von  Gliedern  bleiben,  die  x  im  Neuner  haben,  die 
also  oo  werden  (ür  x  =  0  und  desshalb  0  als  Werth  von  ^-^' geben,  wodurch 
die  Behauptung  in  der  Anmerkung  zu  §.  16  wird  gerechtfertigt  seyn.'  Eben 
soist*-=^^*  =  |-i^x'+ aä«.  =  ^mri  =  On...w. 

Vn.  Bei  der  Bestimmung  von  ^  nach  §.  8  kann  diese  Grösse  fßr  ge- 
wisse Werthe  von  x  und  y  ebenfalls  unter  der  Form  ~  erscheinen.  Das  Ver- 
fahren ,  wie  wir  es  angegeben ,  bleibt  jedoch  dasselbe. 

So  z.B.  folgt  ans  y«—aV+2a»3('—i*=0,  dass  x  =  0  und  y=0  zusam- 
men  gehören;   ferner  ist 

8y     -ga'i+2.' 
0  ^'         2y'— »'y 

und  wird  -q  tat  x  =0,  ji=0.     Alsdann  ist  eben 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


AnlNInmg  d«r  OI«ie1innf  r(i)  =k. 

Für  y'{a — i)  ^  x*,   wo  wieder  i:=O,y=0  zuBammen  gebOren,    ist   j 
und  wird  -zr-  wenn  i^j=0.     Alsdann  ist 


'  2,(.-.) 


•&0' 


Aus  (y'+x*)  — 6axy'— &i'(2x— a)=Ofolp, 

0 
und  wird  -^  tut  s^y:=0.     Alsdann  ist 


(fBt  x=0=y). 

(a_,)_2y 

y_3ay'-2»(y'+x')+3a»'— a*» 


?I_ 


8y 
woraus,  da  der  Nenner  ^0,  der  Zähler  =^ — a'  ist,  folgt  ^  = —  OD. 

§.  23. 

Kehren  wir  nniunehr  za  §.  21  zur&ck,  so  kOnnen  wir  in  der  dortigen 
Formel  (35)  die  Koeffizienten  von  k,  k*, . . .  bestimmen.  Diese  Bestimmung 
könnte  ganz  direkt  in  der  dort  vorgeschriebenen  Weise  erhalten  werden;  es 
ist  jedoch  bequemer,  folgenden  Weg  zu  derselben  einzuschlagen. 

Bezeichnen  wir  die  Reihe  (35)  durch 

a+A.  k+Ä,  k'+ . . . .  +A_k'+ ....  (a) 

so  folgt  aus  der  Formel  (32')  in  §.  19,  wenn  man  dort  t^(x)=f(Ä),  F(x)=x, 
F'(x)  =  l  setzt,  dasB 

i  =  a+Ä.fW+A.f(.)'  +  ...+A^fW°-|-.,.,  (b) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Reihe  von  x:::^a  an,  für  weichen  Werth 
f(x)=^0  ist,  konverglre.  Da  angenommen,  die  Reihe  (35)  in  §.  21  kouver- 
gire,  also  auch  die  (a)  von  k  =  0  an,  so  konvergirt  eben  desshalb  auch  (b) 
von  x=::a  an.  Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Grössen  A, ,  A},...,  A^, . . .  aus 
(b)  zn  bestimmen.     Man  hat  nämlich  zuerst 

W=*'+''"''+ 

woraus  fUr  x  =  a  (da  f{a)  =  0)  nach  §.22: 

welche  Gleichung  A,  bestimmt,  ^  , 

Ignzcdi/COO'^IC 


AufUtoniif  du  QlelclHiiig  f  (i)  =  k.  81 

SodannUt  '~'~^''^'^  =  A,+A,f(i)+ 

wo™nfllri=a:         A,  =  ^•~*~*' "'' j_. 

Da  die  GrSsBe  erster  Seite  einen  bestimmten  Wertii  hat,  so  ist  es  auch 
so  mit  der  auf  der  zweiten  Seite;  da  aber  der  Nenner  für  x  =  a  znNull  wird, 
so  moss  es  anch  der  Zähler  seyn,  *  wie  man  auch  nnmittelbar  sieht  Aber 
5^  =  2f(x)  ?(!)  ist  noch  0  für  i  =  a,  also  nuss  auch  "-'~'~'' "''^  =  1 
— 4,,f  (i)  SS  soyn;  dann  ist  5^^  =  2f  (l)'+2f(x)f' (i),  was  für  x=a 
an  2f  (a)'  wird;  eben  so  '''^'~',~*'"'"  =— A,  f  (i),  so  dass  also 

, A.f'(.l 

"'-     2rw 
Allgemein  ist  nun 
.-a— i,fW-A,(W"- i     l(i)*"' 

— =-'.+  V.'"+ 


woraus  für  z  =  a: 


j  _rx-k-i,l(.)-a,tw- 


-....-A      tw 


Nun  aber  findet  sich: 

«(m_i)t(.)"~'r(i)'+»,tw"~'r(i)i  5^Sä- 

8a 

-Inda-  l)(»,_2)«.)"-'r  (x)"  +  S  mda  -  1)  t«"~'  f  Wr(.)  +  mtw"""   1"  «i 

?^5^  =  m(m—lK"-2)("i-S)tW"~'f(j)'+e»(a.-l)(m-2)l(i)"~' «.)»■(.) 

+3m(m-l)l«*~'r&)'  +  4m(«-l)t(l)""''  f  (x)  C  («)  +  mt  (i)'*"'  f'(x); 

!^'^  =  ii.(i«-l)(ni-2)(m-8)(m^4)t(x)"~'rW+I0o(m-l)(»-2)(m-S) 

l(x)"~'r(x)'rti)+15n(m-l)(«-2)I(i)"~'r(i)r(x)«+10m(iii     l)(m-2)lCi)"~' 
f(x)'l"(x)  +  10m<m-l)I(x)'^'r(x)C(.)+Jm(n-I)l(.)"~'r(.)I'(l)  +  ».t(.)'"' 

PWi 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  — —  mit  dem  Gliede  m(m  —  1)  ...... 

(m — n-j-l)f(x)*~"f' (x)' anfängt,   während  alle  anderen  Glieder  habere 
Potenzen  von  f(x)  enthalten.     Demnach  ist 


Weith  Abu,  und  lind  F(ft),  F'M F>  (a)  Nall,  Dicht  ftb«  F" '(a)  ==  0,   to   mOmn 

Mush  {(a),  r(k),  .  .  .,  P  (&)  NdI)  hth,  da  loiut  =;j^  nach  {.22  nicht  eDdlleb  «Ire,  wu 
gegen  die  AuMhine  atnitet.   4m  Texte  wird  hieroo  mebifaeh  ßebiveh  gemtebl. 

Dit.rtr.  DM«»««iii-..toMirr.wuota«f.  t^OOolr 


AufleinngdH  OI«iehnng  f  (z)  =  O. 


«tW 


.(»-!)...  lP(i)  +P. 


von  P  jedeofallB  den  Faktor  f(x)  enthält,  so  daeB  ffirx  =  a; 


•  l(« 


=  .(»-«  ...irw 


ist.     Wie  femer  leicht  ersichtlich,  verschvinden  alle  Differentialquotienten 
Ton  f(x)'  bis  znm  n*"  fllr  x=a,  so  dass 

r    .  i'iw     ,  8'fM'         ■ ,    »'iw'"  ■ 


-]. 


-  1.2.3..  .nfd) 

Aas  den  obigen  EntwicliluDgen  ergibt  eich  aber  leicht  far  x  = 


er (i)r' w.  :^7f?-=6f"(a)'-|-8f(a)f{.),  ^/-=2or'(»)Cw+ioPWf*<»). 


6*fW 


=86r W'fW,  ^-^=90P{»)P'(«)'+eOP(.)'('(a) 

?lii;^=240P(»)'f"W 

Demnach  ist: 

. l_   . A.rw  -A.f'(a)  — eA.f-(.)r(») 

•~f{«)'^~      1.2r(«)"      •"  1.2.3f(«)>  *  1 

.       -A.f*f»)-2A,[3fW  +  4r(a)f(a)]-36A.f-Wr'(a)  f 

*~                                        1.2.3.4f'W                                        •  )  W 

-A,t'(.)-10A,[2r(a)t'(.)  +  f'(a)f*(a)]-30A,P(a)[3r'(»)'+2f(a)f»]l 
A  -210A,f(ft)'f'(») \ 

•~  l.ä.3.4.6f'{a)'  ■' 

O.  s.  w. 

Will  man  nun  mittelst  dieses  Verfahrens  eine  Wurzel  einer  vorgelegten 
Gleichung  gt(x)=:0  berechnen,  so  muss  man  bereits  einen  angenäherten 
Werth  a  derselben  kennen,  so  dass  9>Ca)  nahe  an  Null  ist.  Setzt  man 
dann  die  Gleichung  unter  die  Form  y{x) — 9(3)=^  —  <f{^)  und  in  (35)  des 
§.21  f(x)  =  5p(x)  — y(a),k=^— 9.(a),"soistf(a)=0,  und  f  (a)=5i'(a), 
also  (  Tpr)  =  — 7,  y  nicht  Null.  Endlich  wird  man  immer  annehmen  dür- 
fen, es  sey  y'(x)(=f'(x))  nicht  Null  von  x:=a  bis  zur  gesuchten  Wnrzel, 
da  letztere  nahe  an  a  liegt  und  man  immer  a  so  Soden  kann,  dass  nicht  9)'(a) 
=  0.  Da  nnn  allgemein  f  *(x)  :=  ^'(x),  so  wird  man  aUo  hiernach  die  Grös- 
sen Ai,  Aj,  ....  mittelst  (c)  herstellen  and  dann  gibt 

i  =  »-A,».(.)+A,r{«)*— Ä,».(a)'-f- 

die  gesncbte  Warcel.  Die  Konvergenz  dieser  Reihe  vird  sich  im  Allge- 
meinen nnr  schwer  ermitteln  lassen;  man  wird  daher  getrost  einige  Glieder 
*  derselben  berechnen  und  ans  ihrem  (etwaigen  raschen)  Abnehmen  schliessen, 
dieselbe  konvergire  rasch,  somit  nnr  die  etlichen  ersten  Glieder  gelten  lassen 
nnd  schliesslich  sehen,  in  wie  weit  das  gefundene  Resultat  wirklich  als  Wnrzel 
der  Gleichung  angesehen  werden  kann. 

Einige  Beispiele  mögen  das  Verfahren  erlKutePn : 


i/Goo^^lc 


H*xiiiia  nnd  Ulnima  eioar  Funttion.  S3 

I.  Di6Gleichungx'—60x»+9e9i— 3734  =  0  hat  eine  Wurial  nahe  ftu  21. 
FOr  x^21  ist  <p(x)^iG,  also  »chreibe  man  die  Gleichung  auch  so: 

i'— eOi'+SÖSi— 3780  =  — 46. 
undliatf(x)  =  i'— 60t*+999i~3780,  k=  — (p(a)  =  —  46,   a=21,  f  (a) 
=— I98,f'(a)  =  e.f^{a)=6,f*Cft)=0: 

1  _    3_  216         _"3206    .»_      168738 

'~      198'     '  ~  198»*  ^  -       198»*     '  ~  iW       "         198 

^„.  .   46    ,  3.46'  ,  216.46'     8206.46*  .  168738.46' 
'"  '         "''198^  198''''    198'    "^     198'     "^       198'      "r  ■  ■ "  • 

=  21 -|-0-232S23+0-000817+01)0006B+0000001 +0-000000 
=  21-233210, 
welcher  Werth  auf  fünf  DezimHjatellen  rlchüg  ist     (Vergl.  „Grandzage"  S.  179.) 

n.  Man  soll  die  Gleichung  x  =  2Binx  auflasen.     Für  x  =  r8849556(=I08<>) 
ist  i  —  28ini  =  — 0-0171674, 

so  dMS  man  die  Gleichung  schreiben  wird:    z— 2sinx+0-0171674=0-0171674. 
Dann  ist 
f(i)  =  x— 2iini-t-O-0171574,— ff<a)=0-OI7l674.  a=l'8849656(=10e»),f(a)  =  r6180a4, 

("(a)=l  902113,  (•(»)=— 0-818034,  f*(»)=— 1-902113 

_.      1  _      0-951066  1-97S678 

*~|-618034*     '~       1-618034''  ■^^1-618034'' 

,,j«^..,.  ,  Ofll7lB74      Q-9S1056. 00171674'  ,  1 -978678. 0-0171 674*. 

=  1-8849666+0-0106038— 0-0000661 +0-0000009=  1-8954942, 
odsr  Trenn  man  diese  GTftsse  in  Winkelmass  ausdrückt:    z=  108°36'I8-T"  (T«rgl. 
mein  „Handbach  der  ebenen  und  sph&riBehen  Trigonometrie"  S.  100). 


Fünfter  AtMchnitt 

Von  den  grössten  und  den  kleinsten  Werthen  für  Funktionen 
einer  unabhängig  Veränderlichen. 

§.  24. 
Sey  y  =  f(x)  eine  beliebige  Funktion  von  x,  nnd  es  erlange  dieselbe  für 
x=^a  einen  Wertb  f(a)  so  beschaffen,  dass  derselbe  grösser  Ist,  als  diejeni- 
gen  Werthe  von  r(x),  die  man  erhält,  wenn  man  x  Werthe  beilegt,  die  nnr 
wenig  grosser  oder  kleiner  sind  als  a,  so  Fig.  8. 

sagt  man,  y  habe  einen  grössten  (MaximniQ-) 
Werth  erlangt;  ist  dagegen  fCa)  kleiner  als 
die  HDUlittelbar  vorhergehenden  nnd  nacb- 
fblgenden  Werthe  von  f(x),  so  hat  y  för 
x=:a  einen  kleinsten  Werth  (Minimum)  c 
erlangt.  Stellen  wir  (Fig.  8)  den  Lauf  von 
f(x)  durch  eine  Knrve  dar  und  ist  OK  die 
Abszissenaze,  0  der  Anfangspunkt,  so  sind 
Aa,  Cc,  Ee,  Gg,  Ji  grösate  Werthe  der  Ordinate,  während  Bb,  Dd,  Ff, 
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Hh,  Kk  MeiDStä  Wertbe  Bind.  Es  ist  ans  der  Fignr  ersichtlich,  dass  ganz 
wohl  ein  Minirnnm  grösser  seyn  kann  als  ein  Mazimnm,'  BoistDd!>Äa, 
trotzdem  ist  erstere  Grösse  ein  kleinster  Werth ,  letztere  ein  grösster.  Eben 
Bo  ist  klar,  dass  nicht  zwei  Maxima  oder  zwei  Minima  unmittelbar  anf  ein- 
ander folgen  k&nnen ,  Bondem  dass  immer  Masima  and  Minima  abwechseln, 
wenn  überhaupt  eine  Funktion  in  ihrem  Verläufe  mehrerer  Mä^ima  nnd  Mi- 
nima föbig  ist.  Das  eigentlich  CharakteristJBche  des  Maximams  ist  näm- 
lich offenbar  das,  dass  die  Fnnktion  7,  wenn  sie  in  die  Nähe  desselben  ge- 
langt, (mit  wachsendem  x)  znerst  wächst  nnd  dann,  wenn  sie  über  den  Ma- 
ximum-Werth  hinausgegangen  ist,  abnimmt,  so  dass  also  ein  Wechsel  von 
Znaehmen  und  Abnehmen  im  Augenblicke  des  Maximums  stattfindet.  Das 
Charakteristische  des  Minimums  dagegen  ist,  dass  im  Augenblicke,  da  die 
Fnnktion  durcb  dasselbe  geht,  ein  Wechsel  von  Abnehmen  zu  Zunehmen 
stattfindet,  immer  die  Grösse  x  wachsend  gedacht.  Daraus  erklärt  sich  ganz 
Ton  selbst,  warum  nicht  zwei  Maxima  oder  zwei  Minima  auf  einander  folgen 
können. 

Knn  haben  wir  in  §.  13. 1  gesehen,  dass  wenn  y  wächst  mit  wachsen- 
dem X,  nothwendig  ^  positiv  ist;  dass  dagegen  —■  negativ  ist,  wenn  y^b- 
nimmt  mit  wachsendem  x.  Daraus  folgt,  dass  wenn  y  in  die  Nähe  eines 
Maximom-Werthes  gelangt,  ~  vorher  positiv,  nachher  negativ  ist;  dass 
dagegen,  wenn  y  in  die  Nähe  eines  Minimum- Werthes  gelangt,  ■—  vorher 
negativ,  nachher  positiv  ist.  Man  kann  also  sagen,  dass  fUr  y^Maximum, 
g^  von -|- zu  —  übergeht;  fttr  y= Minimum,  ^^  dagegen  von  —  zu  4-.  Der 
Uebergang  von  -j-  zu  — ,  oder  von  —  zu  -|-  geschieht  nun  dadurch,  dass 
g^  durch  0  oder  00  geht;  *  so  dass  also  fUr  das  Maximum  oder  Minimum  t- 
=  0  oder  oo  ist.     Daraus  ergibt  sich  nun  folgende  Regel: 

„Um  diejenigen  Werthe  von  x  zq  finden ,  die  y  zu  einem  grdssten  oder 
kleinsten  Werthe  machen  können ,  setze  man  ip  =  0  oder  =  od  ,  nnd  be- 
stimme die  hieraus  folgendeit  Werthe  von  x-." 

um  nnn  zu  entscheiden,  ob  ein  so  gefnndener  Werth  von  x  die  Funktion 
y  zu  einem  grössten  oder  kleinsten  Werthe  macht,  beachte  man,  dass  das 
Erstere- stattfinden  wird,  wenn  ^  fftr  diese»  Werth  von  -|-  zu  —  übergeht, 
d.h.  vor  diesem  Werthe  positiv,  nach  demselben  negativ  ist;  dass  dagegen 
das  Letztere  sUttfindet,  wenn  ^  von  —  zu  -f-  übergeht.  Beachten  wir  zu- 
nächst diejenigen  Wertbe  nicht,  die  g|  =  oo  geben,  so  wird  man  also  über- 
sichtlich sagen : 

•  För  52  =  a_xpJitbeIi  =  »  die«  Gröiie  to»  +  10  —  dnrcliO;  '"'e^^JTri 
d*geg*ii  lUi  I  =  a  TOD  —  n  -|-  durch  ec  .  /■-■  1 
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Daraus  ist  klar,  dass  ~  ffir  ein  Maximum  im  Äbnebmen  begriffen  ist, 
fDr  ein  Minimum  im  Zunehmeii;  und  umgekehrt,  wenn  ö~  iQ)  Abnefamen  be- 
griffen ist,  hat  man  ein  Maximum.  Denn  dami  ist,  da  ^  selbst  =0,  diese 
Grösse  vorher  positiv  (>  0),  nachher  negativ  (<  0),  was  eben  aussagt,  dass 
y  vorher  wächst  und  nachher  abnimmt.  Eben  so  hat  man  ein  Minimum,  wenn 
IP  im  Zunehmen  begriffen  ist.  Nnn  ist  aber  (§.  13. 1)  t-  zunehmend ,  wenn 
^-^>0;  abnehmend,  wenn  r-i < 0 ;  so  dass  man  obiger  Regel  nun  zufügen 
wird  (indem  man  beachtet,  dass  wenn  flir  einen  bestimmten  Wertfavon  z 
die  Grosse  x-^  nicht  Null  ist,  sie  fQr  unmittelbar  nachfolgende  oder  vorher- 
gehende Werthe  von  x  ebenfalls  nicht  Null  aeyn  wird): 

„Diejenigen  Werthe  von  x,  welche  g^  =  0  machen,  geben  in  y  gesetzt 
ein  Maximum ,  wenn  sie  ö~i  negativ  machen ;  dagegen  ein  Minimum ,  wenn 
MC  r-^  positiv  raacheD." 

Sey  a  ein  Werth,  für  den  ^,  d.  b.  f'(x)  =  0  nnd  seyen  die  Grössen 

r<<).  f'(x>,  r'W ^V> 

flir  x^a  sämmtlicb  0,  dagegen  nicht  f"(a)  ^0.  In  diesem  Falle  würde 
obige  Regel  nicht  ausreichen.  Um  sich  jedoch  hier  zu  helfen,  bemerken  wir 
zunächst,  dass  wenn  f'(a)^0,  wo  r<n,  aber.f'(x)  vor  x^aund  nach 
i=a  positiv  ist,  nothwendig  ^""'(3)  ein  Minimum  ist,  d.h.  da  f~*(a)  =  0, 
dass  vor  und  nach  x  =  a  nothwendig  f^*(z)  positiv  ist.  Denn  da  f  (x)  im- 
mer positiv  ist  vor  und  nach  x  =  a,  wird  f'~^(x)  vor  nudnach  x  =  a  wach- 
sen (§.  13. 1),  ako  da  f'^(a)  =  0,  so  wird  f^'(x)vorx=a  negativ,  nach 
X  ^  a  positiv  seyn ,  woraus  ganz  unmittelbar  folgt ,  dass  f'~  (x)  für  x  ^  a 
em  Minimum  ist,  indem  diese  Grösse  vor  x=?a  abnimmt,  nachher  wächst. 
Ist  f '(a)  nicht  =  0 ,  sondern  positiv  (aber  f  *"*(»)  ==  0),  so  hat  man  offenbar 
dasselbe  Resultat. —  Wäre  f(a)  =  0,  aber  f'(x  vor  und  nach  x^=a negativ, 
(oder  wäre  f  (a)  geradezu  negativ),  so  wäre  f '  (a)  eben  so  ein  Maximum, 
also  da  f'~'(a)=0,  so  wäre  f'~*(x)  vor  und  nach  x  =  a  negativ. 

Sey  nun  f  "(a)  >  0 ,  so  ist  f"~  (a)  ein  Minimum ,  also  f*~  (x)  vor  und 
nach  x^a  positiv;  dessgleichen  also  auch  f*~^(x)  und  dann  f"  (x),  .... 
Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  wird  also  f"(x)  vor  und  nach  x  =  a  positiv 
seyn,  mitbin  y  =  f(x)  einen  Minimum-Werth  haben;  ist  dagegen  n  ungerade, 
so  wird  f'(x)  vor  und  nachher  positiv  seyn,  sein  Zeichen  also  nicht  wecbseln, 
mithin  man  weder  grössten  noch  kleinsten  Werth  von  y  haben. 
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Sey  zweitens  f'(a)<0,  so  siod  f*~*(^),  ('"'(x) vor  und  nach 

X  =  a  negativ;  ist  also  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist  P'(x)  vsr  und  nach  x  =  a 
negativ,  also  wird  P(.x)  vor  und  nachher  abpehmen,  d.  h,  da  f  (a)^=0,  so 
wird  f  (i)  vor  x=^a  positiv,  nach  x^a  negativ,  mithin  fCa)  ein  Maximnm 
seyn.  Ist  aber  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  f  (x)  vor  nnd  nach  x  =  a  nega- 
tiv, also  f(a)  weder  ein  grösster  noch  ein  kleinster  Werth.  Zu  obigen  Re- 
geln wird  man  also  noch  hinznsetzen:  „Sind  von  den  Grössen  P(x),  f*'(s), 
f"Cx), .  .  .  .  eine  Reihe  von  Anfang  her  für  x=:a  gleich  0  nnd  ist  die  erste, 
welche  nicht  0  ist,  von  gerader  Ordnung  (d.  h.  f"(x),  f*(x),  •  ■ .),  so  ist  f (a) 
ein  Maxirnnm ,  wenn  dieselbe  negativ,  ein  Minimum,  wenn  sie  positiv  ist. 
Ist  dagegen  jene  erste,  die  nicht  0  Ist,  von  ungerader  Ordnung,  so  ist  f(a) 
weder  eio  graaster,  noch  ein  kleinster  Werth." 

Wir  haben  im  Vorstehenden  vorausgesetzt,  es  sey  y  direkt  als  Fonktion 
von  z  gegeben;  wäre  dies  nicht  der  Fall,  sondern  man  hätte  die  Gleichung 

f(x,y)  =  0,  60  würde  man  eben  ^.  ~, nach  §.  12  daraus  bilden  und 

in  der  angegebenen  Weise  verfahren. 

Endlich  kann  es  sich  ereignen ,  dass  man  znm  Voraus  weiss,  dass  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfinden  werde,  and  man  nur  den  betreffenden 
Werth  sncht ;  alsdann  genügt  es ,  blos  r^  =  Ö  (oder  oo  )  zu  setzen. 

Wir  haben  bei  den  obigen  Regeln  blos  die  Wurzeln  der  Gleichung  t-^ 
=  0  im  Ange  gehabt;  beachtet  man  die  ebenfalls  zulässige  Gleichung  ^ 
=  00  und  ist  x=a  eine  Wurzel  derselben,  so  wird  man  in  r^  ganz  unmittel- 
bar untersuchen,  ob  diese  Grösse  vor  z=a  von  anderem  Zeichen  ist  als 
nach  X  :=  a,  nnd  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  wird  x  ^  a  in  y  ein  Maximum  ge- 
ben, wenn  t^  vor  x^a  positiv,  nach  x=:a  negativ  ist,  einMinimnm  dage- 
gen, wenn  das  Umgekehrte  stattfindet. 

§.  25. 
Ehe  wir  zu  Beispielen  Übergehen ,  wollen  wir  eine  zweite  Ableitung  der 
in  §.  24  gefundenen  Regeln  geben,  da  es  sicher  nicht  ohne  Interesse  ist,  den- 
selben Gegenstand  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  zu  betrachten.  Wir 
bedürfen  dazu  des  folgenden  analytischen  Satzes :  Sind  A« ,  A, , . . . ,  A^  be- 
stimmte endliche  Grössen,  so  kann  in  dem  Ausdrucke 

die  GrÜBse  h  immer  klein  genug  angenommen  werden ,  dass  der  ganze  Aus- 
druck dasselbe  Zeichen  hat,  wie  sein  erstes  Glied.  CVergl.  „Grundzüge" 
S.  133).  Man  braucht  zu  dem  Ende  blos  zu  zeigen,  dass  der  Werth  des  er- 
sten Gliedes  (obue  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  grösser  seyn  kann,  als  die 
Summe  aller  Übrigen  Glieder.     Sey  nämlich  B  eine  positive  Grösse,  grösser 
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als  der  Werth  irgend  einer  der  Gröeaen  A, ,  Ä, , . . . ,  A,.  «<>  ist  B  (li'~*"'+ . . . 
+  h'^")  siclier  grösser  als  A,  11"+*+  .  .  .  +A,h'^.     Die  erste  Grösse  ist 

aber  B  Q'     ,^  "''     )  =  Bh'''"(g£/)'  '^^  "^^  *'*° 

ist,  Bü  ist  unser  Zweck  erreicht.     Dazn  genügt  es,  d&ss 

sey,  wobei  wir  A„  als  positiv  voraussetzen,  oder  wenn  dies  niclit  der  Fall 
wäre,  seinen  positiven  Wertb  nur  in  Rechnung  bringen  wollen.  Eben  so 
sehen  wir  h  als  positiv  nnd  kleiner  als  1  an,  denn  für  h  >  I  hätte  der  zo  be- 
weisende Satz  jedenfalls  nicht  statt. 

Es  mnss  also,  da  h  —  1  und  h' — .1  negativ  sind 

seyn.  Macht  man  A^  (1 — h)>Bh,  so  istaiichA,(r — h)>Bh(I — h'), 
»dutalu  A,-A„h>Bh,  A„>(B-|-AJh,h<^-^ 

seyn  soll,  damit  unser  Satz  wahr  sey.  Da  man  aber  immer  h  dieser  Bedin- 
gnng  entsprechen  lassen  kann ,  so  ist  also  unsere  Behauptung  gerechtfertigt. 
Wir  haben  hiebet  b  als  positiv  vorausgesetzt;  doch  sieht  man  leicht,  dass 
f&r  ein  negatives  h  ganz  dieselben  Resultate  gelten,  da,  wenn  fUr  ein  positives ' 
h  der  Werth  des  erstes  Gliedes  mehr  ist  als  die  Summe  aller  übrigen  positiv 
genommenen  Glieder,  so  ist  flir  dasselbe  negative  h  das  Nämliche  richtig, 
da  das  erste  Glied  hdchstens  sein  Zeichen  wechselt,  sein  Werth  aber  eonat 
derselbe  bleibt. 

Sey  nun  a  ein  Werth  von  x,  für  den  f(z)  ein  Maximum  ist,  so  mass 
f (a-|-h)  <  f (a)  seyn ,  es  mag  h  positJv  oder  negativ ,  immer  aber  sehr  klein, 
seyn,  ist  dagegen  f(a)  ein  Minimum,  so  muss  f(a-^h)>^f(a)  seyn  fllr  ähn- 
liche h.  *  Man  kann  auch  sagen,  dass  im  Falle  des  Maximums  f(a-l-h) 
— f(a)<0,  im  Falle  des  Minimums  f(a4-h)  —  f(a)>0  seyn  muss  fSr  kleine 
(beliebig)  positive  oder  negaUve  Werthe  von  h.     Kun  ist  aber  (§.  15): 

K.+b)=i(.)+bf(.)+^rw+...+,|L.  ,>(.)■,■ '■"^''^•^V+«M, 

.(.+b)-f(.)  =  bf  (.)-t-^rw+. .  .+^  /■(.)+  ''"^i'.'^f^,"'''. 
unter  der  Voranssetzung  immerhin,  dass  f  (x)  endlich  sey  von  x  =  a  bis 
x  =  a-|-h.  Da  nun  aber,  nach  dem  Obigen,  das  Vorzeichen  der  zweiten 
Seite  (für  kleine  h)  von  dem  ersten  Gliede  abhängt  und  dieses  sicher  sein 
Zeichen  wechselt  mit  h,  so  könnte,  in  so  ferne  hP(a)  als  erstes  Glied  bleibt, 
f(a-j-h)  —  f(a)  nicht  filr  positive  und  negative  kleine  h  von  demselben 
Zeichen  seyn,  d.  h.  f(a)  könnte  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  seyn. 
*  Und  iiD^k«liit:  fBrr(a-|-h)  — t(a»Oiftf(a)  tinHiDimom  U.I.W. 
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F&r  ein  solches  moBs  also  hf  (a)  nicht  das  erste  Glied,  d.  h.  es  muss  f  (a) 
=  0  seyü.  Ist  alsdann  f"(a)  nicht  0,  so  ist  j-ö'"C'i)  d**  erste  Glied  und 
behält  iQr  positive  nnd  negative  h  dasselbe  Zeichen  wie  f'(a);  ist  somit 
f"(a)>0;  80  hat  man  f(a+h)  — f(a)>0,  also  f(a)  =  Mimmnm;  ist  da- 
gegen P'(a)<0,  so  ist  f(a-fh)  — f(a)<0,  also  f(a)=Maximum.  Wäre 
auch  f  (a)  =  0,  also  g^'W  das  erste  Glied,  so  TQrde  die  zweite  Seite 
ihr  Zeichen  mit  h  wechseln,  könnte  also  auch  f(a-|-h) — f(a)  nicht  für  po- 
sitive und  negative  h  dasselbe  Zeichen  behalten,  d.  h.  f(a}  weder  Masimnm 
noch  Minimam  seyn,  wenn  nicht  f'(a)=^0.  Im  letzteren  Falle  hätte  dann 
die  zweite  Seite  dasselbe  Zeichen  wie  f*(a),  so  dass  fitr  f*(a)  >  0  jetzt  f  (a) 
ein  Minimum,  für  f*(aXO  aber  f(a3  ein  Maximum  wäre.  Wenn  f*Ca)^0, 
so  müsste  aach  f'(a)^0  u.  s.  w.  Man  übersiebt  leicht,  dass  man  ganz  dte- 
eelben  Regeln  erhält,  die  ia  §.  24  anfgestellt  wurden. 

Wir  haben,  wie  bereits  gesagt,  hier  zonäclist  nur  den  einfachsten  Fall 
dieser  Art  von  Aufgaben  im  Ange,  und  behalten  nns  vor,  den  allgemeiDeren 
später  zur  Erörtemug  zn  bringen.  Für  den  Angenblick  wollen  wir  an  einer 
Reihe  von  Beispielen  zeigen,  in  welcher  Webe  die  vorstehenden  Regeln  an- 
zuwenden sind. 

5.  26. 

I.  Man  mU  X  BO  bestimmen ,  daasy^x   (a — z)   eia  Haximuis  oder  Hinimum 
werde.     Dabei  letsen  wir  m  and  o  positir  nnd  ganz ,  a  eben  so  positiv  Toraus. 
Hier  ist 
|^=x"~\a-i)''~'[ni(a-x)-i..],  ^=>'^*{>-x)"~*[m{m-l)(«-i)* 
-2n.ni(«-i)  +  n(t.-I)xa 
Soll  nun  oT^^=0  seyn,  ao  ist  dies  mOglicb,  'weunm(a — i)  —  dx^O,  ^^^^TZ.' 
was  auch  m  und  n  seyen;  oder  wenn  z=;0  fiir  mi>I,  oder  a^x  iur  d^I.     Für 

am          6*¥              mnii  ,  ,  ,  am 

*^m+n       ei*^" ^:p;i5,  d.h.  negativ,  sodass  x^—r^    umuer  ein 

Maximum  gibt. 

geradezu  zu  untersuchen.     Sey  aUo  x^04-h=h|in>l,  so  ist  danu  gi^  b"~ 

<a — h)*"  [ma — (m-f-n)h]  und  da  h  sehr  klein,  a  positir,  so  wird  dieae  GrOsie 
iouner  positiv  seyn ,  was  anoh  h  ist,  wenn  m  —  1  gerade,  also  m  angerade ;  dagegen 
wird  sie  positiv  mit  positivem  h,  negativ  mit  negativem  h  seyn,  wenn  m^ — 1  unge- 
rade, also  m  gerade  ist.  Daraus  folgt,  dass  fttr  x  =  0  die  Grflsse  i  (a  — x)  ein 
Minimum  ist,  wenn  m  gerade;  aber  -weder  Minimum  noch  Haximum,  wenn  m  UU' 
gerade  ist. 

Ist  zweitens  x  =  a-|-h,  so  Ut  g|={ft+h)"~'  (— h)'~'[  — mh  — D(a+ h)] 

tmd  da  bei  kleinem  h  sieher — roh  — n(a4-h)  negativ,  so  wird  g^  immer  negativ 
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•e;n,  wenn  n — 1  gerade;  dagegen  peaitiv  bei  poiitivem  h  und  oingekehrt,  wenn 
n — 1  DDgerade  ist.  AUo  gibt  z:=a  ein  Minimum,  wenn  n  gerade,  und  weder Hi- 
oimDm  noofa  Hazimum,  wenn  n  ungerade  ist. 

POry^^x  (a  — x)  hat  man  also  blos  Haximum,  wenn  i;=  ya, 

FQr7=:x  (a — x)*  hat  man  Maximum,  wenn  x=^-^,  Uininmm,  wenn  x  =  a. 

FBry=xM*— 3t)'-      -  -  -     '^  =  Y'         '  "     *="• 

Mininnun,  wenn  x^O,  u.a.w. 

Die  ente  dieser  OrOtsen  entspricht  der  Auf^be,  aus  der  gegebeaeo  Summe  a 
tweier  an  einaudeT  stosseuder  Seiten  eines  Beohtecks  das  mOglioh  grOsste  ßecbteok 
m  bilden.  Ist  nftmlich  x  die  eine  Seite ,  a — x  also  die  andere ,  so  ist  die  Fläcbe 
=:x(a — x)  und  wird  ein  Haxiroom,  wenn  xr=-g-,  wo  dann  auoha  —  z  =  -^,  sodass 
das  fragliehe  Rechteck  ein  Quadrat  ist. 

Eben  so  findet  mau,  dass  e^^-  e~*-|-2c<iax  ein  Maximum  fltr  x^=^0  (wobei 
man  bis  zum  vierten  Differentialquotienteu  geben  muse).  x*-|~Ax4^b  ^'>i  Minimum 
für  x=: — g-;  —  ein  Maximum  filfx^e;  i'e~"*  ein  Maximum  ist  für  i=a(a>0). 

n.  Man  soll  die  Weitha  *an  x  bestimmen ,  fOr  welche  7  ein  Maximum  oder 
Minimum  wird,  wenn  immer 

y._3,y_2l4-,'=0. 

Hau  hat  hieraus  ' 

and  da  fUr  das  Maximum  oder  Min'Tnnm  r-^  =  0 ,  so  ist  also 

— 3y— 2+2i  =  0, 
aus  welcher  Gleiebnng,  in  Verbindung  mit  der  gegebenen,  x  nud  j  bestimmt  werden. 
Man  bat  zuerst 

7  =  l-  (>— 1).  >1«  4-  (i-l)'-2i(.-I)-2i+i"=0,.  =  -|->  •'^  —'■ 


fly      ^  B'y  — 2 

»uidg^=0,  so  ist  pp  =  2t— 8^  (fOr  obige  Werthe  von  x  und  y). 

2  2 

fVjT  =  -^,  y=- — ^  ist  dies  =:1,  also  y  eb  Minimum;  für  x=^  —  2,  y=:2: 

—  1 ,  also  y  ein  Maximum. 

III.  Ans  swsi  gegebenen  Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  da«  gTQsstmDglioha 
Dreieck  lu  bilden.  Sey  x  der  Winkel,  unter  dem  die  Seiten  sieh  schneiden,  so  ist 
y=:  }  absinx  die  Fläche  des  Dreiecks.  Dann  ist  ™=  \  abeosx ,  ^  =—  'ab 
sinx,  ^80  damit  g^=0  sey,  muss  x=90',  d.  h.  das  Dreieck  ein  reehtwinkliohes 

mit  den  Katheten  a  und  b  seya.     Für  x^M'  ist  rn^ —  1  ab,  also  negativ,  mit- 
hin das  Dreieck  ein  grSsstes. 
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IV.  unter  iallen  Rechtecken  von  gejfebenem  Inhalte  &  du  za  «uohen,  du  den 
U«iiutell  Dm&ng  hat. 

Sef  en  x  und  t  zwei  aneinander  stossende  Seiten ,  so  ist  zunächst  z  z  ^  a ,  bAmo 

X^  —  ;  ferner  iat  der  Uni&ngr=.2x  +  2z  =  2x  +  — ^jf  und  mithinr-^S ,-, 

8't     4a  8't 

g— ^  =  —,-.     Da  g — i  sonach  immer  positiT ,  io  int  der  Dmfiuig  wirklich  ein  kleintter. 

Ferner  i»tr-  =  0,  wenn  2^— j-,  x=:  ^a  ,  woraus  auch  z^  — ^V'a,  sodast  das 
gesuchte  Rechteck  ein  Quadrat  ist. 

Fijf.».  V,    AE  (Fig.  9)  stehe  senkrecht  auf  AC;  BC=a  sey 

gegeben,  eben  so  AB:=b;  man  Boll  den  Punkt  D  finden,  in 
weichem  die  Linien  BD  und  CD  mit  einander  den  girOsslen 
Winkel  mocben. 

Dass  hier  nur  von  einem  Maximum  die  Bede  sejrn  kann, 
ist  klar;  ein  Hinimnm  fände  sich,  wenn  D   in  A  w&re,   da 
da  dann  CDB  =  0  geworden.     Wir  brauchen  also  blol  den 
eigentlichen  Werth  des  Maximums  aufzusuchen.     Sej  nnn  AD^x,  so  iit 
tgCDA  =  ^^.  tgBDA  =  — . 


tsCDB  = ri — TTT.  indem  CDB=CDA — BDA. 


Da  sicher  CDB  ein  spitzer  Winkel ,  so  ist  seine  Tangente  auch  e 
a+b      b 
nn  der  Winkel  ein  Maximum  ist,  so  dass  7  =  — 


ximum  werden  muss.     Daraus 

Dann  ist  tgCDB  =  5^^^^^  =  ^^-7^=. 

2b(»+b)       2Vfc{»+b) 

Was  die  beiden  Winkel  bei  B  und  C  anbelangt  (in  dem  Dreiedce  CDB),  so  ist 

■lio    «(B— C)= I_J '+''  -».B-c^ao». 

(Man  vergl.  damit  mein  „Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie" 
S.  113.) 

Man  erhftlt  dieselbe  Auflösung,  wenn  man  sich  die  Angabe  stellt,  den  PuoktD 
an  dem  senkrechten  Thurme  A£  za  finden,  in  welchem  BC  unter  dem  grOsstcn  Ge- 
sichtswinkel erscheint. 

VI.  Die  Punkte  A  und  B  (Fig.  10) ,  so  wie  die  Gerade  MN  sind  gegeben ;  man 
soll  in  letzterer  C  so  bBttimmen,  dass  die  Summe  der  Geraden  AC-j-BC  die  kteinst- 
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Beispiele  täi  die  BeitimmDng  der  Huiinft  Bad  MlnimB. 

mOgliohe  lej.  —  Dmi  es  sich  hier  nur  um  ein  Hinimum  ' 

handeln  kann,  ist  aus  geometrisch eu  Gründen  klar,  eben 
■o,  'dass  der  Funkt  C  zwischen  D  und  E,  die  Fusspunkte 
der  TOn  A  und  B  aaf  HN  geiogeneo  Senkrechten ,  fallen 
mvsa.     Sey  also  AD  =  a,  BE  =  b,  DE  =  o,  DC  =  i,  also 


(Han  darf  hiev  nicht  bx= 
bc 
■itir  aind.)^  Danui«  c  —  x^  -  r  v.  d.h. 

i:c  — x=a:b,  DClCE=AD:BE, 
lo  das«  die  Dreiecke  ADC  und  BEC  ähnlich,  also  die  Winkel  ACD  und  BCE  gleich 
•ind.      (Ein  Ton  A  ausgehender,   an  MN  zurückgeworfener  und  nach  B  gelangender 
Licbtfltnhl  legt  also  den  mOgltcfa  kleinsten  Weg  zurück.) 

VU.    An  einem  Hebel  (Eig.  1 1),  dessen  Stützpunkt  in  A  Fig- 11- 

ist,  virkt  in  B  die  bekannte  Kraft  F,   wobei  ÄB  =  a;  das  ta 

Gewicht  der  gleich  dicken  Hebelstange  ist  :;=b  für  die  £ia-     j         Jt  j 

heit  der  Lttnge.     Wie  lang  muss  der  Hebel  seyn,  damit  an  Ö* 

■einem  Ende  die  möglich  kleinste  Kraft ;  der  P  das  Gleich*  '^ 

geirioht  halt«  ? 

Sey  AC^x  die  Hebellünge,  spin  Gewicht  also  bz,  so  hat  man  fiir  das  Gleich- 
gewicht: 

-     ■        -  -      ■      B'r     2»P 


2  '  8i 


iO'dau  also  r +^^0,  1=  y/ -j— 

ev  * 

•eyn  musfl.    Da  öp>0 .  w  hat  man  für  j  wirklieb  ein  MinimuDi=  - 


=  VSabP- 

TIIL  Jn  eine  Kugel  vom  Halbmesser  r  soll  man  deigenigen  senkrechten  Kegel 
einschreiben,  dessen  gesammte  Oberfläche  ein  Maiinium  sey. 

Sey  X  die  Entfernung  des  Kngelmittelpunktes  von  dem  Mittelpunkt  der  Gnind- 
Uche  des  Kegels,  so  ist  der  Hnlbmeiser  der  letzteren  :=  \/t*  —  »',  seine  Höhe 
=  r+i.  also  seine  Seiten  Vr'  — i'  +  (r-pl)'  =  V2T(T+i),niithmdieOberflache 
y  =  «(r'-»')  +  «Vt'_,=  V'2r(r-|-i)  =  «[r'-i'+V(r  +  z)(t-i)VZrfr  +  «)] 


.£■•-.■  +  (,+  *  V2r(r- 
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-(r  +  i)Vä;  =  (t-3.)Vr,,   l6l'(r-i)  =  (,-S«',2r,  Sri'-Si" 


9  aioh  durch  x-'j-r  diridiren  ; 


Da  fOr  x=— r  die  «nt«  Seite  =0,  «o  Uiat  B 
wirklich  ist  die  Oleichuu^  such 

7  1  7  r 

und  da  x'—g-rx-|-yr'=0  die  Wurzeln  x  =  jgr±jgVn  hat,  »o  sind  — r, 

7+V17.    7— Vl7 


16 

doch  lieht,  is 
,„7-V17, 


nicht  0  für  x: 


drei  Wuneln  obiger  kubiachen  Gleichung^.     Wie 
7+V17 


nje- 


,  und  nicht  für  x  = 


wohl  aber  Mr 


=  T^  V190+14V17 .  die  Höhe  = 


der  HolbmeMer  des 

1/17 


^..^v-c-^n- 


IX.  stellen  AG,  BP  (Fig.  12)  zwei  par&Uele  Winde  vor, 
derenEntfemuDg  AB^a  ist,  und  in  deren  einer  lich  eine 
Oeffbvng  BC  ron  der  Hohe  h  befindet,  io  soll  man  entschei- 
den, ob  ein  Balken  DE,  dessen  Länge  ^1,  zn  der  Oeffhnng 
BC  hineingebracht  werden  kOnne  (wenn  l^a). 

Man  wird  natürlich  den  Balken  zuerst  an  der  Wand  AG 

aufrichten,  ihn  aiio  die  Lage  DE  annehmen  lassen  j  wird  nun, 

indem  £  Torwarts,  D  abwärts  gleitet,  die  Erhöhung  BK  des  Balkens  unter  derOefF- 

DUDg  nie  h  übersteigen ,  so  kann  man  ihn  zur  Thüre  bineiabringen,  so  dass  also  der 

grOsste  Werth  dieser  Erhöhung  (BR=7)  kleiner  al«  h,  oder  höchsten  :=  h  sejm 

'   mnu.  Sey  nnn  BE  =  x,  so  istEH:ED  =  x  r  a-j-x,  d.  h.ER  =  ^p-i  y= V ER'-^* 


a+i- 


=  0  zu  letzen  ist ,  ao  hat  man ; 

•  0'-(a+«)']  =  .(e- 


-(•+■)' 


■)' 


Vit: 

..-.+v;p 


-.  und  da  dies 


t  ^  ^  il[2r+  y2i.2r}  =  4  r«;    (ßr  < 


'  +  i   V2(9-V17)- 


7+V17, 
16 


<7+Vl7)\/9-vii 


+  2  (9  -  V  17)  - 


(23      V/l7)TV!ri   ^  «rV2 

?17  J  ~    7  V  9  —  V  17 


8  V  9  -  V  17 
7-V17. 


r_(7  +  V'7)V9 Vli?_(6  +  Sy  17)1,  »eiche  QrtaaenegatiTlat:  fttr: 

"-aVi+ynl-  v  ^"''+'^'"  '^  '^'^J-eV9TvT7 
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BebpUU  Rt  die  Bcitlmmniig  der  Maiima  and  Hinima.  ^3 

=0-Vj;).V^=.0-\/r:)'.     • 

lejn  muM. 

S.  Han  soll  ein  offenes  zylindrisdies  Ge^a  tdd  bekumtem  Inhalte  a  konitni- 
ren ,  lo  daii  der  Boden  und  die  Wände  die  Dicke  b  haben,  dabei  aber  mOgliohit  we- 
nig  Material  zut  Konstruktion  verwendet  wird. 

Sey  X  der  innere  Halbmesser  des  Bodens,  t  die  innere  Hohe ,  so  ist  der  Inhalt 
=^x*irK  und  da  derselbe  ::^a  sejn  soll,  so  ist  z^— j.  Ferner  ist  der  kOrpeiliehe 
Inhalt  des  Bodens  =(x+b)'7rb,  der  Wiyide=[(i-Pb)'ff  —  i'^Jt,  also  der  ganze 
körperliche  Inhalt  des  Qefässroaterials  ^ 

b«(b+i)'+«s[2bx-|-b']  =  b«{b  +  .)'-|--J(2bii-b*)=j. 

kUo  _     *^  =  2b«(b-|-i)-|j(ahz  +  b')  +  ^  =  0 

b'i.  +  birx-^-^V  =  0-  >i{b  +  >)-^(b  +  i)-=0, 

nnddaDicbtb+x=0.<oiBtn^^,  i^  y/ — ,  dann  z=  —■\/  — ,=  y/—  _ 
d.  h.  es  ist  der  innere  Halbmesser  gleich  der  Hohe  zu  machen.      (Die  Wanddicke  ist 

somit  ganz  gleichgiltig.)     Hier  ist  ö^^=2bff-J j — | j--,  also  >0,  und  man 

hat  somit  ein  Minimum. 

ZI.  Man  soll  einen  Zylinder  Tom  Inhalte  a  konstmiren,  so  dass  seine  Oberfläche 
die  möglich  kleinste  sey, 

,    Sey  wieder  X  der  Halbmesser,  z  die  Hohe,  so  ist  x'nz^a,  z^ — j.  DieOber- 
DSohe  Ut  =2x*ff+2«xz=2)ix'-|-  — =y.  also  muis  g^  d.  h. 


^Vi. 


Hohe  dem  Durchmesser  gleich  seyn  muss.  (Anwendung  bei  Münzen,  deren  Ober- 
lläohe  wegen  der  AbnQtEung  möglichst  klein  seyn  muss.) 

XU.  FOt  einen  Ort  der  £rde,  dessen  geographische  Breite  ^tf  ist,  soll  mao 
deiuenigenStem  (von der  Deklination  x)  angeben,  der  in  der  kOneiten Zeit  Ton  einem 
gegebenen,  mit  dem  Horizonte  parallelen  Kreise  zu  einem  andern  ebeuAlls  gegebe- 
nen solchen  Kreise  gelangt. 

Sey  (i^g.  13)  Z  das  Zenith  des  Ortes,  P  der  Pol,  AB  und  CD  die  iwei  mit  dmi 

"nOO™C 


Beiipiele  (Sr  die  Beiümmune  dsr  Uaiimft  und  Minima. 

Horizoot&te  paralleten  Kreise,  deren  ZenithdistanEen  :=ajatia, 
s^fen;  endlich  S  und  S'  die  Lagen  des  fraglichen  Steni.M,  wenD 
er  durch  die  beiden  Kreise  geht,  ao  das»  PS^=PS'^i.  Der 
WinkM  SPS'  misst  die  2eit  und  es  soll  derselbe  also  eiD  Mini- 
D  mum  seyn.  Ferner  ist  P2r=90''—((i,  ZS'=;«',  ZS^=a.  also 
j  in  den  sphärischen  Dreiecken  ZSP,  ZS'F: 

+  coS9iinicosZPS'. 
woraus,   wenn  man  nach  x  differenzirt  und  beachtet,   dos«  a,  a',  qi  konstant,   aber 
ZPS,  ZPS'  Ter&ndertich  sind,  folgt: 

8(ZPS) 


coszcoiZFS' —  cDs*>BiniBiiiZPS' 


fl(ZPS-> 


i'=ZPS — ZPS'  und  da,    indem  SPS' ^Minimum 'seyn  soll, 
(ZPS)     8(ZPS-) 
— - —  =  — B~~'     B**™***  "**"  die«,  so  -wie  dass  nach  obigen 

r  Bestimmung  von  i,  ZPS,  ZPS'  die  Gleichungen; 
cma=  6in»cosx-|-coi»iEinioo>ZPS,  COBa'  =  Bin»irosi-(-eoi^sinicosZPS'. 

Nun  ist  auch  (vergl.  mein  „Handbuch  der  Trigonometrie"  S.224),  wenn  S,  S' 
die  Winkel  an  S  und  S' ; 


cotgS  =  cotgS',  S  =  S'. 
.s  bequemer  ist,  diese  Gleichung,  sa  ist  auchcosS^oosS',  d.h 
— ,  alny  (sinn' — sina)  =  (coiasina'  —  cosa'sina)  cosi 


cosaKins — coga  iina  iui(a  — a)  ciu1(b- 

worautf  X  bestimmt  ist.    Will  man  ZPS  nnd  ZPS'  haben,  so  ergeben  sie  sich  aus  den 
betreflbnden  spfaftrisehen  Dreiecken. 

Xm.  Man  soU  eine  Zahl  a  in  n  Theile  theilen,  so  dass  das  Produkt  der  Tbeile 
das  mOglieh  grOsste  sej. 

Sind  X,,  zi, ,..,  x_,  die  einzelnen  Theile,  so  nrasi  x,=X]^.,.^x_=—  seju. 
Denn  gesetzt  es  sejen  x,  und  x,  ungleich,  und  es  sej  das  Produkt  x, ..,x^...x,... 
Xj  ein  Maximum,  wobei  x,+...  +  x^^a,  so  würde,  wenn  x'^^x',=:^(x,+x,) 
das  Produkt  x'^  ^'1'^^  '■  (^^- ')'  indem  das  Produkt  zweier  Faktoren  Ton  konstan- 
ter Summe  dann  am  grOssten  ist,  wenn  sie  einander  gleich  sindi  also  wäre 

i,...i',...i'....i,>i....i,...i,...i,, 
und  aueb  Xi  +  ..x'^-j-..x'j-|~--'~l~^^='*'  ■"  "ä*"  nicht  x,,..,.,  x^  die  Faktoren 
wtLreu,  die  das  Maximum  geben  können.     Was  von  x,,  x,  gilt,  liiist  sich  Ton  allen 
eioielnen  Faktoren  sagen,  sq  dass  sie  also  alle  einander  gleidi  sejn  müssen. 
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Aom.  Iit  y  «Im  itatige  Funktion  tod  x,  >a  wird  lia.iich  b«i  klelneo  AtodsrnBgen  di«- 
■n  IMiterCD  QrtMe  nm  «o  bedeoteodei  Rndam ,  Je  grCtier  ~  tOi  dsn  beträfibiiden  Werth  Ton 
X  iit  (f.  13.  !}■  I)>  ""■''  •  wenn  j  fUi  z  =  a  einen  Mazimnm-  oder  Kinimani- Werth  eriuKt^ 
--^NdU  iat,  BD  wicd  in  d«r  Nftbe  diesei  Wertbei  j  «ich  eehrlangiam  Indern.  Diete  eigen- 
Otfimllche  Erscheinung  in  dem  Gange  stetiger  Funktionen  zeigt  sich  den  Sinnun  in  dem  hori- 
xontalen  Verlast  der  Konen  in  der  Nahe  deiMazimnnu  odarltinimnins  der  Ordinalen;  ferner 
eiUlren  sich  dadarch  eine  Uenge  Erscheinungen.  So  Indeit  sich  bekanntlich  die  Deklination 
der  Sonne  (und  damit  auch  die  Tageslinge)  sehr  langsam  in  der  K&lie  der  SolstitiaJpnnkte. 
d.  h.  wenn  die  Sonne  ihre  grOsste  Entfernung  rom  Aeqnator  erreicht;  inr  Mittagszeit  nShert 
licli  die  Sonne  nur  langaam  dem  Horizonte  n.  s.  w.  Derselbe  Grundsatz  wird  angewandt,  wenn 
man  den  Regenbogen  aus  den  Qesetzen  der  BeSedon  und  Refraktion  des  Lichtei  erklär«!! 
will,  indem  die  parallel  in  den  Regentropfen  eintretenden  farbigen  Strahlen  nur  dum  (nahezu) 
parallel  wieder  atutreteSi  wenn  für  eine  Aeademng  des  Eiufalliirinkeli  die  Aenderung  der 
Richtung  der  austretenden  Strahlen  sehr  langsam  geschieht.  Man  bestimmt  desihalb  für  einen 
Kinfalliwin^l  X  den  Winkel  j,  den  der  nach  ein-  oder  zwei-  oder  dreimaliger  a.  >.  v.  innerer 
R«flezioD  and  zweimaliger  Refraktion  anstretoDde  Strahl  mit  dem  eintreteudan  macht,   und 

Gy 
nicht  sodann  denjenigen  Werth  ton  i ,  für  den  r-^  =  0  ist  j  n.  i.  w. 


Sechster  Atwchnitt 

RethenbiMung  und  Reihensummirung  mittelst  der  Differential- 
RechnuDg. 

§■  27. 
Wir  haben  im  Lanfe  der  voraDgegangenen  UnteraacboDgea  mehrfach 
von  der  IHfferentiatioii  unendlicher  Reihen  zu  sprechen  Gelegenheit  gehaht 
(man  vergl.  §.  16)  und  wollen  diesem  Gegenstände  nonmehr  eine  ausführ- 
lichere Betrachtung  widmen. 

Gesetzt  es  seyen  n^ ,  u, n,  Funktionen  von  x ,  und  es  sey 

■    u,  +  n,+  ,...+n^  =  U, 
SO  ist  sicher  (§.  4.  IV) :  . 

ei''"ez''"       """bi     bi' 


nnd  allgeinein 


6%. 


Ist  aber  die  Anzahl  der  GrSssen  u^ , .  .  .  .  eine  unendlich  grosse,  d.  h. 
ist  die  Reihe  nt4~<'}~l~-  ■  •  ■  unendlich,  so  läset  sich  dasselbe  nicht  so  ge- 
radezu behaupten.     Gesetzt  nämlich,  die  unendliche  Reihe 

%+".+ +\+ 

konvergire  von  z  ^=  a  bis  z  ^  b,  so  wird  man  berechtigt  seyn,  innerhalb  dieser 
Gr&uzen  von  x  ihre  Siunme  gleich  einer  Funktitw  XJ  von  z  zu  setzen,  also  zu 
schreiben :  , ,  . 

GOO'^  Ic 


gg  Stunmlniiig  Ton  Beihen  mittdit  DiKrantialrechniuig. 

«,+■..+  .... +n_^+....=ü. 
Setzt  man  hier  x.-\-Jx  an  die  Stelle  vod  x,  so  wird  man  Jx  immer 
klein  geling  annehmen  küünen,  dass  x-\-Jx  die  Gr&nzeo  anndb(b>a) 
nicht  überschreitet,  wenn  nicht  etwa  z  =  b  ist,  so  dass  also  sicher  auch 
a.  +  Ju.+u.  +  Jo,+  .  .  .  +„_^+Ja__+  .  .  .  ^D+^ü. 
HieraDS  folgt,  nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Konvergenz  („Gnmd- 
zfige"  S.27.  X),das8 

aii.+-Jp,+  . . .  +J\+  ■  ■ .  =ilV. 

Ji  +  -<i  ^    ■  ■  ^  Ji  ^ ^x 

Diese  Gleichong  ist  richtig,  Jx  mag  noch  so  klein  seyn;  Usst  man  also 
Jx  immer  kleiner  Verden,  ond  es  nähert  sich  dabei  die  erste  Seite  einer  be- 
stimmten Gr&nze,  d.b,  ist  die  unendliche  Reihe 

S+l?+-'-+^+ 

noch  konvergent,  so  kann  diese  Gränze  keine  andere  seyn  als  r~   und   man 
kann  also  sagen  ,  dass  aus 

t.+fl,  +  ...+u_+....=r 

^^,to  ^+5^+ . . .  -H  *4+  ■  ■  ■  ■ = '-^. 

8i        8i  Bi  Bz 

in  so  ferne  alle  Mer  vorkommenden  unendlichen  Reihen  konvergent  sind. 
Dabei  werden  die  Gränzen  der  Konvergenz  der  letzteren  Reihen  in  der  Regel 
enger  seyn  als  die  der  ersteren,  wie  sich  schon  gezeigt  hat,  da  wir  bereits 
x^b  für  die  zweite  Reihe,  wenn  nicht  geradezu  anszuschUessen,  doch  zu 
beanstanden  gezwungen  waren. 
Ist  aber  die  nnendliche  Reihe 

konvergent,  ihre  Summe  also  endlich,  so  ist  die  unendliche  Reihe 

1.+".+ 

eine  stetige  Fonktion  von  x  (§.  1),  mithin  (analog  §.  16)  ihre  Summe  D  in- 
nerhalb der  Gränzen  der  Stetigkeit  immer  dieselbe  Funktion  von  z. 
Einige  BeUpiele  mOgeo  das  Gesagt«  erUntem. 

I.  E»ist  i^-i-j-it-i- -1-,  ='--^-i. 

Setzt  man  hier  n-j-l  für  n  und  diffsrenzirt,  so  ergibt  sieh.: 

TerfUrt  man  mit  dieser  Gleicbung  in  denelben  Weite,  ut  ergibt  tioh: 


G  0.0 '^Ic 


1.2+Z.Si+3.«,'  + Hn+I)(ii+2)J 

(.+8)(ii+l)i""-2(.+3)(.+  l).'+'+(.+ai(.+S)i"'''-2 
U-J)' 
li.  Sa  nach  §.  17 

a    =coai-H1ii&i,  B     "  =B%*  =e*(B08i+iiiiii). 
..  U«..     .'<™»+'"""  =.""'+"-"»  =  B'""»[...(,.i.,)+li.(,.l.,)J, 
fenm  (eoi^  +  irin^)  T=\.e*    J  =■'*  =coinf -|~'*''ii>y- 

Setzt  mui  klao  io  der  Reihe  des  j.]7  fSr  e'  iX=r(aoa9>^iaiD9i),  »oirt,  unter 
BekchtUDj^  dieser  Fonaeln ; 

. -■+'-=F+'>i^+ +i[^'+!^'7:i^+ ■■■■]• 

Da  nun  mi  A>^Bi=A'4^'i  folgt  A=A',  B=B',  indem  ja  A — A'=(B'— B)i, 
also  wenn  man  qBadrirt:  (A— A')'= — (B' — B)*,  (A— A')'+(B' — B)*=0,  und 
eiDe  Snnime  sweier  Quadrate  nur  Null  iit,  wenn  jede»  Null  iit,  «0  hat  nmu 

,    .    icu*      j;'«m2i>  ,  ICH«       ,    '.      . 

I  +  —i 1 1^2'+ ^»        '«.{«m»), 


=  e*"' *  iln  (x  rtn  ») , 


1        '       1.2 
was  auch  x  und  y  Bbjn  mOgen.     (Man  rergl.  „OrnudzUge"  S.  34,)    ffieiaa«  fblgt: 

.  icm(p+1)»  ,  i'Mi(n+g)»  ,               BV^^Pid-tn»)) 
co»n»-j ~ 1— _- 1- s , 


SpatwUfDr  9=1: 

co>y-i ( —5 H-  ..  =  e        '^[co>ff(»»{«hi»)  — Ai»i!n(iiiD»)j  = 

e"™»oo»[itü.,+f].  ,in,+  i^J^+?^m^+...=.""''iü»[.rin,+»]. 

III.   Aus  der  Aoalygis  iat  bekannt  („Qrundzllge''  S.  64),  dau 

— •(-^)0-.4.)(-i^O 

'enn  die  Faktorenxahl  ins  UDeodliche  gefShn  wird.     Hiemus  folgt: 

'*"""+'0-^)+'0-ä&)+'0-34-)+ 

od  ftlio,  wenn  mao  diflbrentirt: 


Ut  nun  K*<it',  ao  i«t  (J.  17.  I) 
Danuu  folgt  (fOr  x'  <  ]■*)  1 

Dl«it*r,  DUteuiial-  ■.  IiMfnl-R«hui(. 


?-<'••■—■>  '-rä+Ä+sii+- 


D.j.iicdiiGooi^lc 


BtlbM  Rtr  W4f  X  nnd  dli  BanonflltcbeD  Zahlen. 
=  i-2.[|,+  ^+^  +  i+ 


folgt  hier»i«  (fflr  i 

's"" 

■■~             1 

I.3..4 

.2.. .20     ■ 

__     _  (b) 

Die  Zahlen  B,,B,,B( heiuen  dk  BeTnooUiiehenZAhlea.  Dft(,OrttQd> 

Züge"  S.  25,  YU)  die  Reihe  (»)  konrergirt  fOr  2n>l,  lo  sind  diew  Zahlen  endlich 
und  bestimmt. 

Dm  ftlr  die  Beraonllisehen  Zahlen  eine  Bestimmung  zu  erhalten,  beachten  wir, 
du»  ans  (b)  folgt:  , 

•ln«r,      2'B,i'     2'B,j*  T 

d.h.  (9.17): 

1.2^1. .4      --i,*       1.-3^1. ..6  JV         1.2         1...4  J 

Hnltiplicirt  man  auf  der  Kveitjen  Seite  und  letct  dann  Jwidenertig  die  Koefl- 
aienten  gleich  hoher  Potenzen  einander  gleich,  m  erh&lt  man : 

1.2^1.2.3      1.2" 


2*3,      2 

1..4 

■^TFs-r 

.6 

1 

^*°^i.    i 

^»»-. 

1 

1.2.3 

2-- 

^'1—4 

iSr 

1 
■2^ 

ii±r 

, 

I...2D 

1....2n— 2 

'  1... 

2d  — 4 

1.. 

6 

.2.+1 

=±r^ 

j;.o*rd.±i 

+ 

ma 

di«nnllei> 

...2n 

-!•*■ 

...2n 

+.■"" 

Glieder  anf  die  erst«  Seite  bringt  und  dann  durch  2  diridirt: 

?a i_.o. 

1.2      1.8.3 

1..4      ].2"1.2.3^1..6 

1...8D  1...20— 2  "1.2.3"^l..,2ii— 4'  I...5 

Hiinui  folgt:  B,«j.B,«.i.B,=i,B,«jj.B,. 


Goo'^lc 


B«lbaD  (Kr%x  nad  die  BemonlUielien  Zalileti. 

8617  49867  174611  BS4gI3  236364091 

-  610*    "~  798  •    "~    330    •^''"    138    '^'~      3730      ' 

23749*61029 
~  ,       870         

Aul  (a)  folft ,  dus  da  gewis« 


12        3 
mit  unendlich  waehiendem  n  rieh  m«hr  niid  nehr  der  Einkeit  nAbert,  niiüi  habe 

G,  /''"^'°»+*"^'  .  ■■'■■■'■        ^  =  1, 


M  da»  also  bald  ^■■-■>  1  Mya  mui« ,  d.  h.  data  apUei  die  BernonUitchen  Zahlen 

fortwibrend  wachsen.     Es  liatt  sich  nomnebr  anch  die  Konrergenz  der  Reihe  (h) 
hettinunen.     Der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender.  Glieder  iit ; 


(2n+l)(2»+2)B^j^^' 

abo  da  diei  mit  nnendlicbein  n  zu  ^,  wegen  (d),  wird,  *o  muig  ^  <1  sejn,   weh 
wir  bereits  oben  geiehen. 

Da  tgi:  =  eotcx— 2eDlg2i,  m  ergibt  «iob 

2-(2'-l>„^     2V2*-1)  2*(8'-l) 

wobei  aber  jetit  (^J  ^'  eeyn  mu»,  weil  man  die  Reihe  fOicotg  2  x  angewendet. 

FBr  die  Bemonlliichen  Z^Ien  latsen  «ich  leicht  noch  andere  Beknnionifbnneln 
angebe»,  ron  denen  wir  jedoch  nur  Hoch  eme  ableiten  wollen.  (Vetgi,  §.  113.) 

Ana  der  Gleichung 

Cl        1  i^      coix       1  X    ,    1  ^ 

7-y~%-J=— --ee.g-+-^rin. 

erhilt  man,  wenn  man  die  unendlichen  Reiben  einwtetnnd  daiin  die  KoeSuenten 
gleich  hoher  Potenzen  toq  x  eiuander  gleich  setzt; 


2^1...  211  —  21. ,4      '■'^].21..2n~''"l..2iH 


1...2n+2      1..2d'  1.2"''i...  211  —  21. .4      "'^].21..2n~'*"l..2iH-2     l-.2n+2 

t  ^-  '  ""+'      1  ■ 

-  2     l...an  +  l      ]...2n  +  2^1...2n+2' 

^  _^._L+^=! l +.gL.     '    _+ E . 

1..2n    1.2^1...2n— 2   1..*  ~  1.2   1..2n     -1...2n+2 

nnd  wenn  man  mit  2.1.2...2a-f-l  multiplizirt: 

h  g°+J ...B.   (2i'+l>2n(2D-l)     B, (211+1)!. (2d-S)         .  V^  C2n+I)  -    -  » 
1*1  2  ■  1.2.3  "'"S  1...6  ""^d"  l.*:..2a— 1 


100  FnoktlMwii  mtbrartt  naabhliigig  VeTlnd«rii(haa. 

Hieraus  folgt :  ?i    ^  _  i 


So  w 
uuabhäDgi 
u  hänge  i 
voll  komme 
bige  diese] 
ändern  tut 
eine  Fnnki 
y,z,...)zii 
jene  abhäi 
Veränderl 
Aenderunt 
so  dass  all 


bilden  kau 
geln,  ist  1 
quotientei] 
Gesetz,  d 
Besti 

flo  ist  ven 
zwei  Vera 
Werth  de 
Sey  aUo  i 
lassen,  oh 
Mit  ander 
fen,  wob< 
(vergl.  §. 


.yGoo^^lc 


ruDktfoBen  udinrti  nnBbhltigfg  Varlnduüchen. 


y,  folgeD.  Diffetenzirt  maa  diese  Gleichnngen  wieder  nach  x  nnd  y,  so  er- 
hält man  (§.  12): 

8'f  1-  8'f    8.8^  r«-*l*-i-?-'  ^-0 

61'"'"  eietSx^e»' V6iJ  ^eiei' 
8'[      s'f  B«  .   a'f  e» .  8'f  eiB»  .et  e'i  _ 

BsBy"'"BxSi  8  7"'"By6*  Bx"'"6«'  81  8y''"Bi  BxBy 
By'^   ByBtBy^Bi'UyJ  ^B.Ojr' 
woraus  dann  ^-j,  rzäZ-  gZi  folgen,  u.  s.  w. 

Bestehen  allgemein  ^wischen  den  n  Veränderlichea  x, ,  x, ,  — ,  x,  die 
m  Gleichnngen 

»,  (»..  «1..  ■■  ■■i^  =  0'i 
♦•(''•^ •'.)  =  *•   ,(b) 

%(t..j4 «J^**-! 

wo  ni<n,  so  sind  in  Folge  dieser  Gleichungen  la  der  Veränderlichen  ab- 
hängig  von  den  n  —  m  Übrigen,  welche  letzteren  aber  vollständig  onabhSngig 
von  einander  sind.  Sind  so  z.  ß.  x,,  s,,...,  x_  abhingig  von  x,^,,,..,  x^, 
80  darf  man  die  Gleichungen  (b)  nach  jeder  dieser  letzereu  Veränderlichen 
differenziren ,  wenn  man  dabei  beachtet,  dass  Xi,...x^  Funktionen  derselben 
BiD4>     Maa  erhält  dann  m(o — m)  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 

g  g  BX 

nnng  zur  Bestimmung  derDifferentialquotienten  g—^*-,...,  ~-;..,;  s — ^. 

■»+1  *.  'm+l 

ex 

...,-—  ,  die  in  derselben  Zahl  sind.     Diese  Gleichnngen  haben  die  Form: 

dx,  8x^"''8x,  Bi^''"'""^8x__^  ex^'''8i^~    ■ 
wenn  man  hier  fSr  r  setzt:  m-{-l,m-|-2,...,  und  f^r  91  d&an^i,^^,...,^^. 
Wie  man  eben  10  xn  hOteren  OrdimDgen  anftteigen  kano ,  ist  klar.     Ali  Bei- 
■piel  weiten  wir  die  Oteiohung 

betEOchtea.     Ifan  zieht  aua  ihr  (r*  konstant) ; 


'     8x8y' ■     Byey*  '  "  By« ' 

Wenn  anch  zq  den  früheren  Uotersncliiuigeo  gehitrig ,  mag  doch ,  des 
späteren  Gebrauchs  wegen,  hier  noch'die  Entwicklong  von 


Goc^lc 


^r(.+«i,  b+^.,  e+7» ) 

gegeben  werden,  wo  a,b,c,...,  «,^9,/$...  KonsUnteD  sind  und  x  die  Dnab- 

h&ngig  VerÄnderiiche.     Ist  a+ax  =  y,  h^ßx^i,  c-f-)'x  =  n, so 

ist  (§.12): 

d&^=a,  g|=/*i  f|=>'0-8.w.     Hierans  folgt: 

Mtua  kann  diese  anch  in  folgender  Form  sclireiben: 

^.'<-+-  '■+"-)-(f,-+Ä'+f.'+ ■■•)'■■ 

welche  Bezeichnung  wohl  von  selbst  rerstfindlich  seyn  wird.     Allgemein  ist 

^,(.+„,b+,.. .+,.,...). (i.+A^+i,+...)V 

Gesetzt  n&mlicb,  dieser  Satz  gelte  fttr  n=^r,  so  gilt  er  auch  für  n  =  r 
-|-h     Denn  ist 

wodnrch  nun  imsereBehanptangbewiesenist,  dBfllrr^2derSatz^t(§.10). 

§.29. 
In  §.  14  haben  wir  gesehen,  in  welcher  Weise  die  DifferentialqnotieDten 
auszudrücken  sind,  falls  man  tfir  die  seitherige  unabhängig  Veränderliche 
eine  andere  wfthlt.     FBr  den  Fall  mehrerer  unabhängig  Veränderlichen  lässt 
sich  dies  eben  so  leicht  nachweisen. 

I.  Sey  zunächst  z  eine  Funktion  zweier  nsabhSngig  Veränderlichen  x 
und  y,  nnd  man  fOhre  ftlr  diese  zwei  andere  u  und  v  ein,  die  mit  x  und  y 
zusammenhängen  durch  die  Gleichungen 

♦  {l,T,n,w)  =  0,  ♦(x,y,mw)  =  0,  (&) 

SO  folgt  aus  (a),  dass  x  und  y  Funktionen  sind  von  u  und  v,  während  letztere 
Grossen  von  einander  onabhbigig  sind.    Demnach  bat  man  (§.  7): 

.  Goc^lc 


TwtMHoIumK  der  onabUngfg  TKindntieiMn.  I03 

Die  Werthe  von  ^.  ||,  ^.  ^-^  folgen  (nach  §.  28)  aus  den  Gleichyn- 
gen(a);  setzt  maD  sie  in  (b)  ein,  so  kann  man  hieraus  die  Werthe  von 
r^.r^,  aosgedrücltt durch  =-^.s-^  finden.  Differenzirt  mandieGleichungen(b) 
wieder  nach  u  und  v,  und  beachtet  dabei,  dass  ä~'f  ^  Allgemeinen  von 
X  nnd  y  abhängen,  welche  Grössen  Funktionen  vo»  d  undv  sind,  so  erhält 
man  (§.12): 

iii*~ti'\.iuj  ~   8i8r8o8n^8y'LBiiJ  ^aiBo'^By  Bn'' 
6'«   _8'»8iei  .     fl'»   f8xay  )  8xey'\  .  6'i8r8r  .  8»  8'x    .  6t  i^s_ 
8nB»~Bx'BB8»''"ex87\.8ne»"'"ei'8aJ'''8r'8o8»"'"8x8u8B'*'8TeQ8u' 

8»''~Bx*t8tiJ  "*"   8xBy8i-eB"'"ey'V8w,/  ■''Bx  Su'^By  8t.'' 

woraus,  nachdem  rn-  :;»-■  s-i*  r^*  5~r"'  ra  »"ch  ans  (a)  gezogen  sind, 

Bq      000»    OB'    Bn      BnBti    Bit"  >.   -   ^        — 

die  Werthe  von  |^,  /^.  |4  in  ^„  ,-5^,  14  Misgedrtcki,  folgen.    Wie 

Biöxoyoy  ouöoovov 

man  hier  zo  höheren  Ordnungen  aufsteigen  kann ,  ist  klar. 

IL  Es  kann  sich  ereignen,  dass  wenn  z  eine  Funktion  der  zwei  unab- 
hängig Veränderlichen  x,  y  ist,  man  fÖr  die  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  drei 
andere  r,  gi,  if>  einführen  will ,  wobei  dann  91,  yj  als  neue  unabhängige ,  r  als 
abhängige  Veränderliche  angesehen  werden  mnsB.  Gewöhnlich  kennt  man 
dann  x, 7, z  als  Funktionen  von  r,g),ip;  im  allgemeinsten  Falle  hätte  man 
zwischen  r,9,^,x,7,z  drei  Gleichungen: 

Ii{t.9.p.*,J,t}=0.  f,(r.,,».».r..)  =  0.  t,(,t.9.*.^.7.t)  =  0,  (c) 

vermöge  welcher  ö->  ö-^. durch  DifTerentialqnotienten  von  r  nach  y  und 

tff  auszudrGcken  sind.  Differenzirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (e)  nach 
g)  und  y/,  wobei  beachtet  wird,  dass  r  eine  Funktion  von  91  und  1^,  dessglei- 
V  j  jj         8»      8*6x,BE8yB«BiBx,8»6T  „,i,«u 

cken  I  nnd  y,  nnd  d«.  ,-  =  j;  j^+^f;,  j^«,-  5;;+5^  g^.  «•  «hält 
man  sechs  Gleichungen ,  von  denen  die  zwei  ersten  sind: 

H*Llj.Hj.^*i_LH87,  e^re^l?  ,  6»8y^_     . 

BrBff"''6t.''"BxB»"'"8yB»i~'"B«  LexB»"^8y8»J 

Br8»"''8?.''"8i8v"''8y8#"'"Bi  V.BxB»"^8y8tJ 
und  die  vier  anderen  hieraus  erhalten  werden,  wenn  man  f,,  f,  für  f,  setzt. 

Dnieh  diese  secb.  Gleichnngon  dmdrt  ™  j;.  ^.  ;;■  i|.  n  l^+fl  Ij 

Bx  ei~''B~  8    ^"^'^^  ^^  übrigen  Grössen  aus,  und  kann  dann  aus  den  beiden 

letit«n  Werthen  j^.  -^  finden.     In  dem  gewöhnlicheren  Falle,  da 


bestimmt  man  zunächst  nach  Nr.  I  g-,  ^  durch  : 
letzteren  direkt  aus  der  dritten  Gleichung. 


i/Goo^^lc 


1Q4  VertMMbvig  der  qnrthia^g  Tertaderiichen. 

Mao  siebt  hieraus  leicht,  wie  man  sich  zu  beDehmen  habe,  wenn  Funk- 
tionen von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  gegeben  sind.  Wir  wollen  daher 
an  einigen  Beispielen  das  Verfahren  erläntem. 

1)  In  den  Gleicbuugen 

aollen  x  und  y  durch  die  neuen  unabUagig  VerSnderlidien  r  nnd  tu  eraetct  wenl«n, 
wobei  z=rcM»,  7  =  iiin«. 

Hierana  folgt : 
ex  8x  ,  Bj     ^         8y  B*!     „      8's  .  8'i 

_' !!y_h- »!y ?li =„.  „.- 


8'.     B 
8»"     8 

^.o>i".+2 

B'i 
8iBy*^ 

MBsinw+^ii 

'-■ 

Bre« 

-&- 

""+'iS-,  <•""•- 

■^■■>  +  57-"'" 

»„• 

,l;.„.. 

8'e 
B»'~ 

T?''-^'- 

^6i8j 

r'dn«(!Oi<»+^ 

,w.-;j,„ 

a 

8 

Denuact 

=H.»- 

8(  giiiB 
8«     c    ' 

8t 
Bj- 

>-+HT 

-;+l^- 

■■(B+l 

?)- 

(F>-+e- 

t) 

AIki  ist 

'Sy     'Bi~e<.''8i"'"'8y~'8T'B«»"'"6y'~er''^i'  8«»""*"  r"  8  r' 
d.  b.  die  drei  Oleichnngen  (e)  sindi 

2)  Han  soll  die  GtObm  \/ 1  +  \ä^]  +  f  F 1  "■'*'™^>  "»^eni  *^''  "i'«  "»■ ' 
abhängig  Verähderlichenx.y  die  nenen  ifi,fp  eintreten  und  als  abhängig  Veränder- 
liche r  ericbeint,  wobei 

X  =  rcotfpcoi  1(1,  r  =  Tco(yiiDifi,  i^riiny. 

_.8x8r  8iBr 

Hier  ilt     -— =  -— coi»i<M»— rnn»«»»,  r— =  --coi»ee*»— reoif  nnif, 

9p      8»  8»      Bv 

By      8r  ,      _,  8t      Sr  _,        i 

B»      8*  8»      B(r 


D™.,«±«je.       l_-  =  li^+J^|i.  l!.!ii|+«il|, 


B «  /-8  r  .     -\  ,    8 » i-B  r  ,     "k  , 

IJunzcBByGoOl^lc 


TerUniAnng  dar  "-»H'-rt  TciindwU^an- 
Hieran« : 

.      —  g-«"v+(j|->ii>f +  »«••»  J«w  »Aiip 

8y~  ?&r  ;     ^  ^' 


V 


(Si  ■"'-'•'") 


«o»»l  r-cMr 


e<»^|    —ODIV TNIly    I 

3)  Se7  D  «ine  Funktion  der  drei  VerftiMlerlielieD  z.  7,  t  nnd  man  soll  in  der 
Gleichung 

die  drei  iuiabli&iigi{f  VerSnderlichen  x,  7,  z  durch  drei  neue  r,  tf,  *p  ersetzen,  wenn 
i.  —  iaK^tot'p,  f  =:; teosfulnif,  f^^rüD». 
8z  81  B*x  8'i 

Mwt  hat  hier  g-=coi^)ci)Bi^,  r~  =  —  rsinipcostj),  g— j;=0,.-jp-^ — sinficoatf', 

B'i 

—   -= — MMi)isinifr  n. s.w.     Fenur 

Sd     BnBi  ,  8«Br  ,  8081     6»  ,  6n  ,        ,   8"  , 

8"i;=rxrr+e"7rr+e^8"r=fi*"»'="*+87*=~*'^*+r.'^*' 

«lOiDiB  ox  cy  BS 

T   ,  8nBi  6a  ^      ,   Bn 

..     ....     „,„^^+87b-^=~8V""'*^*+6^'"*""*= 

B'gj'B'nBi  I    B'b  6y  ,    B'n  B  s'l  ,    f  8'b  8x     B'bBj  .    B'n   Bi'V 

B  T*-Ui'B  t"*" sie; 6T"*"6l6;r;J """"*+ i.8^ 61+67' 6^"^ej8.  8  rj 

.        ,  r  B'n  B«  ,     B'n  8y  ,  B'oBO  .         B'n      ,        ,    .B'n      .     ,  , 

'"'^'"*+l676ir;+8-i87e^+875fl7j""*=B7'«*'«'^6r''"^'^ '^ 

Ol  oxBy  oxsi  eyoi 

e'q_      /-B'nBi  ,     6*8   By  ,    6'n   6.^   ^  »■■  T  8'"»    8x 

b7'- -i.eP6^+8^  Bi+fll8^  B^J"""'*»- 6^ '^•'^»-leTäV 6"^ 

B'n  8y  I     B'n    8»-\      ,      ^  6n  ^        ,   /"  6'n    6x  ,     8^  Öy 

,   B'oBi^  Bn    . 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


T«itauebiiiig  der  nubfabgtg  Variadtriidwn. 
"*■  vj  et  Biöy 


+  8?  8^+878;  8-J"'»»«'»»'-87'«'»^»«"<'. 

e'n  ,    ,    ,  ,    ,  e'u ,    ,      ,      ,  e»a  ,    ,         ,       an 
öx  "j  oxür  fli 

•a  _^ 

woraui  ieiobt  folgt: 

e'n.    1    6|_g  .    __!_   6'a       2   Bn_  1  8a_8^      8^      BMi 

Br'"*"!*  8fi'''~r'co»>  Bv'"^  r    8r      r*  **8f  ~8»'''~8  j''''ei*' 
Bo  dua  die  GleJchnng  (f)  ut 

B'o  .    2  Bu  ,    1    B'n  ,        1        B'o       I  Bu      „ 

eTi+T  8-+7f  8"^+r^^  B^^Tf  «»8^=*' 
oder  wenn  man  beachtet,  d«M  r-sH —  ^  = n"' 


4)  Sind  z,  ;,  e  die- drei  rechtwinUiehen  Koordinaten  eines  beliebigen  Pnnktea 
im  Ranme;  z',  j',  2'  die  ebenfalli  rechtwinklicben  Koordinaten  deiselben  Punktes 
Rlr  andere  Axen;  n  eine  Funktion  von  x,  j,  z,  10  ist 

(^'+(^;)■+(^:)'K^;)■+c^;)'+fö)^ 

6^       ,       6^       ,       B^n     _      6^      ,       6^      ,       8^ 
Bi'     "•"    8r'     "'"    B«'    ~     Bx"    "•"    By"    "''    Bi'*" 
Man  hat  nAinliob  bekanntlieb ; 

x  =  a+^I'+b,y'  +  e,>',      a,'  +  »i '  +  »»'=  >.      «.•,4-b,b,+e.c,  =0, 
T  =  i»+a.i'+b,y4-e,«'.      b.'+b,'+b,'  =  l,      a.a,+b,b,+e»<!,  =  0, 
i  =  r+«,»'+b.r'+«.»'.     c.'+e,'i-«,'=l.     «.•.+b.m-e.c,=0. 
Hithin 
8n._8nex      Bn  8y      8a  81  _  Bn       ,   8n       ,  8n 
6i'~Bxe«'"'"By  8»'"^Biex'~Bx**''"8y"'"'"8t"*' 
Bo.        - 

''r*"*'bt^ — 

B'o        ,8'n  ,      ,8'n  ,      ,8'n  ,  „  8'u    ,  „  »1"  _i_o.  .     8'" 

b7*=*' b7«+'' ä?'*"' 8r'+*''''fl^+^'*'»er8i+*'"'e7F 

8T'.=V:>b..|L>^.|^+2b.b.  3-^+2b.b,  i^+2b.b.  5^ 
B'n         ,6'b  ,      ,e'o  ,      ,8'o   ,   „  8'n    ,  _  6'n    ,   „  8 

e7n=c.'Bp+Ve~.+c.'e7.  +  2..*.  ^^^+2*...  j^+2«.c.  ^ 

fforao«  die  Richtigkeit  der  angegebenen  SItn  gant  tutmittelbar  fblgt. 
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§.30. 
Will  mui  di«  Sitz«  dm  §.  15  auf  FnnktionäD  mehrerer  Verftnderlicben 
aDsdehaei),  bo  nnterliegt  diM  keinerlei  Schwierigkeit.  Sey  n&mlich  f  (x,  y, 
z, . . .)  eine  Funktion  der  nnabhSngig  Veränderlichen  x,y,z,...  und  man  vill 
t'(x-|-li,y-)-k,z-)-t,...)  nachPotenzen  ondProdiikten  der  Grössen  h,k,l, ... 
entvickelti,  so  setze  man  li:=  ab',  k=;ak',l  ::=  «]',.••  Bndbetrfchtef(x-|-«(h', 
y  +  ak',  z-f-al',...)  aU Funktion  von  a,  die  etwa  niitr(o)  bezeichnet  wer- 
ben BiOge.    Nach  der  Formel  (26)  in  §.  lÖ  hat  man 

F(B)  =  F(O)+-~P(0)+j^F'<0)+....+j^F'(0)+~^q^F"+*(e.>. 

worin  FCCXr-CO),...,  F"(0)die  WerUievonF(«),^,...,^-^     fflr 

0=0  bedeuten.     Geniiss  §.  28  ist  aber,  wenn  x+aV  =  x',  y-!-oV  =  y', 

^:f_i,H.+±.+i,.+...)-,<..,....,..., 

also,  wenn  man  hier  a^O setzt,  vodDrchx',y',z', ...  in  x,y,z,... Übergehen: 
und  wie  man  leicht  sieht: 

■■••■<»'-(n''+iV+n'+  ■)■""- '■ 

Demnach  : 

«.+t.,H-k,.+ )=tfc, )+(^±i,+±k+il+...)((i,T.i...) 

+r^.(f.'+f,'+Ä>+- •)'"•■'■ ' 

i  (36) 

^i...(»+i) 

TO  Q  der  Werth  Ten 

(Ä'+Ä'+f.'+-r""' ' 

ist,  wenn  man  nach  geschehener Diffwenzirang  fOr  x,y, z,.. .  setzt:  x~J-6b, 
y-f  9h,  z-f-Sl,...,  und  S  zwischen  0  nnd  I  liegt. 

Setzt  man  in  (36)  XÄy  =  z  =  ..,  =  0,  und  sUtt  h, k,  1, . . . :  x,y,  z,..., 
so  erii&It  man : 

'<"•' ).((o,o.o,...)+(^.+  l,+i.+...)^t(..,......) 


1 
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10g  Die  nnbwlimmten  Fonntn  bei  mefarami  Tartaderiielian. 

WO  der  angehängte  Zeiger  0  bedeutet,  dass  man  in  den  vorkommenden  Dif- 
ferentialquotieDten  (nach geschehener Differenzirang)  z  =  0,  y=0,  z  =  0,... 
zu  setzen  habe,  nnd  wo  Q'  der  Werth  der  Grosse 

(818,8,         "\"+*,/  V 

r^+ä-j''+r,'+-}    ^('-^ -■■■■> 

ist,  venn  man  in  den  Differentialqaodenten  flir  x,  y,  2, . . .  setzt  6x,  Qy,  &z, . . . 
Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Formeln  (36)  und  (37)  in  ähnlicher 
Weise  gebraucht  werden  können,  wie  die  Theoreme  von  Taylor  und  Mac- 
Lauriu,  doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  weiter  aufhalten  und  nur  einer  An- 
wendoDg  der  Formel  (36)  gedenken. 

Sind  nämlich  die  Grössen  h,  k,  1, . . .  so  klein ,  dass  man  ihre  höheren 
Potenzen  und  Produkte  vernachlässigen  kann,  so  ist 

,  f(x+h,y+k.«+l....)=(Cx.r,«,...)+|^^+^-^+|iV---- 
Diese  Fonuel  wird  namentlich  dann  ui|fawendel,  wenn  man  die  kleinen  Aende- 
rungen  Ton  OrOBsen  berechnen  will;  welche  von  mehreren  anderen  lich  um  wenig  än- 
dernden abhängen ;  wiez.  B.  beiderBereohnuDgdeiEinfltuseBderfieobachtnngsfehler 
auf  die  Resultat«  in  der  Trigonomelne  (rergl.  mein  „Handbuch  der  eben,  und  sphär. 
Trigonometrie",  erste  Abtheil.,  9.  Abschnitt,  zweite  Ahth.,  7.Ab»chn.).  Die  dortigen 
Formeln  sind  ganz  nach  dem  ObigeD  gebildet.     Aus 

o  =  ao<»B+beoiA 
folgt,  wenn  a,  b,  A,  B  um  lia,  ^b,  JA.,  JB  lunehmen,  und  man  diese  QrStMn 
klein  genng  annimmt,  um  ihre  Produkte  su  Tnnachltsaigen,  da 


e-f  Jo  =  sc<MB+bcosA4-cotB^a+coiAJb  — R^nfiJB  — bsinAJA, 
^c=cosBi*a4-MsA,4b  — BBinB^B— btinAi*A. 
(Das  Weitere  sehe  man  in  dem  angefahrten  Buche.) 

Eine  «eitere  Anwendung  der  obigen  Formeln  kann,  ähnlich  wie  in  §.22. 
VI,  bei  den  Formen  -jr  fQr  Fnnktionen  mehrerer  Veränderlichen  vorkommen. 
Seyen  nämlich  f(s;,y),  F(x,  y)  Funktionen  von  x,  y,  die  ffir  x^a,  y  =  b  zu 
Nnll  werden ,  so  wird  Jr^  in  diesem  Falle  zn  ^.  Setzt  man  nun  zonSchst 
x  =  a+h,  y  =  b+k,  so  wird 


'(-»+5i'+H''+r 


Kx.,)    f(.+h.b+kl 

wenn  man  in  den  Differentialquotienten  fDr  s.  und  y  setzt  a  und  b.  Da  hier 
f(a,b)=0,  P(a,  b)  =  0,  so  fallen  in  Zähler  und  Nenner  die  ersten  Glieder 
weg.  In  dem  Bleibenden  hat  man  dann  h,  k  gleich  Null  zu  setzen ;  man 
sieht  jedoch,  dass,  ohne  zwischen  h  und  k  eine  Beziehung  festzustellen,  hier 
gar  Nichte  zu  entscheiden  ist  Sey  also  k^ah,  so  kann  man  dann  Zähler 
und  Nenner  durch  h  dividiren,  und  wenn  man  nunmehr  h  =  0  setzt,  so  ist: 


.yGoo^^lc 


a  Fonnan  b«i  tii«hi«r«ii  Vartodaiflcfc«!. 


i  +  't 


F(», b)    er  ,    8F 

wo  in  deü  DiffereDtialqnotieatra  x  =  a,  y=:b  gesetzt  werden  muBs.  Ist  nicht 
-r-=0,  g-  =  0.  80  bleibt  wegen  des  willköriichen  a  diese  GrOsse  immer  noch 

unbestimmt ;  bestimmt  wird  sie  aber  aocfa,  wenn  ~  =  0.  r-  s  0.     Wären  die 

ey         dj 

vier  DiSerentialquotienten  erster  Ordnung  0,  bo  mQsste  man  zq  denen  der 
zweiten  Ordnung  gehen  und  hätte: 


r.+'^. 


r(tb)- 

u.  s.  w.     Wie  man  bei  mehr  als  zwei  Verfiaderliehen  verßihrt, 
schon  klar. 


Z.B.  die  Grosse 


IW-IW 
I+2T-8 


»ira  ö'»"='.J=l-    0'"i«ü~T'f;"-7-8;'''8"7-''  ""='■ 

7=1  lind  dies«  GrOicen  1,  —  I,  1,  2,  so  dau  der  Werth  dei  obi^a  Brnche*  = 

1  — a 

\  +  2a 

worin  u  gsmi  willkürlich  üt.  Da  diese  letztere  OrOaie  für  a=:l  Null  i«t,  für 
«^— -ö"  imendiicb  gni«,  lo  kami  abo  ,  „  „  filrx=l,  y  =  l,  alle  mOgUcbeu 
W«rthe  balMn. 

D«  Bruch  ^i^  Wird  ^fBrx=0,y=0;  «Irdiw«W«th«irt|-^=0,^  =  ^ 

BF   „  ep    „  e'r   „  B*f   „    e'f     „  e'F    „  b'f    „  b'f 

^^=0.p^=0.  ^-^  =  2.  jp=2.  5^  =  2.  j,-.  =  2.  ^-.  =  2.^^  =  0,  «0  da„ 
der  Wertb  dei  Braohet  gleioh 

2+*«+2-'      (1+«)' 
2+2-'  !+«'■ 

Diele  GrOwe  kann  oflbnb^  nie  uagatir  werden;  ihr  kleiniter  Werth  i«t  Q  Air 
m:^ —  1;  um  ihren  etwai^n  grOasten  Werth  zu  fl&den,  setze  man  ihren  Difirential- 
^aotienten  naoh  a  gleich  Null,  und  hat: 

(l+o)(I+ii')~B(I  +  a)'  =  0,  d.h.  l  +  a  =  Ooderl  +  B'  — o(I4-a)  =  0. 
«+1=0  gibt  «=  —  1,  du  Hinimum;  1+a»— «(l+«)=0  gibt  1  — «=0, 
M±I}1 


~1,  aUo  da«  Maximum,  da«  mithin  ~2=^  '^  ^  <'**'    iir^  Ar  x=0,  y^< 


+t' 


nieU  anter  0  tmd  aioht  Aber  Z  lejm  kann. 

^"^  ^"    :        8^^ 

»x~ 


Der  Bruch — —  wird  in  -;r- fllr  x^v.     Aber  r— =  *oix,  — -  =  —  co«  y. 


•  alio  Ar  j  =z  iit  der  Brueh  = 
am» — aeotx  _  w>tx(l — «) _ 


i/Goo^^lc 


0  Hutann  Bod  Hfaüms  M  mebnrcn  V»taittüxitui. 

per  Bruch 


wirf  ■?-fElrx=0.  7  =  0.  z  =  l.     FOr  diese  Werthe  irt  r-  =  0.    —  =  3,  — =1. 
—  =1,  — =1,  — =1,   also  der  Brach  gleich 

1+a+ß 
wo  u  imd^  ganz  willkOriicfa  lind 
Endlich  wird  die  Grosse 

coi'  (i  -{•  y)  —  coi'i 

(x+y)'-.' 

M-^,  wenny=a,B=2i.     Hier  irt  ^=— 2eo»2«ila2i,  |-'=  — 2cm  2iriii2., 

gi=2«os2i«ii.2i,y^  =  2.2»,  g^=t2.2i.|^  =  — 2,2i,alMderWerthde«Brache»: 
—  cM2iiip2i  — «coi2a8ln2i+(*eo«2i»ln2i  eM2Tiui2x     1  +  °— I* 

2i+2«  — 2j»i  ~~         2i         ■    1+a  — ^' 

«      ■       ^  „     .  eo»2i«in2i  ,        iia4x 

so  dauderWerth  des  Bruche«  fflr  x:=y,  z=2x  ut: s = j— • 

§.  31. 

Sey  f  (x,  y,  z,...)  eine  Panktion  der  onabbSngig  Verfinderiichen  x,  y, 
z, ...,  80  sagen  wir,  dieselbe  erlange  fUr  x^a,  y^b,  z^c,..  einen  grfisG- 
ten  Werth ,  wenn  f  (a,  b,  c, . . .)  grösser  ist  als  die  Werthe  von  f  (x,  y,  z, . . .), 
worin  x,  y,  z, ...  nur  wenig  verschieden  sind  von  a, b, c,...;  dagegen  wird 
f(a,b, c, ...)  ein  kleinster  Werth  eeyn,  wenn  diese  GrOsse  kleiner  ist^  als  die 
so  eben  angegebenen  Werthe  (§.  24).  Um  nun  die  Werthe  a,  b,  c, . . .  zu  er- 
halten, »ey  im  Allgemeinen  x  =  a+au,  y  =  h-\-ßu,  2  =  c-)-yu,...,  wo  «, 
ß,T(,...  willkQrliche  Konstanten  sind,  u  aber  sieh  ändern  kann.  Nach  un- 
serer ErklSmng  ist  nun  die  GrOsse 

((s+<.n,b  +  ^B.c  +  ,i.....) 
ein  Maximum  oder  Minimum,  wenii  n^O  ist.     Setzt  man  znr  Abkürzung 

/(■-V-oQ.b+^n,  c+ro.---)  =  F(n)> 
80  erlangt  also  F(a)  fitr  a  =  0  einen  grOssten  od«r  kleinsten  Werth.  Daravs 
folgt  (§.  24),  dass  F'  (u)  ffir  n  =  0  Null  seyn  muss,  d.  h.  da»  F  (0) =0  Ist. 
Iflt  dann  F"(0)>0,  so  hat  F(a)  emen  kleinsten  Werth  erreicht;  ist  F'(0) 
<0,  einen  grflseten;  wÄre  F"(0)=:0,  so  müsstc  auch  F"'(0)  =  0  seyn, 
und  das  Zeichen  von  F*(0)  würde  angeben,  ob  man  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimnm  h&tte,  n.  s.  w. 

Nmi  ist  (§.28)  allgemein 

^' ^'J  =  fö''+Ä''+Ä''+- ■  ■)''<"•'■•■•■  •'■ 
vo  man  fOra+au,  b+f^n,  c-|-/u,...  wieder  x, y, z, .. .  gesetzt  hat.  Setzt 
man  hier  u  =  0,  so  heisst  dies  tilr  x,  y,  z, . . .  setzen  a,b,  c, ,.,     DanoB  folgt 
zuDlcbst  ^ 

Goo'^lc 
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'f»'=R"+r/+»;'+ . 

nnd  da  für  n  =  0,  d.  h.  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c,...  diese  GrSsse  Null  seyn  mnas, 
was  ancli  immer  die  guz  willkürlichen  Grossen  a,ß, •/,...  sind,  so  wird  dies 
nar  dadurch  geseheh«D  kOnoen ,  dags-jedes  Glied  tUr  sieb  Noll  ist,  d.  h.  dass 

man  hat:  ^=0,|i  =  0.  1^=0 W 

BeBtimmt  man  nnn  acs  diesen  Gleicfanageß  x,  y,  z, . . .,  so  werden  die  so 
erhaltenen  Werthe,  in  f(z,y,z,...)  gesetzt,  letztere  GrOsse  zn  einem  Ma- 
ximum oder  Minimmn  machen  können ,  d.h.  die  Werthe  a,b,Cf' seyn,  die 
man  oben  gemeint  hat.  Ob  dies  der  Fall  ist,  nnd  welches  der  beiden  ein- 
tritt, entscheidet  das  Zeichen  von  F"(0).  Ist  nSmIich  bei  ganz  beliebigen 
ft,ß,Y,...  die  Giüsse 

in  der  man  x=a,  y=b,  z=c,...,  wie  diese  Grossen  ans  (a)  folgen,  ge- 
setzt bat,  positiv,  so  ist  f(a,b,  c,...)  ein  Minimnm;  ist  sie  negativ,  so  ist 
f(a,  b,  c,...)  ein  Maximnm.  Wie  man  diese  so  eben  allgemeiii  ausgespro- 
chene Bedingung  näher  fassen  kann ,  wollen  wir  nun  an  spezielleren  Fällen 
zeigen. 

I.  Seyen  zunächst  nur  zwei  unabhängig  Veränderliche  x,  y  vorhanden 
und  a,  b  ein  zusammengehöriges  Werthepaar  für  z,  y,  gezogen  aus  den  Glei- 
chungen g-  =  0.  g-  =  0.    Die  zu  tintersnchende  Grüsse  (b)  ist  hier 

die  wenn  x=a,  y=b  gesetzt  wird,  zu 

werde,  worin  aUo  A,B,C  die  Werthe  von  ^-^^^,  *-r^!— .  ^¥^fBrx  =  a, 
y  =  b  sind.    Da  nun  identisch,  wenn  ß=ma: 

— [("+!)'-i-:+e=-[C-+f3"-"-^i 

und,  wenn  f(a, b)  ein  Maximnm  oder  ein  Minimum  seyn  soll,  diese  GrSsse 
immer  dasselbe  Zeichen  haben  muss,  was  auch  a  und  ß,  oder  a  nnd  m  seyen, 

so  moBB  such,  was  m  sey,  die  Grosse  ("'+c') ^i —  numer  dasselbe 

Ztichen  haben,  da  «'C  sicher  immer  dasselbe  Zeichen  beibehält,  was  auch 
a  sey.  Soll  aber  riii+^^  _5_3A_  a^t  alle  m  von  demselben  Zeichen 
seyn,  so  muss  nothwendig  B* — AC  negativ  seyn.  Denn  wäre  B' — AC  po- 
sitiv, also  — gj —  anch  positiv,  so  mache  man  m  nur  =  —  =-,  alsof  m-H^-J 
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■   \\2   ■  Huhna  and  Hlnlnit  M  inslirMmi  T«riUid«riieh«ii. 

m  gross  genng,  damit  ('"+-c^J  >^ — 7} —  "^y>  *■*  (&Ilt  jene  GrOase  positiv 
aoB,  hat  also  ein  anderes  Vorzeichen  als  vorhin.   Ist  dagegen  B* — AC<CO, 

so  ist ^ — positiv,  also  Im+ö-J m — immer  positiv ,  vas  aach 

iD  sey.  Für  den  Fall,  dass  B' — AC  =  0,  wäre  die  nämliche  GrOase  ^ 
rm+^j  ,  also  Rlr  alle  m  positiv,  aosser  fBr  m=i=  —  -^,  wo  sie  Nnll  wäre. 
In  diesem  Falle  hätte  man  eine  weitere  Untersnchnng  nSthig,  wie  wir  so- 
gleich sehen  werden ,  nachdem  wir  im  Angenblicke  diesen  Fall  werden  aus- ' 
zuschliessen  haben. 

Es  folgt  nun  ans  dem  Vorsteheodea,  dass  f(a,b)  weder  ein  Maximtira 
noch  ein  Minimnm  seyn  kann,  wenn  B*— AC  positiv  ist.  Ist  d^egen 
B*  —  AC<0,  so  wird  mui  ein  Mazitnam  haben,  wenn  C<0,  da  dann 

o'C  !"('"+ c") ^» — 1  '°™*'  negativ  ist;  ein  Hinimam  dagegeB,  wenn 

C>0.  Da  jetzt  B* — AC<0,  alsoB*<AC,  und  B'sicher  positiv  ist,  so 
müssen  nothwendig  A  und  C  dasselbe  Zeichen  haben,  also  beide  positiv, 
oder  beide  negativ  seyn.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  hat  man  weder  Haxi- 
inom  noch  Minimum.  Eben  so  kann  Jetzt  keine  der  Grfissen  A  oder  C  Null 
aeyn,  da  sonst  B* — AC=:B',  also  positiv  wäre, 

För  den  Fall  nan  endlich,  dass  B*  —  AC  =  0  wäre,  wHrde  zwar 

a'C  rr°'+ c"J T^J  ^^  *"*  "*  d^s^elbe  Zeichen  haben,  wie  C,  also 

dieselbe  Regel ,  wie  so  eben  fBr  B' — AC<0  gelten,  ausser  für  tn  =  —  -=-, 
wo  obige  Grflsse  0  würde ,  nod  man  nicht  wissen  kann ,  ob  diese  Gritese  po- 
sitiv oder  neRativ  ist     In  diesem  Falle  hätte  ihm  in 

zu  setzen  ß=ma  =  —  -^a,  z  =  a,  y  =  b,  nnd  es  mUsste  dieselbe  0  werden, 
wenn  man  ein  Maximum  oder  Minimum  haben  sollte.  Würde  f&r  dieselben 
Werthe  dann 

positiv,  so  hätte  man  wirklich  ein  Mioimnin,  wenn  auch  C>0;  wflrde  diese 
Grosse  negativ,  so  hätte  man  ein  Maximnm,  wenn  auch  C^O. 

Im  Allgemeinen  wird  man  jedoch  in  diesem  Falle  besser  thirn ,  auf  an- 
derem Wege  sich  die  Gewissheit  zu  verschaffen ,  ob  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  vorhanden  sey  oder  nicht. 

IL  Gesetzt  sweitens  man  habe  drei  Veränderliche  x,  y,  z,  nnd  seyen 
a,  b,  c  die  zu  einander  gehörigen  Werthe  derselben,  wie  sie  ans  ä~  =  0, 
^  =  0,  J^'  =  0  folgen.    Die  Grösse  (b),  nämlich 
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wenn  mau  für  x,  y,z  die  Werthe  a,b,  c  einsetzt.     Man  setze  nun  ß^mu, 

Y=:aa,  ao  ist  diese  GrOsse  (c)  gleich 

«•[A+2B  pH- C»'+2I»  n-l-SE  p>  Di-FB']= r  «•  Fii' +2f  5^^^+ ^^^i^'^^t* J 

(E'_-CF)ifl'+2(EP— BF)m+D'— AFI 
.»(/"     ,  E»i  +  I>"\'      E'— CF  r    ,  ,  „(ED— BF)       ,   D'— AFll 

,JC    I  En>+D-\*     E'— CFr/-       ED— BFA >     (ED-BF) '-<»'— AF) (E'-CF)-!! 
-""V°+      T     J  f    LI"'  E'-CfJ  (E'-CF)'  jf 

Da  nun  a'F  sicher  immer  sein  Zeichen  beibehält,  so  ninss  auch  die  in 
den  Klammern  befindliche  GnüBse  immer  dasselbe  Zeichen  haben,  was  auch 
m  nnd  n  seyen.     Dazu  tit,  wie  in  L,  nothwendig,  dass 

E'— CFrr         ED  — BF\*_(ED  — BF)'- (D'-AF)(E'— CF)1 
F'       LV.""       E'  — CfJ  (E'— CF)'  J 

immer  negativ  sey,  was  auch  m  sey,  so  dase  die  hier  in  den  Klammern  be- 
findliche Grosse  ffir  alle  m  immer  dasselbe  Zeichen  haben  muss,  und  zwar 
das  positive,  da  nothwendig  (wie  in  I),  wenn  sie  dasselbe  Zeichen  haben 
soll,  (ED— BF)'— (D*  — AF)(E*— CF)<0,  also  die  eingeklammerte 
Grosse  positiv  seyn  wird.  Mithin  muss  E*  —  CF<0  seyn,  und  es  hat  dann 
endlich  die  Grösse  (c)  dasselbe  Zeichen,  wie  F.  Daraas  fbtgt  nun,  dass 
wenn  ein  Maximum  oder  Miaimnm  vorhanden  seyn  soll ,  nothwendig 

E'~CF<0,  (ED  — BF)'— (D*- AF)(E'  — CF)<0 
seyn  moss;  ist  dann  F<0,  so  hat  man  ein  Maximum;  ist  dagegen  Ft>(i, 
ein  Minimum.  Da  E'<CP,  so  haben  C  und  F  dasselbe  Zeichen;  da  weiter 
(ED— BF)*<(D»— AF)(E*— CF),  so  haben  anch  D'— AF  und  E*— CF 
dasselbe  Zeichen,  d.h.  es. ist  D* — AF<0,  so  dass  aach  Ä  und  F  dasselbe 
Zeichen  habeOi.  F&r  den  Fall  des  Maximums  oder  S^imums  haben  also  A, 
C,F  dasselbe  Zeichen,  femer  istE'— CF<0,D*— AF<Onnd(ED— BF)* 
— (D*— 'AF)(E'  — CF)<0.  F&Ht  eine  der  eben  negativ  vorausgeseUten 
Grossen  positiv  ans,  so  hat  man  weder  Maximum  noch  Minimum;  fftllt  eine 
oder  die  andere  gleich  Mnll  ans,  so  muss  man.  sich  durch  besondere  üater- 
.snchung  versichern ,  welcher  Fall  hier  eintrete. 

Man  ersieht  aas  dem  Vorstehenden  schon,  in  welcher  Weise  die  Unter- 
suchung fortgeführt  werden  kann,  ohne  dass  wir  die  nothwendig  weitläufigen 
Formeln  hersetzen.  * 

Dl*i(lr,  lN»r*«lil- 1.  U(*tnl-R«ck«ii(. 
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114     .  Rdaüra  HaraniK  aml  Mcfmi. 

§.  32. 
Gesetzt  x,,X],...,  x^  seyen  n  Veränderliche  and  F(3r,,  x,,.. .,  x^)  eine 
Funktion  deraelben;  zugleich  bestehen  aber  zwischen  den  n  Veränderlichen 
noch  die  r  Gleichungen : 

^(«..». x,>  =  0.i 

•"(^i.it ^'  =  *'J       (,) 

»,(!,.  »,,..'...I.)=O.I 

wo  r<n,  und  wo  es  femer  nicht  ger&de  errordertich  ist,  dass  injeder  der 
Gleichungen  (a)  alle  n  Veränderlichen  vorkommen ,  nar  sollen  sich  diese 
Gleichungen  nicht  widersprechen,  und  auch  nicht  der  Art  seyn ,  dass  einige 
der  Veränderlichen  au^  ihnen  bestimmt  werden  können,  da  in  diesem  Falle 
dies«  Veränderlichen  bestimmte  Werthe  hätten,  also  nicht  mehr  veränderlich 
wären.  Man  soll  nun  die  Werthe  von  x,,  x,,...,  x__  beBtimmen,  sodass 
F(x,,...,  x^)  ein  Maximum  oder  Minimum.wird. 

Der  zunächst  sich  darbietende  Weg  scheint  hier  zn  seyn,  vermOge  der 
Gleichungen  (a)  r  der  Veränderlichen  durch  die  n — r  fibrigen  auszodrßcken, 
ihre  Werthe  in  F  (x, ,...,  x^)  zu  setzen,  und  dann  diese  Funktion  von  n  —  r 
unabhängig  Veränderlichen  nach  §.  31  zu  behandeln.  Dieser  Weg  ist  aber 
nicht  immer  der  körzeste,  noch  der  bequemst«,  nnd  wir  wollen  desshalb  den 
folgenden  einschlagen. 

Seyen  vermdge  der  Gleichungen  (a)  die  Grössen  x,,Xj,...,x^  als  Funk- 
tionen der  unabhängig  bleibenden  x  .  ^ ,  x  .  ^ , . . . ,  x^  betrachtet ,  also  F  (x, , 
^1.  ■  -  • .  X,)  eine  Funktion  dieser  unabhängig  Veränderlichen  und  der  davon 
abhängenden  x,,.,.,  x  ,  so  werden  nach  §.31  die Differentialqnotienten  von 
F(X|,...,  x^)  nach  sämmtlichen  nnabhängig  Veränderlichen  Null  zn  setzen 
seyn.  Beachtet  man  dabei,  dass  x,,...,  z,  Funktionen  jener  sind,  so  erhält 
man  (§.  7) : 

8F     81.     ^  -8F     8»,     ^        _  ^    BF.   K     ^    8F    ^^\ 

8..Bx^.^B«.e.^,^       ^  ex,  B.^,^s..^.      •)    W 

BFBi,     ,8F|hi,  iJH  ^  j.ll_a  I 

Bi,  Bi,  "*"  Bi,  Bx,  "*" '^    Bi,  eT,"^Bx,  ' 

Die  hier  vorkommenden  Differentialqnotienten  g  -- .  ■  ■.  §7"  •  8t — 

~-^,...,  ~  sind  aas  den  Gleichungen  (a)  zu  entwickeln,  indem  man  jede 
nach  x^,  >  ■  ■  • .  x^  differenzirt  (§.  28).  ^ 
Dadurch  erhält  man: 


1 
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Bf.    8.,     .       _    j  8*1    ^'r     I    8».    _^ 

8i,  8x,~8i,  ei.~""^6i,  Bx,~ei, 
Bx.8x^,"^d.,ex^,"^-"-'^8^  B«H^"^8.^, 

6».  Bi.^6i,  Bi,^"  ^Bj,8i,^8x.  ~ 

B..  8x^,'*"b.,-8.^,'^"----*^8<,  8vn"^e«H.i' 


<«,) 


(^  8j,      B^Sx.  8y,  8x,      8», 

Bx,  8^"'"8s,  8x,''"""*^Bx,  Bi.'^Bi,  ~  / 

Diese  Gleichungen  sind  der  Anzahl  nach  r(n  — r),  eben  so  viele  als  zu 
bestinunende  Differentialqaotienten ,  so  dass  die  letzteren  ans  denselben  ge- 
nau bestimmt  werden  könnten.  Statt  aber  die  Bestimmong  derselben  un- 
mittelbar vorzunehmen,  wollen  wir  zoD&cbst  jede  der  Gleichnngen  (q)  mit 
einer  noch  uubeBtJmmten  konstanten  GrOsse  \  multipliziren ;  eben  so  jede 

der  Gleichungen  (c,)  mit  k, jede  der  Gleichuagen  (c^)  mit  k,.     Von 

den  nunmehr  erhalWaen  G^leichongsaystemen  (c,),{c) ,  (c^  wollen  wir 

die  erste  Gleichung  jedes  Systems  cor  ersten  (b),  die  zweite  jedes  Systems 

zur  zweiten  (b) , ,  die  letzte  jedes  Systems  zur  letzten  in  (b)  addiren, 

dabei  natürlich  die  Glieder,  welche  dieselben  Dtfferentialquotienten  är~,  •  ■  ■ 
haben,  zusammenziehen,  uud  nnn  annehmen,  k^,  k,,...,  k,  werden  so  be- 
stimmt, dasB 


"S^ 

■■+'.5^ 

+'.l?+'.l?+- 

•-..^ 

Alsdum  gibt  die  angedeutete  Addition  ganz  unmittelbar,  dass 
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seynmuss.  —  Die  Gleichungen  (d),  (e),  neb8t(a),  die  der  Anzahl  nach  n-f>r 
sind,  reichen  zur  BeBtimmasg  der  n-l-r  Unbeluuint«n  X,,...,  x^,  k,,...,  k^ 
vollkommen  hia,  so  dass  man  dieselben  duu  benfitzen  vird.*  Beachtet  man, 
dasa  die  Gleichungen  (d)  und  (e)  nichts  Anderes  sind  als  die  partiellen  Dif- 
ferentialqnotienten  der  Grösse 

nach  den  Grussen  x, ,  x« , . . .,  x^,  die  man  ^s  von  einander  unabhängig  an- 
sehen würde,  so  kann  man  folgende  mechanische  Begel  aufteilen:  nist 
F(x,,...,  x^)  eine  Funktion  der  n  Veränderlichen  x,,..,,  x  ,  die  ein  Hau- 
mum  oder  Hioimum  werden  soll ,  und  bestehen  zirischen  diesen  Veränder- 
lichen noch  die  r Gleichungen (a),  eo  addire  man  zu  F(x,,...,  x,)  die  ersten 
Seiten  der  Gleichungen  (a),  nachdem  jede  mit  einer  Konstanten  k,,  k,,..., 
k^  mukiplizirt  worden.     Von  der  so  erhaltenen  GrItsse 

setze  man  die  partiellen  Difftoentialquotienten  nach  x,,  x^, . . .  x^,  wobei  jede 
dieser  Grdssen  als  nnabhfingig  angesehen  wird,  Null,  nnd  erhält,  nebst  (a), 
die  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  nätbigen  Gleichungen/  * 

Mau  erhält  nämlich  hiedurch  die  Gleichungen  (d)  nnd  (e).   Einige  Bei- 
spiele mögen  das  in  §.  31  und  32  Gesagte  erläutern. 
§33. 

I.  Unter  alleu  ebenen  Dreieoken,  welche  denielben  Umf^g  a  haben,  dai  £u 
suoben ,  welolwa  <iie  mfigüch  grOstte  FlAohe  n  hat. 

Seyen  x,  y,  a — x — ;  die  di«i  Seiten,  le  ist  bekanntUidt 

"""Ä  '(»-2»)(»-2y)(2x+äär-«). 

IBn' 
so  dass,  da  u ,  also  audi  — — -  ein  Maximum  sejo  soll,  raan 

p  =  (a-2i>(»-2r)(2i  +  2y-*( 
ein  Haximum  zu  ivtien  hat.     Hieraus  folgt: 

?^=_a(4-2y)(2x+2y-a)+2(a~2x)(a-2T)- 
~  =  -2(a-2i)(2i+2T-.)+2(a-2i)(a-27), 
J^^=_8(»-2rt.j^=+4(2i+2T-a)-4{a-2j)-4(a-2x). 

«^  =  _8(._2., 

Also  muBs  »eya 

-(a-2y)(2i-t-2r-a)+(a-2i)(a 
-(.-2.){2i+2)r-a)+(a-2x)(a 
also  da  niobt  x=:^a  oder  y^^a  »ejn 
4i+2r— 2a=0,2x+4T- 
d.  h.  das  Dreieok  ist  gleicbteitig.     Fflr 
d'w  8a       BV   _  „ 

äTi  — * 


8x87 
>  Keine  dei  OrOuen  k  darf  Übrigem  : 


>-S,)=0. 

.-2>)(2.+4, 

-2.) 
-2i) 

die»  Werthe 

■      3  '  »r 

f- 

OuatkUw. 
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lea'      61k*           484' 
als«    B' — AC  =  -2 0^  = ä-,  d.h.  B'— AC<0,  und  da  A  und  C  nega- 
tiv, to  hM  mui  wiiMiali  ein  HMiimDm  (§.  31. 1), 

n.  Du  reohtwinkliche  Fanllelepiped  Tom  Inhalte  a  zu  finden,  dM  die  Ueinite 
OberiUohe  u  hat. 

Drei  an  einander  itoacende  Kanten  seyen  x,  y,  — ,  ao  ist 

•!■»      j|f-J    p-»-t^-'-fi=«--=y=v'-.^=i/.. 

SO  dass  dai  Parallel epiped  ein  WfirfBl  ist.     Hier  ist 

also  hat  man  ein  Hiniraun. 

III.  Die  kflTxeste  oder  Iftngste  Gterade  zwischen  zwei  Kurven  in  einer  Ebene 
lu  suchen. 

SflTen  z,  j  die  Koordinaten  des  Endpunktes  dieser  Geraden  (Dr  die  ente,  ß,  a 
für  die  zweite  Kurve ,  so  ist  7  eins  Funktion  Ton  x  wegen  der  Oleiohung  der  ersten 
Ktirre;  ß  eine  Funktion  Ton  a  wegen  der  der  zweiten  Kurre.  Femer  ist  das  Qua- 
drat der  Entfernung 

(i— «)'+(j— «'  =  u  =  Mai.  oder  Min. 
Hier  ist 

worin  die  DifbreDtialquotienten  aas  den  Gleiehnogen  der  zwei  Knrren  zu  ziehen  sind. 
Aus  den  Gleichungen  des  Mazimnina  oder  HinimnnM 

._.+  (,_„)  |l_0,.-.+(,_|,)U  =  o.  M 

nebst  jenen  KnrrenglBiehungen  zieht  man  die  Wertbe  tod  x,y,a,ß,  beRtimmt  also 
die  Gerade  ToUstSndig.  Soll  ein  Maximum  oder  ein  Uinimnm  Torhanden  seyn,  so 
mnss  für  die  gefundenen  WerÜw : 

[■+Ha"-['+fö)"+<'-«?^]r+frD'-<-«Ei<» 

sejn.  Ans  den  Gleichungen  (a)  folgt  leicht,  dass  der  Funkt  (u,  |^  in  der  im  Funkt« 
(x,7)  an  die  erst«  Kurre  errichteten  Nonnale  liegt;  eben  so  der  Funkt  (x.y) 
in  der  im  Punkt«  {a,  ^  an  die  zweite  gezogenen  Normale,  «o  data  also  die  kürzeste 
oder  llngst«  Gerade,  wenn  tie  rerhanden  ist,  auf  beiden  Kurren  senkrecht  steht. 

IV.    Ans  Tier  gegebenen  Seiten  a,  b,  c,  d  soll  da«  mOglic}!        f^-  H- 
grOMte  Viereok  (Fig.  14)  gebildet  werden. 

Sey  X  der  Winkel,  den  die  Seiten  a  und  b,  j  der,  den  e  und  d 
mit  einander  machen,  lo  muM  in  den  beiden  Dreiecken,  in  denen  p 
(Diagonale)  ToAommti 

p'  =  a'-t~b'— 2aboasi,  p*  =  c'4-d'  —  2ed«M7, 
sDdaMalte  a'+b'-2abe««  =  e*+d'— aodcoij 
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1  ]g  B«Uplela  dir  die  Beitjnunang  d«i  Uusnunn«  oder  MiBÜnmn«. 

aejn  wird.     Ferner  ist  der  Flicbeninh&lt  des  Vierecks 

jabiiDi4-  ^cdtin;, 
welch«  Grosse  ein  Maximum  sejn  mnss.  Oemftss  §.  32  hmt  nun  nan  die  Difttrentiftl- 
quotifluteB  dmIi  j  imd  x  ran 

4ftbsinz-{-}ediluj+l>:(a*+b'— c'— d'— 2abcoBi+2edcMy) 
NnU  EU  aetsen,  i.  h.  toAa  hat: 

fftbeoixi-2kab^i=0.  ^edeoij— 2kedtiD7=0. 

Hienos:        k  =  — t— ; — .ImstH — ;— -^0,  »Inicoiy+eoMuny  =0, 

«am    '  ItuuT 

d.h.  sin(»+r)  =  0,  x+y  =  «. 

da  nicht  x+y^O  oder  2jt  sejn  kann.   Also  y;=(r  — a  uadDasy=.  — eosx,  mithin 

welche  Gleichang  i  bestimmt ;  j  ist  duin  ^n—  x.  (Cm  das  Viereck  kam),  wegen 
x4~7^)T>  ei»  Kreis  beschrieben  werden.) 

T.  Han  soll  einen  abgekürzten  Kegel  bilden  so,  dass  der  obere  Halbmesser 
^m  mal  dem  unteren,  seine  Oberfl&ohe  gegeben  =a  und  sein  Inhalt  der  möglich 
grOsste  »ey. 

Sey  X  der  untere  Halbatesser,  y  die  Hohe,  so  ist  mz  der  obere  und  also  die 
Oberfläche  

a  =  «[(l  +  «')x»+(H-n.)x  V,'+(n.-lVx']- 
Der  Inhalt  ist  Jffy(3i*+inx'-{-m'x*J=^J«yx*(l+m+m*),  und  diese  Grösse 
ist  ein  Maximum,  wenn  yx*  es  ist.     Also  hat  man  die  DifferentJ»lquotieDl«ii  tou 

y.'+k«  [(l+BO^'+d  +  B)«  Vr'+(l-m)'x*— ^] 
nach  X  und  y  Null  m  settwn.     Daraus 

2xy+2k«a+n.-)x+k*(l  +  m)Vy'-t-U-.nV^+^'^'  +  '°'''^''''"f  =  0. 
k*(l  +  m)xr         ^ 

Vr'+(i-«)'x'^  ^ 

Hieraus  folgt  k„  =  _LVX-tILz^il3!, 

und  w«nn  man  dies  in  die  erst«  Gleichung  eiasetet; 

2(l  +  n.-),      Vy'+(l-m)'x'      y'+U— )'x'      x'(l-n.)'^^^    ^^ 

l  +  m        ■ 7_  T  J  ■     '    ' 

2(l+n.)y'-2(l+n.')xVT'+(l-«.)'x'-l>M-<l-m)'x'](l-t-n<l— '(l-°>)'(l+«>«0 
(l+n.)[y'-2(l-n.)'xl-2{l+a')xVy'^+a-«)'i'^0. 

oder  wenn  man  durch  x*  diridirt  und  (  ~  J  =*  »ctit; 

(H-b)[i-2(1—)']=2(H-»>')V«+ (»-"■)'. 
woraus  durch  Qnadrimng : 

(l+»)'[."-4(l— .)'.+40-m)-]  =  4(l+=,-)'[.+(l-n)l. 

.  -4((l-m)  +J^^yf-  fj+S? 

,_    (l  +  »"l    _  18(1 -ml'«.' 
■       "(l+B)'  (!+»)■■ 
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Da  I  =  — I,  so  fiodet  Rick  hierauB  ^,  alio  j  in  x  ausgedrückt,  und  dann  ergibt 


■idi  am  der  Gleichung  »=ff  [(l4-m*>3t*-j-(I+in)j;  Vy*+(1  — m)'x'  selbst  s. 
Di  Vm'C— n>^+(' +'"*)'>■*+'"*•  so  gilt  nur  dw  obere  Zeioltan;  ist  also 
j^\/[l  +  »*  +  Vm'(l-Bi')'+(l  +  ".*)']- 


rürni  =  l  folgt  hieraus  A=2,r=2x,  x='\/^  (Tcrgl.  g.26.  SI).  Für 
m=0  hat  man  einen  ToUständigen  Kegel  und  es  ist  il:=2l^2,    y=2V2.x, 

V  «(1+3)      2  V    «• 

VI.  Eine  Zisterne  soll  eine  bestimmte  Uenge  Walser  aufnehmen  kOqnen  und 
in  der  Form  eines  rechtwinklichen  Far&llelepipads  hergestellt  werden  so,  d^ss  die 
innere  Verkleidung  möglichst  klein  ausfalle. 

Also  ist ,  wenn  x,  f ,  z  die  drei  bji  einander  stossende  Kanten  sind  : 

X7E  — a=0,  ij-^2is-i~2ji  =  lEisim\m. 
Daraus  irie  frOber: 

y+2«+kys  =  0,  i+2s+k»srsO,  2i+2y+ksr  =  0,  »ys  =  a. 
Man  zieht  hieraus 

r-i+ki(j-»)  =  0.  {r-i){l+ks}  =  0. 

also  j=x  ©der  l+k«=0;  im  letzteren  FäUo  kt=  —  —,  y4-2«--y=0.2«=0, 
vmt  nnmOglich  ist;  also  7=x,  dann 
4i+k«'=0,  k  =  -|-,  x+2«— 4«  =  0,  s=-|-i;^  =  a,  x  =  V2a,  r=V'2a, 


/tUyemelue  Amnerknng^. 

§.  34. 

Im  Vorfitehenden  haben  wii  die  wichtigsten  Lehren  der  Differentialrech- 
nung auseinander  gesetzt,  s»  nie  die  hauptäächlichsten  analytiHchen  An- 
wendungen derselben  angegeben.  Wir  haben  dabei  die  Betrachtung  der 
Gränzwerthe  als  das  Fundament  des  Ganzen  angesehen,  dabei  jedoch  auch 
mehrfach  auf  die  Bedeutung  unendlich  kleiner  Grössen  hiugewiesen.  In  letz- 
terer Beziehung  wollen  wir  nun  noch  einer  kleinen  Abkürzung  gedenken,  die 
man  sich  sehr  oft  erlauben  kann ,  wodnrsh  dann  die'Rechnnng  sehr  erleich- 
tert nnd  vereinfacht  wird. 

.  Ist  e  eine  nnendlich  kleine  Grösse  (§,  3),  so  bt  e^  als  das  Produkt  der 
zwei  unendlich  kleinen  Grössen  e  nnd  e,  begreiflich  selbst  nnendlich  klein, 
zudem  aber  auch  nnendlich  klein  im  YerhUtaUe  zn  e,  denn  der  Qaotient  - 
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ist  =  e,  also  unendlich  klein ,  nnd  ein  Bnicdi  ist  nqr  nneadlich  klein,  wenn 
sein  Zähler  unendlich  klein  ist  im  VerhftItnisG  zu  seineni  Nenner  oder  letzte- 
rer unendlich  gross  im  Verhältniss  zu  ersterem.     Ebeii  so  ist  e*  anendlJeh 

klein  im  Verhältniss  zn  e*  n.  s.  v.     Sind  überhaupt  ct,ß,y unendlich 

kleine  Grössen  derselben  Art,  d.  h.  so  dass  die  Quotienten  ~,  ~,  ....  end- 
lich sind,  so  Bind  a*,  ß\  ..,,  aß,  aj,...  unendlich  klein  selbst  im  VerMIt- 

niss  zu  a,ß,y Diese  Setrachtnngen  haben  nun  auf  die  Unterscheidung 

der  unendlich  kleinen  Grilssen  in  verschiedene  Ordnungen  geführt.  So 
ist,  wenn  6  unendlich  klein  der  ersten  Ordnung :  e*  unendlich  klein  der  zwei- 
ten, e*  dei'  dritt4n  u.  s.w.    Allgemein  Ist  (i  eine  unendlich  kleine  GrOsse  der 

n™  Ordnung  in  Bezug  auf  e,  wenn  der  Qnotieot  ~^   unendlich  klein  ist  für 

m  <  n ,  dagegen  aber  ooendlich  gross  fQr  m  >  n ;  für  m  =  n  wird  er  endlich 
und  bestimmt  seyn. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  man  nnn  die  oben  berührte  Abkürzung  so  aus- 
sprechen können,  dass  man  sagt,  man  dürfe  in  der  Ueclmung  di«  un- 
endlich kleinen  GrSssen  höherer  Ordnung  neben  denen  niederer 
Ordnung  rernachlftssigen.  Der  so  eben  ausgesprochene  Satz  ist 
allerdings  nichts  Anderes ,  als  die  Methode  der  Gränzen  in  kürzere  Form 
gebracht,  er  erfordert  aber  (wie  freilich  Alles)  gehsrige  Aufinerksamkelt, 
und  wird  auch  nur  dann  erst  zur  vollen  Klarheit  kommen ,  wenn  man  die  , 
Fundamental-Anschauungen  der  Gränzmethode  nie  ans  den  Augen  verliert. 
A\~ir  wollen  an  einigen  Heispielen  zeigen ,  in  welcher  Weise  er  angewendet 
werden  kann. 

I.  Gesetzt  ein  Kttrper  bewege  sich  geradlinig  aber  ungleichförmig  (§.  13. 
Fig.  15.  IX)  «nd  sey  in  der  Zeit  t  nach  M  gelangt  (Fig.  15),  so 

j  iff    "      ~~  dass  V  seine  Geschwindigkeit  in  diesem  Punkte,  niid  x 

der  bereits  zurückgelegte  Weg  AM  sey.  Sicher  ist  nun  x  =  f (t) ,  da  der 
Weg  X  sich  ändert  mit  der  Zeit,  und  schliesslich  bloss  von  ihr  abhängt,  da 
die  wirksame  Kraft  gleichfalls  als  Funktion  der  Zeit  angesehen  werden  musa. 
Sey  nun  r  eine  unendlich  kleiue  Zeit,  die  auf  t  folgt,  so  wird  man  das  Recht 
haben  auznnehnien ,  die  Geschwindigkeit  v  bleibe  in  dieser  Zeit  t  unverftn- 
dert  dieselbe,  so  dass  also,  wenn  in  der  Zeit  i  der  Weg  MN  zurückgelegt 
wird,  der  natürlich  auch  unendlich  klein  ist,  MN  =  vr  seyn  wird.  Kun  ist 
aber  AM  =  f(t),  also  AN  =  f(i.+r),  mithin 

MK  =  f(»-|-«)— f(t)  =  *''(')+i3f'(t+Ö»)    «.  16), 
so  dass  diese-Grüsee  =vt  ist.     Aber  r  ist  imeodlich  klein,  also  c'  eine  nn- 
«ndlich  kleine  Grffsse  zweiter  Ordnung  im  Verhältnis»  zu  r,  so  dass  man  das 
Glied  ~  P"(t-{-9r)  sogleich  gegen  das  erste  weglassen  kann,  und  also  hat 

Man  sieht  leicht,  dass  dieses  Weglassen  vollkommen  gerechtferUgt  ist, 
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nnd  eben  so,  in  wie  veit  die  so  eben  gegebene  Ableitung  und  die  in  §.13.iX 
verwandt  sind. 

II.  Als  weiteres  Beiepiel  wollen  wir  die  Gleichung  der  Wilrmebewegiing 
in  emein  dfinneii  Stabe  aufstellen. 

Die  GruadaoD&hmen ,  die  wir  dabei  machen ,  sind  die  folgenden :  Be- 
zeichnen wir  mit  k  die  WSrm«menge,  welche  in  der  Zeit  l  durch  einen  Quer- 
schnitt, dessen  Fl&che  ^  1 ,  strSmt,  wenn  die  Länge  des  Stabes  ^  1 ,  nnd 
der  sich  gleich  bleibende  Temperatui-ontörscbied  seiner  Enden  ^1  ist,  so 
nehmen  wir  an,  das«  in  der  Zeit  t  durch  den  Querschnitt  «,  wenn  die  Stah- 
länge  h  und  der  sich  gleich  bleibende  Temperaturunterschied  seiner  Enden  u 
ist,  die  Wärmemenge  —j—  ströme,  welche  Anaahme  desto  richtiger  ist,  je 
kleiner  to,  L,  t,  u  sind.  Man  kann  sich  hievon  in  folgender  Weise  überzeugen. 
Dass  wenn  Zeit,  Stablänge,  Temperaturunterschied  der  Enden  des  Stabs 
nnd  Querschnitt  desselben  sämmtlieh  =  I  sind ,  durch  jeden  Querschnitt  des 
Stabes  dieselbe  Wärmemenge  fliesse,  ist  wohl  klar,  da  ja  die  Enden  immer 
denselben  Temperaturunterschied  haben,  also  auch  immer  dieselbe  Wärm^ 
menge  durch  den  Stab  geht;  in  der  Zeit  t  Qiesst  also  Itt  durch  den  Qner- 
Bchnitt  1,  kut  durch  den  Querschnitt  M,  und  kutn  durch  denselben,  wenn 
u  der  Temperaturunterschied  ist;  zum  Mindesten  ist  die  Annahme  die  ein- 
fachste, es  sey  "äie  durchstrAmende  Wärmemenge  dem  Temperaturunter- 
schiede proportional.  Bis  jetzt  war  die  Stablänge  =  I ;  da  durch  jeden 
Querschnitt  immer  dieselbe  Wärmemenge  strOmt,  so  wird  die  Temperatur 
im  Stabe  proportional  mit  der  Länge  abnehmen,  ^so  in  der  Mitte  nur  halb  so 
viel  vom  Anfange  verschieden  seyn ,  als  am  Ende.  Würde  daher  der  StaS 
auf  die  Hälfte  reduzirt,  und  es  sollte  noch  dieselbe  Temperaturdtfferenz  herr- 
schen, so  mUsste  die  durchströmende  Wärmemenge  das  Doppelte  seyn,  also 
überhaupt  umgekehrt  proportional  der  Länge. 

Sey  also  (siehe  Fig.  15)  v  die  Temperatur  zur  Zeit  t  in  dem  Querschnitt 
bei  H,  AM  =  x,  der  Querschnitt  des  Stabes  belMgieichu,  MN  =  £un- 
endlich  klein,  r  eine  unendlich  kleine  Zeit,  c  die  spezifische  Wärme  des  Stabes, 
d.h.  die  Wärmemenge,  welche  nOthig  ist,  die  Gewichtseinheit  vom  Material 
des  Stabes  nm  1  *  der  Temperatur  zu  erhohen ,  p  das  spezifische  Gewicht 
des  Körpers,  und  die  Wärmemenge  l  gleich  der  Wärmemenge,  welche  die 
Gewichtseinheit  Wasser  nm  1"  in.  ihrer  Temperatur  erhobt.  Das  Gewicht 
des  EQiperstnckchens  HN  ist  ta^if,  und  da  v  eine  Funküon  von  x  und  t  ist, 
so  wird  nach  der  Zeit  t-f-r  die  Temperatur  in  M  seyn  (§,15):  ''-|-gT  ' 
+  }gTj^T'+.. .,  £0  dasB  sie  um  5^^~hiöTT^'+  -■■  zugenommen  hat.  In 
der  ganzen  Ausdehnung  von  HN  kann  man  zu  einer  bestimmten  Zeit  die 
Temperatur  als  dieselbe  ansehen,  so  dass  also  in  dem  Gewichte  «{^  die 
Temperatur  in  der  Zeit  »  am  ä7*+*'  •  «ugenommea  hat,  wozu  die  Wirme- 
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menge  cwfp  I  e7*+  ■  ■ )  °öthig  war.     Ist  Dun  zur  Zeit  t  die  Temperatur  in 

M  gleich  V,  so  ist  sie  za  derselben  Zeit  In  K:i'4--~^C+)rn^'+--->so  dass 

der  TemperatuninterBchied  von  M  gegen  N  gleich — r8^*+iä^**+--)'**' 
and  mithin  in  der  Zeit  t  durch  MN  (von  M  gegen  N)  eine  Wärmemenge 
str&men  wird,  ausgedrückt  durch 

welches  also  die  Wärmemenge  ist,  die  in  der  Zeit  t  dnrch  den  Querschnitt 
M  geÜQBsen  ist.  Diese  Grösse  igt  natfiriich  eine  Funktion  von  x,  so  dass 
man  die  Wärmemenge,  welche  in  derselben  Zeit  durch  den  Querschnitt  in  N 
strümt,  finden  wird,  wenn  man  hier  x  in  x-|-|  Übergehen  lässt.  Dadurch 
wird  dieselbe 

mithin  strömt  durch  N  weniger  als  durch  M  die  Menge: 

wo  P  den  Faktor  {*r  enthält  Diese  Wärmemenge  bleibt  in  dem  KOrper> 
etQckcheu  HK  znrilck.  Ist  uon  y  diejenige  Wärmemenge,  welche  in  der  Zeit 
1  durch  die  Flächeneinheit  bei  einer  Temperaturdifferenz  1  atissuahlt,  so 
wird  an  in  der  Zeit  t  durch  Aasstrahinng  verlieren  "v^iyv,  wenn  w  der 
Umfang  des  Schnittes  in  M  ist,  und  das  umgebende  Mittel  die  Temperatur 
t)"  besitzt.     Also  bleibt  BcbUeeslich  noch  in  MN  zarfick  die  Wärmemenge: 

Diese  nun  ist  es,  welche  die  Temperaturerhöhung  in  MN,  von  der  wir 
früher  gesprochen,  hervorbringt,  und  da  faiezu  die  Wärmemenge  ca^gt 
I  0-^+...)  oöthig  war,  so  massen  diese  und  jene  gleich  seyn,  so  da^s 

d.h.  wenn  man  beiderseitig  dnrch  |r  dividtrt: 

Nun  enthält  ~  den  Faktor  S  noch,  femer  die  nach  ^kommenden Güe- 
der  den  Faktor  r;  da  |  and  t  unendlich  klein,  so  fallen  also  diese  Glieder,  als 
unendlich  klein,  weg  und  man  hat  einfach 

Gewöhnlich  sind  k  und  «•  fUr  den  ganzen  Stab  konstant,  und  man  hat 
8'u  8»   Bt>      k  l'v      wj 

welches  die  gesuchte  Gleichung  ist.     Es  ist  wohl  nicht  schwer,  einzasehen, 
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vi«  man  das  hier  Angegebene  in  anderer  Form  h&tte  «nssprechen  können, 
um  es  mit  des  immerhin  zu  Grunde  liegenden  Gränzbegriffen  auch  der  äusse- 
ren Form  nach  in  Einklang  zu  briagen. 

ni.     Wir  wollen  uns  nnn  irgend  einen  Körper  and  im  Imiem  desselben 
einen  Punkt  M  denken,  der  jedenfalls  von  der  Oberfläche  j^_  j^_ 

weit  genug  entfernt  sey,  um  nicht  nach  Aueaen  WSrme 
strahlen  zu  können.  Am  Schhisse  der  Zeit  t  sey  v  die 
Temperatur  des  Punktes  M,  dessen  rechtwinkliche  Koor- 
dinaten X,  y^iz  seyen.  Denken  wir  uns  durch  M  ein  recht- 
winkliches  Parallelepiped  MN'^  gelegt,  dessen  Kanten 
MM'  =  ^x,  MN=^z,  MMt  =  ^y  parallel  mit  den  Koordinatenazen  und 
unendlich  klein  aeyen ;  sey  q  das  spezifische  Gewicht  des  Körpers ,  c  seine 
spezifische  Wärme  in  dem  betreffenden  Punkte  und  bei  der  Temperatur  «,  so 
wird  die  Temperaturerhöhung  in  dem  Elemente  J^iJ^Jz  in  der  (unendlich 
kleinen)  Zeit  Jt  betragen:  g^^t-|-P,  wo  P  den  Faktor  ^t'enthält;  dazu. 
ist  die  Wärmemenge  CQjxJyJz  f-r^Jt+Vj  nöthig,  wobei  wir  voraussetzen, 
dass  die  Temperatur  in  dem  elementaren  Körperchen  Jx^yJz  fUr  dieselbe 
Zeit  überall  dieselbe  sey,  welche  Voraussetzung  nur  wahr  ist,  in  so  ferne 
eben  MN',  unendlich  klein  ist,  Diese  Wärmemenge  ist  nun  gleich  der  durch 
Zufluss  von  dem  übrigen  Körper  erhaltenen  Wärme,  oder  gleich  der,  die  in 
das  Element  geflossen ,  minus  der,  die  wieder  abfloss.  Sey  also  wieder-k  die 
innere  LeitungsKhigkeit ,  so  wird  durch  die  auf  der  Axe  der  x  senkrechte 
Fläche  MKMjN,,  welche  die  Temperatur  v  hat,  in  der  Zeit  Jt  die  Wärme- 
menge ~'iiJyJzJtC~+lt\  geflossen  seyn,  wo  R  den  Faktor  ,^x  enthält, 
indem  man  diese  tmendlieh  kleine  Fläche,  deren  Inhalt  i/y,</z  ist,  als  zu  einem 
Stabe  von  der  Lauge  Jx  gehörend  ansehen  kann.  Durch  die  Fläche  M'M', 
N'K',  fliesst  demnach  ab:  — ^y^z./t|k|^+kB-|-^(k^+kK)jx+...|, 
da  sie  ans  der  vorigen  hervorgeht,  wenn  man  blos  statt  x  setzt  x-j-^x. 
Daraus  folgt,  dass  von  dem  mit  der  Axe  der  x  parallelen  Strome  Warme  im 
Elemente  bleibt : 

'("r) 

=  JxJrJiA-^^^M+4iJyJ«,JtB', 
WO  R'  den  Faktor  Jx  enthält.  Ganz  eben  so  bleibt  von  dem  mit  der  Axe 
der  y  parallelen  Strome  <Flfichen  MNM'N'  nndM,N,M',N',):  JxJyJtJt 
j-(\.-^\-^  JiJj  JzJtS,',  woS'  den  Faktor  ,^y  enthält,  nnd  von  dem  mit 
der  Axe  der  z  parallelen  (Flächen  MM'M,M',  nndNN'N,N',):^x.yy*/z,</t 
^^-\-JjiJyJzdlV,  wo  V  den  Faktor  Jz  enthält.     Demnach  ist 
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+B'+S'+T']. 

Dividirt  man  beiderseitig  mit  Jt^A^Jz^i,  beachtet  sodann,  dass  -jr  den 
unendlich  kleinen  Faktor  Jt,  R'  des  Ja,  S'  den  Jj,  T'  den  Jz  erhält,  so  ist : 

e».    8  r.  8o-v  ,  6  r.  Bv■^  ,  8  /'^8o-\  __. 

='n  =  e^OBlJ+e7l^7)-'-8^l'e-Tj-        <"■' 

Ist  k  im  ganzen  Körper  konstant,  so  ergibt  sich: 

IV.  Wir  wollen  annshmen,  derKOrper  best«be  aiu  konzentariichenKu^Uckich- 
ten  derart,  das*  io  jeder  Schiebte  die  Besehaflenheit  desielben  überall  dietelbe  »ej, 
sich  aber  tod  Sohieht«  sq  Sohiehte  Sndem  bJone ;  (bmer  wollen  wir  annehmeB ,  ei 
■e;  unprünglic}!  die  Temperatur  in  allen  Punkten,  die  gleich  weit  Tom  Mittelpunkte 
abstehen,  dieselbe  gewesen,  so  wird  sie  es  auoli  apjtter  bleiben  und  also  v  nur  Ton 
r,  d.  b.  der  Entfernung  Tom  Hittelpankte,  abhSngen.  Die  QrMien  k,  e,  ^  werden 
sieh  Toa  Schichte  zu  Schichte  ändern,  in  derselben  Schichte  wollen  wir  k  als  kon- 
stant Toraussetzen.     Alsdann  ist  (§.  29  Nr.  3) : 

y.  Besteht  ein  KOiper  in  ähnlicher  Weise  aus  c^liadrisehen  Schichten  und  be- 
zieben wir  die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  ein  Koordinatensjsteni ,  das  wir  das 
zjlindrische  nennen  können  und  das  durch  die  Formeln 

»usgesproohen  ist,  wo  r  die  Entfernung  des  Punktes  Ton  der  gemeinsohafUiehen  Zy- 
linderaxe  bezeichnet ,  «  den  Winkel,  den  r  mit  der  Axe  der  x  macht,  so  ist  (j.  29 

wenn  wir  wieder  TonuiHetien,  es  sej  v  von  tu  nnabhingig.     Also  ist  jetzt: 

wo  wir  c,  (I,  k  innerhalb  derselben  Schichte  als  konstant  »oraussetzen.  Ist  zugleich 
V  Ton  z  DuabbSngig,  d.h.  setzen  wir  rorani,  es  sej  zu  einer  bestimmten  Zeit  in  glei- 
cher Entfernung  ron  der  Axe  auch  dieselbe  Temperatur,  lo  ist 

-:-:-DV"+i.-;i    "■■■' 

VI.  (Bedingung  wegen  der  Gränzen.)  Angenommen ,  der  KOrper 
befinde  sich  in  einem  Räume,  der  beständig  dieselbe  Temperatnr  $  habe.  Sey 
weiter  n  die  Temperatur  an  der  Oberfläche  des  KOrpers,  mit  der  er  jenen 
Raum  berührt,  «  ein  (nnendlich  kleines)  Element  derselben,  k  der  Koeffi- 
zient der  innem  Leitungst&higkeit,  /  der  der  An8striihlangsf%higkeit(Nr.II).- 
DieWännemenge,  welche  im  Zeitelemente^tdnrchfastrOmt,  ist — kg-^  aJt, 
wo  n  die  Normale  an  die  Oberfläche  in  dem  betreffenden  Punkte  bedeutet 
(was  ganz  wie  in  Nr.  II.  bewiesen  wird);  die  Wärmemenge,  die  durch  das- 
selbe Element  ausstrahlt,  ist/(n — ^)a>Ji,  sodass,  indem  diese  Mengen 
gleich  seyn  werden: 
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-k^  =  7(n-0.  (Vn.) 

Die  Normale  ist  dabei  nach  dem  äusseres  Theile  des  KOrpers  gerichtet. 

Wir  wollen  uns  nnn  durch  desselbeaADfangspankt  derKoordiaaten,  aaf 
den  sich  die  Koordinaten  x,y,2  beziehen,  drei  nene  senkrechte  Axen  denken, 
die  wir  mit  L,  M,  N  bezeichnen  wollen,  tind  wovon  die  N  parallel  sey  mit  der 
60  eben  bezeichneten  Normale.  Seyen  X,X',X"  die  cosinus  der  Winkel,  die 
L  mit  den  Axen  der  x,y, z  macht;  fi,it,\ii"  dieselben  Grössen  FDrM;  9,9,9'- 
fllrN;  femer  l,m,n  die  Koordinaten  eines  Punktes  (x,y,z)  f&r  die  neuen 
Axen,  so  ist  (§.29,  Nr. 4): 

l  =  ll+pm  +  «D.  y  =  *'J+ji'iD+«'ll,  t  =  l,"-\-rfia-\-h"Tt. 

und  n  hat  dieselbe  Bedeutung,  die  ihm  in  g-  zukommt.     Demnach  (§.  29) : 
8»    6»8<    8nBjr    ene.     8^      e«       e» 

8a      8x»n^8rBi>^8«Bn        6i^     By^      8 1* 
so  dass  für  alle  Punkte  der  Oberfi&che : 

'('f7+''5^+»"n)+''— »-»      i™') 

seyn  muss,  wo  also  4,9,9'  die  cosinns  der  Winkel  sind,  welche  die  nach 
Aussen  gerichtete  Normale  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  macht. 

FQr  den  Fall  einer  ebenen  Oberll&ohe ,  die  parallel  ist  mit  der  Axe  der  x ,  ist 
9^B"=0  und  8^+1,  to  da« 

wo  die  Zeichen  +  ^Iten ,  je  naohdem  die  uaoh  Anisen  gerielitete  Normale  mit  der 
pMitiren  Axe  der  z  den  Winkel  0  oder  180"  macht. 

Ist  die  betmfbnde  Oberfl&ohe  die  einer  Kugel  Tom  Halbmeuer  r  und  i*t  der 
Mittelpunkt  Anfcngtpnnkt,  lo  ist  0=±—,9^±  —  ,  0"=±—,  wo  dat  obere  oder 
untere  Zaieben  gilt,  je  nachdem  die  Normale  dem  Mittelpunkt  ab-  oder  zugewendet 
ist     Also  ist 

»n+*eV+'^'n=±lTe-,-'-TB-7+6;Tj=±8-r'<' =•+'+■>•     - 


±k^+,<u-()=o.         (b) 

wo  (Qr  T  der  Halbmeuer  der  begrAnienden  Obwiftohe  m  letcen  ist. 

Für  den  Fall  eines  Zjrlinden ,  bei  dem  der  Mittelpunkt  der  OrnndflAohe  Anfbngü- 
punkt,  die  ZjUnderaxe  Axe  der  ii»t,  bat  man  ff"=0,  9=±—,  d'=±  — ,  wo  t 
der  Abstand  des  Punktet  tou  der  Zylinderaxe  ist,  lo  da» 

und  tbo  ±kf^+y(u-£)  =  0.  (o) 

VII.  (Bedingung  bei  Berfihrnng.)  Steht  ein  Körper  in  BerQhrung 
mit  einem  andern,  so  wird  die  durch  ein  Element  des  einen  KOrpers  fliessende 
Wärmemenge  offenbar  gleich  der  seyn,  die  durch  daa  mit  jenem  in  Berührung 
ateheode  Element  des  andeieB  KOrpers  fliesst.    Sind  also  u,  u'  die  Tempera- 
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turen  der  Elemente;  k,  k'  die  Koeffizienten  der  inneren  Leitnngsfiihigkeit  Air 
beide  Körper,  so  sind  diese  Mengen:  — k g-to^t,  — k'~aJt,  wo  n  sich 
anf  die  Normale,  die  beiden  Elementen  gemeinschafUicIi  ist,  liezieht.  Dem- 
nach ist 

wo  nun  die  Kormale  beliebig  gerichtet  seyn  kann.  Es  versteht  sich  wohl 
von  selbst,  dass  wenn  die  berührenden  Körper  anftinglich  sehr  ungleich  er- 
wärmt varea,  diese  Gleichung  tUr  deo  Anfang  keine  Geltung  bat,  und  erst 
dann  richtig  ist,  wenn  die  Temperaturungleichheiten  sich  einigermasaen  aus- 
geglichen haben ,  was  jedoch  ziemlich  rasch  geschieht. 
Für  berflbrende  Ko^lschicbten  hat  man 


lÜT  berührende  Z^IiDdenchicht«!]  dieselbe  Gleiobong;   fBr  ebene  Sohiditen,  die  auf 
der  Axe  der  x  tenkrechten  stehen : 


Igt  nun  ferner  i  der  Koeffizient  füt  den  Uebergang  der  Wärme  aus  dem 
ersten  Körper  in  den  zweiten,  so  ist  3.(a — n')a)^t  die  Wärmemeage,  die  in 
den  zweiten  Körper  durch  das  Element  w  eindringt;  dieselbe  mnss  aber  gleich 
der  ans  dem  ersten  Körper  ausströmenden,  d.  h.  gleich — kg-w^t  seyn, 
so  daM  ^so  neben  obiger  Gleichung  noch  die  Beziehung 

bestehen  muss. 
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Zweites  Buch. 
Elemente  der  Integfralrechiumg. 
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Achter  Abschnitt 

Das  unbestimmte  Integral. 

§.35. 

Die  Integralrechntmg  ist  das  Umgekehrte  der  Differentialrecluiuag,  und 
stellt  sich  somit  zur  Anfgabe,  ana  dem  bekannten  Differentialqnotienten  einer 
Grösse  letztere  selbst  zu  ermitteln.  Ist  also  jp^f(x),  und  f(x)  bekannt, 
80  lehrt  die  Integralrechnung  die  OriJsse  y  zu  bestimmen,  was  sie  durch  das 
Zeichen  y=/f(x)3z  darstellt,  und  dasselbe  liest:  7  ist  das  Integral 
von  f(x)  nach  x.  Das  angehängte  dx  ist  also  abermals  (§.  3)  ein  blosses 
Zeichen,  das  anzeigt,  es  sey  x  die  unabhän^  Veränderliche,  nach 'der 
integrirt  wird.     Eben  so  ist  /f(n)dnda8lntegral  voDf(u)  nachn  u.8.w. 

Aus  diesen  Erktärnngen  folgt  ganz  unmittelbar,  daas 

^y((x)ei=(W,y-^  8.=f(i),yrwei=rW-  (»8) 
Denn  /f(x)dx  ist  diejenige  Grflsse,  deren  Differeotjalqnotient  f(x)  ist,  so 
dass  also  die  erste  Gleichung  nichts  Anderes  ist,  als  der  Ausdmck  dieser 
Eiil&mng;  /.—iädx  oder  /f  (x)dx  sagt,  man  solle  diejenige  Grösse  su- 
chen, deren  Differentiatqnotient  f(x)  sey;  diese  ist  aber  gewiss  f(x),  so  dass 
die  zweite  (oder  dritte)  Gleichung  eben  so  richtig  ist. 

Ehe  wir  nun  weiter  gehen,  haben  wir  uns  die  Frage  zu  stellen,  ob  das 
Zeichen  /f(x)Bx  ein- oder  vieldeutig  sey,  d.h.  ob  es  nnr  eine  einzige  Funk- 
tion von  X  gebe,  deren  Differentialquotient  gleich  r(x)  ist,  oder  mehrere. 
Gesetzt  es  sey  F'(x)  =  f(x),  so  ist  sicher  /f(x)ax  =  F(x),  und  wenn  es 
noch  eine  andere  Funktion  von  x  geben  wBrde,  die  ebenfalls  /f(x)9xware, 
so  konnte  man  sie  gewiss  durch  F(x)~|-y(x)  vorstellen,  wo  y  (x)  der  Unter- 
schied von  F(x)  und  jener  andern  Funktion  wäre.     Ist  nun 


/- 
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so  ist  nothwendig  f(x)  =  F'(x)+5i'(x),  d.  h.  da  schoo  f(x)  =  F'(x),  so  ist 

6i 
DemDach  ist  g>(x)  unabhängig  von  x,  d.h.  eine  (freilich  ganz)  willkür- 
liche Konstante  (g.  4).    Daraus  nun  folgt,  dass  wenn  man  eine  Funktion  von 
x:  F(x)  kennt,  für  welche  ^^|-^  =  f(x),  man  allgemein  haben  wird: 


/«■ 


wo  C  eine  wUlkQrliche  Konstante  bedeutet.  Was  non  diese  Grösse  anbe- 
langt, so  wird  sie,  eben  weil  sie  von  x  nicht  abhängt,  auch  nicht  mit  x  sich 
ändern ,  und  wenn  sie  ja  sich  ändern  sollte ,  so  kann  dies  nur  dadurch  ge- 
schehen, dass  sie  plötzlich  einen  andern  bestimmten  Werth  anuimmti  den  sie 
dann  wieder  unverändert  beibehält.  (Eine  stetige  Aehderung  von  C  mit  x, 
d.  h.  eine  Aenderung  um  unendlich  kleine  Grossen  widerstreitet  ja  eben  der 
Annahme,  dass  C  unabhängig  ist  vors  x.)  Da  die  Rechnung  es  vorzugsweise 
nur  mit  stetigen  Funktionen  zu  thon  hat,  so  werden  wir  /f(x)  9x  so  lange 
als  stetig  ansehen  müssen,  so  lange  f(x)  endlich  bleibt,  was  sich  auch  nach 
§.  1  von  selbst  versteht,  da  ja  dann  der  Differentialquotient  von  /  f  (x)  d  x 

endlich  ist.  So  lange  also  f(x)  endlich  ist,  wird  /f(x)3x,  d.  b.  F(x)-{-C 
sich  nur  um  unendlich  wenig  ändern,  wenn  x  sich  um  unendlich  wenig  ändert, 
nnd  da  dies  bei  F(x),  als  einer  stetigen  Funktion,  der  Fall  seyn  wird,  so 
tblgt  daraus,  dass  auch  eben  so  lange  C  denselben  unveränderten  Werth  - 
beibehält,  da  diese  Grösse  sich  plötzlich  um  eine  bestimmte  endliche  Grtjsse 
ändern  würde,  so  dass  F(x)-f-C  sich  alsdann  nicht  um  unendlich  wenig  mit 
X  änderte.    Hat  man  z.B.  das  Integral  /tgxdx,  so  iat  daeselbe  zunächst 


/- 


^tgiBj  =  — l(coix)  +  C. 

Was  nun  hi»  C  anbelangt,  so  wird  diese  Grösse  immer  denselben  Werth 
haben ,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  —  g-  und  -)-  -|-  liegt;  ist  aber  x  >-s-. 
so  kann  ganz  wohl  C  einen  andern  Werth  haben,  als  wenn  x  <  y ,  da  für 
x=  2^  ja  tgx  unendlich,  also  unstetig  wird;  zwischen -5- und -5-  wird  frei- 
lich wieder  immer  C  denselben  Werth  haben  0.  s.w. 

Maa  mnss  liierauf  wohl  achten,  da  man  sich  sonst  in  Schwierigkeiten 
verwickelt,  die  es  nur  dadurch  werden,  dass  man  nicht  in  den  ersten  Grund- 
sätzen vollkommen  klar  geworden  ist. 

Was  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Konstanten  in  bestimmten  Fällen 
betritftv  so  ist  sie  immer  sehr  einfach.     Weiss  man  nämlich,  das« 
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ytWBi  =  F(x)-fC. 

uDd  dase  f^r  x  =  a  die  Grösse  /f(x)dx  =  Ä  seyn  mQsBe,  so  ist 
A  =  F(»)+C,  C  =  A— P{»). 
Die  Richtigkeit  einer  G-teichung  /yds^z-j-O  wird  natDriicli  immer 
dadurch  bevieseD,  dasa  man  zeigt,  es  sey  7— ^y,  und  es  gibt  ancb  keinen 
andern  Grund  däfDr.  Die  ZafUgnng  des  Zeichens  C  ist  auch  nnr  in  gofeme 
notfawendig,  als  man  das  Integral  ausgemittelt  hat;  so  lange  man  nnr  das 
Zeichen  /ydx  anvendet,  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  willkürliche 

Konstante  zuzufSgen  ist.     So  ist  in   /tgxdx  erst  dann  C  zuzufügen ,  wenn 
man  — l(cosx)  daßr  schreiben  ^i)l. 

Daas  femer  ans  g-  =  v  folgt  U= /v8u  ist  natürlich,  und  die  schliess- 
lich zuzufligende  Konstante  ist  unabhÄngig  von  n.  —  Ans  §.  4  lassen  sich 
leicht  die  folgende  Sätze  beweisen : 

y«f(i)ei=ayfW8i,y[f(x)±»{i)±...]8.=y({i)e.±y*,{i)e.±...,  m 

wenn  a  eine  Konstante  ist.  Denn  es  ist  etwa  g^[a/f(x)9x]^ar- /  f(x)9x 
=  af(x),   woraus  sofort  folgt  a /f(x)9x= /»fCx)9x.     Die  willkürliche 

Konstante  ist  bei  wirklicher  Bestimmung  dann  noch  zuzufügen. 

An8derZusammenstellung(10)iD§.  5  ergibt  sich  nun  hier  die  folgende: 

/»Jiixei  =  — CM«-|-C,         /eoii8i  =  iiax+C,         /LL- 8s  =  tgx  +  C.  1  j^j 
/^Bx=-col«x+C.        y"— =8i=^(.m=x>+C,       yi:pp8x  =  l 
»rcCl«  =  x)-t-C.  / 

da  man  durch  Differentiation  der  zweiten  Seiten  jeweils  wieder  die  unter 
dem  Zeichen  /  stehende  Grosse  erhftit.     (Wir  bemerken  hiebei ,  dass  man 

statt /-i-^i,  /-X-jBx,  U.S.W.  gewöhnlich  schreibt  / -4^,/ j~-, J." 

All  »pezEelle  FKUe  daraus  hat  man  etwa: 

/..(»/,..=/....)=.+c./...=^+c./li— 1+0, 

»•Google 
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Die  Ao^^abe,  die  uns  ddd  zno&eliat  vorliegt,  besteht  darin,  jedes  vor- 
gelegte Integral  /  f(z)9z  eotireder  auf  ein  einfaches  in  (40),  oder  doch  aof 
ein  schon  bekanntes  zurOck^ren.  Wie  bei  allen  umgekehrten  Rechnungs- 
arten wird  diese  Aufgabe  nicht  in  allen  Fällen  gelSst  werden  können,  so  dass 
man  die  baoptsächlichsteii  Methoden  augeben  muss,  nach  denen  man  in  ein- 
zelnen Fällen  zu  verfahren  hat.  Als  fundamentale  Hilfsmittet  haben  wir  nitn 
zunächst  zwei  Sätze  anzugebeu,  die  vir  fortwährend  anwenden  werden,  uiid 
ausser  denen  nur  wenige  solcher  Hilfsmittel  zum  Ziele  fllhren  werden. 


Der  erste  dieser  beiden  Sätze  ist  in  der  Gieichuag 

ausgesprochen  und  heisst  der  Satz  der  Integration  durch  Theile.     £r 
lässt  sich  ganz  leicht  beweisen.     Es  ist  nämlich 

a^['-/■&«]-Ä<'■'-^^'^:+■H-l^-L■«■-■«■»' 

(38),  l»  '— /'H»"/'fi"' 

wo  die  etwa  beizufligende  wülkärÜche  Konstante  nicht  hingeschrieben  ist,  da 
nian  sie  am  Schlüsse  der  Rechnung  immer  noch  zufügen  kann.     Man  sieht, 
dass  die  Formel  (41)  genau  dem  Satze  in  §.4.  V  entspricht.     Idan  kann  sie 
auch  unmittelbar  daraus  folgern.     Da  nämlich 
flfri)  _■■,''■  !■  flr 

8i       '6x~^   Ol' 

woraus  wieder  (41)  folgt. 

Der  zweite  Satz  ist  der  der  Integration  dnrcb  Umformung.  Hat 
man  nämlich  das  Integral  /f(z)9x  zur  Bestimmimg  vorgelegt  erhalten,  nnd 
mau  vermuthet ,  dass  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  z  fElr  z 
man  seinen  Zweck  leichter  erreichen  könne,  so  wird  man  statt  des  Integrals 
nach  z  eines  nach  z  zu  bilden  haben.  Offenbar  muss  nämlich  zwischen  x 
und  z  eine  Beziehung  gegeben  seyn ,  die  es  mOgtich  macht,  x  durch  z  und  z 
durch  z  auszudrucken.  Drückt  man  nun  z  durch  z  aus,  sieht  also  z  als 
Funktion  von  z  an,  so  ist  die  GrOese  /f(z)3x,  die  wir  durch  U  bezeichnen 
wollen,  zunächst  eine  Funktion  von  z,  also  dann  auch  Funktion  von  z.  Dem- 
nach (§.  5) : 

arr      an  a-  ajj 


=/'<. 
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uid  alio  ßii)6±=Jl(z)  ^e.,  (42) 

«0  in  f  (x)p^  die  GrllBs«  x  darch  z  zu  ersetzen  ist  Kann  man  l((x)  ~^^ 
(nach  z)  integriren,  und  ersetzt  dann  z  wieder  darch  s,  so  hat  man  auch 
/f(z)3x.  Die  etwa  beizagebende  Konstante  Iftest  sich  am  Schlosse  der 
Becfanong  immer  zusetzen.  Haa  sieht,  dass  (42)  dem  Satze  (9)  in  §.  5  un- 
nüttelbar  entspricht,  wie  sich  denn  auch  die  ^chtigkeit  von  (42)  geradezu 
aas  jenem  Satze  beweisen  iässt.  Man  hat  n&mlich,  nm  (42)  zn  beweisen, 
bloss  20  z«igen,  dass  der  Differeatial<]notieDt  von  /f(x)^9z  nach  x  gleich 
f(x)  ist.     Nun  ist 

fy'<»B«-Ä[/'«^'-].4-['w rM-< r.- "-  "  »■  ■« 

Wir  wollen  nun  zunächst  einige  Beispiele  zur  Erläuterung  der  wichügen 
Sfttze  (41)  und  (42)  znftlgen. 

L    Sey    /](x)8x  m  bettinmeii.     In  (41)  setze  man  7=l(x),  ^^=1.  <o  ist 

^  =  -i-,  ■=/l8x=x,  also yi=xUx),  «1^  =  1,   /i^8x  =  x,  mithin 

yi(x)flx  =  il<x)-x+C  =  iD(«)-ll+C. 

Bat  inany|l(x)}  flx,  so wy  wieder y=l(i)*,  ei^'-Ö^'^    i    •     '  ~  *• 

also  z|^=21(x),  /'*^Bx=2  /l(x)8i=2x[l(x)— 1],  «oda«« 

yiwai=:xi(i)'-2ipw-i]-|-c. 

Isfvorgelegt yi(x)'ex,  »o  hat  nüm  y=l(x)',^  =  l.  ^  =  °'*'^'~  ,  t=x, 

Um  yi(x)'Bi  =  ii(i)'-oyiw'~*ex. 

wodnrob  das  eine  Integral  auf  das  andere  surttckgefflhrt  ist.    So  hat  man  fttr  n:^l, 

2,  3, 

yi(i)8x  =  xIW-x+C. 

yiw8f=xi(x)'-2  yiw8», 
yi(i)'8x=xi{x)'-8  yi{i)'8i. 

yi(i)*8T  =  il(x)*-8  yiWBk 

n.  Sey  rergelegt  /  x*«'8x,  wo  n  eine  positive  gaase  Zahl  ist.-.  Man  aetce 
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y:=x^ ,  — ^e",  also  j-^=ox      ,  i^  I  e  dx^e  ,  irp:=iix      e    und  h«i 

,...  =  ..-._/.    .... 

Hieraus  folgt,  wenn  n^I,  2,  3 

/S    1  S    1  /*!   1 

OL  Htm  soll  /~^&x  bestimmen,  wenn  n  ebenfklls  eine  poiitive  gause  Zabl 
ist.     Sey  j=e".  ^  =  — =x  ',  also^  =  e*,    s  =  y i   'Bx^t  -i— -^  = 
—  1  8y_  c' 


(n-l)i  "  (d-1)x 

•^  I  (11—1)1  "       '•'  I 

Für  n^I  kann  man  diese  Formel  nicht  anwenden;  fUr  nt=2,3, ..  aber  gibt  sie: 

/i;,„_£+/^,„/4a.=  -f-,+i-/C.. 

•'I*  X      •/    I  ■'  i'  Si'       2*'  i' 

so  dass  schliessLcb  alle  diese  Integrale  auf  /  — 83  zurückgeführt  sind.      Die  Be- 
s^mmnng  dieses  letzteren  ist  zunächst  nicht  thnnlich. 

IV.  Es  sey  /x"l(x)6x  ca  besünunen,  n  wie  so  eben.     Sey  r^l(x),  — =x', 

Ebensofte  /^exseyj=l(x),  |^=:x  '•H  =  'r'  '»=  A   '8x  = 

—  1        /•  ey„  1    yes        i        i 

/    •  <.-l)i  "—"     X  (.-1).       ■-  "-'-■ 


-1=0  wJLre,  imd 


nach  niolit   ix     bx  = r::^ ,  sondern  =:  l  (x)  geltet  werden  niüMte.  FQr 

J  (—1). 

/  -^  0  X  wird  man  also  im  Augenbliok  den  Werth  nicht  angeben  können  (rgl,  TU). 

'  V.  Seyen/x'sinxex,  /  x'eoixSxen  bestimmen.  HansetMy=x  ,  s-™)^,' 
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/*  .  .  /•  n-l  /■  .  .  /"  .-I 

f  \  •ini8z  =  —  I  cati-|-n  /  i       coiiSi,   /  i  cmx6i  =  s  bIdi — n  /  i      )<di8z. 

Daraus  folgt,  indem  man  d—  I  für  n  setEt : 
yi°~'iliiiei=— x°~*co»x+(ii— i)y  »""'cMieiy  1°"'« 

/■ 

/  i'tiomfliss  — i'cMX  +  Bi       dm  — n(n  — 1)  /i        tinxßi, 

/i'i:otxei  =  i'iliii+n»°~  «o»x— n(n— I)  /  i"~  cotiSi. 

Fürn=l:   /xrini8i  =  — lewx+ilni+C,   /icosxei  =  itiiii+c<»i+C, 

sodass  allgemem    /x*cosz8z  nnd   /x'sinxBx  bestinmt  werden  kOniten  in  der- 
«elben  Weise,  vie  oben  in  ftfanlidten  Fällen.     Man  hat  etwa 
/i'iinx8x=  — x*ci»x+2i«iiii— 2 /ainx8i, 

/i'uiiz8i  =  — s'cMZ+Sx'uni— 3.2/itIaz8x, 
/x'iiDiBx  =  — x'oMi+4x'iiinx— l.s/x'dnie»,  a.s.w, 
VI.  Man  soll  /   i',  "i  bestimmen.     Han  «etze,  gemäss  (42),  x=az,  t= — , 
8x  ,^  1      Bi  1  11  ,       /"   8i         /*    1      Bi„ 

woTon  man  *ioh  durah  unmittelbare  Diübrenzirung  sehr  leicht  Obersengen  kann. 
Setit  man  in  /eosaxBx  :  ax=^«,  a^  =  I,  j^  =  — ,    so  ist  cos  a  x  .  j-^^ 

/eoiai8i  =  —  /misi8i  =  — »ini  +  C= — moai-t-C. 
Eben  so 
/.>nax8x  =  -i™.ax+C./j^J^.  =  |/j^.  =  i-.r.(^  =  .,+C  = 
yafo(«e  =  tx)+C. 
n   /x       sin(»+bx*)Bx  xn  bestimmen,    setie  man  a+bx*^«, 


sinx-(n-l) 
'slniBi,     also 


vn.  Um  j 

■-iBz 


/.-  '.u,(.+b.-)8.. d/»"»'=-sr+''--^^^^r^+''; 


igle 


B«itpjel«  TOD  InMgruioD  inHMItt  di«Mi  Sitte. 


r/iin 


Fftr    /)iii'xe«ix0x  «ette  man  siiix=s,  also  cosXg-^I  und  sin'xcosx  r- 
^t^,  mithin 

/iiii'x«oiiei= /t'e»=-5-+c=.-5-i+c. 

Die&e  Gattung  von  Integralen  lässt  eich  allgemein  daratellen.  Ist  näm- 
lich y  eine  Fanktion  von  x,  bo  heisBen  sie 

md  wenn  man  die  UmfonnDDg&fonnel  (42)  beachtet,  so  ist 
So-»!«        yiÖ)-a,=i.,(,).+c,  (r=iM.  «ml. N.. m. 

/«o«'»iinT8i=— ^^^+C,  (js— emi), 

/*.5^^^i8l  =  itM'<iiB=»)+C.(y=W!{dB=X».0;l.». 

VIII.  Um    /   ,  ,     ,  m  bestimmen,  aey  a*+x*^a,  2ig-^l,  xg— =.2, 

JM:r'8:=¥-T'''"' 

Anch  diese  Integrale  lassen  sich  allgeineiner  darstellen.    Ist  nimlich 
z  eine  Fanktion  von  x,  so  sind  sie 

Seilt      ftextx=  A!!^8i  =— l(eMi)4-C,  (iseui.hs  — I); 
/"••iBiai=y"^8x=i(*i.)+c.  (.=*!•,  b  =  l)i 

/'    a8x  ,  ,     ,         „    8«     ,      ex      1        '8x  I 


t  man    /r(x)8x,  Metfibtiidi  /r(7)8;,  vaiminaii  xralty*i 

Goo'^lc 


/"•Sei 
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+  C,  {.  =  •')! 

j^8.  =  -5jj+o,<...i..),y^^e.  =— +C,  (■=..„); 

f-^  = *— ;r;+<:.  <■=!(»)).  {-"ii-Ktvii). 

^  .1(1)  («-DK«) 

1  b«itimiiieii,  sey  in  (41)  j:=«  X,  g^  =  .|  l    .|,   also  r- 

=  .■+,.•=.'  (1+.),  .=/^.=/^,,=  ,+.,=_i-=_  j^. 
und  niitliiii 

§.  37. 

Fouktionen  von  x,  veiche  die  Form  a4-bx+cx*+...  haben,  heissen 
ganze  Fnnktionen  von  x;  der  höchste  Exponent  von  x  gibt  den  Grad  der 
Funktion  an.  So  ist  12-|-8x*  —  9x*'}-7x*  eine  ganze  Funktion  von  x  des 
sechsten  Grades.  Seyen  nun  f(x),  F(x)  ganze  Funktionen  von  z,  so  soll 
es  sich  am  BeBtimmnng  von 

M>'^    '■' 

handeln.  Zonächst  ist  es  nun  allgemein  genug  anzunehmen,  f(x)  sey  von 
niedererem  Grade  als  F(x).  Denn  wenn  dies  nicht  der  Fall  igt,  so  dividire 
man  mit  F(x)  in  f (x) ,  und  erhalte  als  Quotienten  y  (x) ,  als  Best  ^(x),  wo 
^(x)  von  Biedererem  Grade  ist  als  F(x),  so  ist  (39) 

worin  y(z)  von  der  Form  A-|-Bx-|-Gx'-|-...  ist  und  also  iategrirt  werden 
kann;  mithin  das  gesuchte  Integral  auf  «tn  anderes  zurflckgefOhrt  ist,  in    - 
welchem  der  Z&hler  von  niedererem  Grade  ist  als  der  Nenner.     EOnnea  wir 
solche  Integrale  bestimmen ,  so  kfinnen  wir  ttberhaupt  alle  Integrale  dieser 
Gattung  bestimmen. 

Nun  weiss  man  ans  der  Analysis  („Gmndzfige''.S.  138),  dass  F(x) 
immer  in  ein  Produkt  von  reellen  Faktoren  zerfällt  werden  kann,  die  vom 
ersten  oder  zweiten  Grade  sind.  Die  Fiteren  des  ersten  Grades  haben  die 
Form  x-^-a,  oder  (x+a)"  und  entsprechen:  die  erste  der  reelleu  Wnnel 
— ader6IeiobangF(x)  =  0,  wenn  diese  nur  einmal  Torhandeo  ist,  die  zweite 
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derselben  reellen  Worzel  — a,  wenn  sie  ramal  vorkOmnit  Die  Faktoren 
zweiten  (Grades  haben  die  Form  [(x+(t)'-|-jJ']  oder  [(x+o)*+^']"  nnd 
entsprechen:  die  erste  den  beiden  imaginären  Wurzeln  — «diy^ii  wenn  sie 
Dur  einfach  vorkommen ,  die  zweite  denselbeo  imagin&ren  Wurzeln,  die  je- 
doch mmal  vorkommen. 

Daraus  folgt,  dass  man  setzen  könne : 

FW  =  c(i+.)...(x+b)"...[{x+«)»-|-(»']...[(.+r)»+8'3'   -. 
wo  ganz  wohl  nur  Faktoren  der  einen  oder  anderen  Art  vorkommea  können; 
ausser  diesen  vier  Arten  aber  keine  anderen  vorkommen ,  und  die  Grösse  c 
der  Koeffizient  der  b&chBten  Potenz  von  z  in  F(x)  ist.     Dies  vorausgesetzt, 
setze  man 


F(i)- 


+ 

Mt  +  N 


+ 


*-Q 


■      + 

wo  jedem  Faktor  der  Form  i+a  ein  ähnliches  Glied  wie  ^;r-,  jedem  Faktor 
(x-|-b)°  eine  ftboliche  Summe  von  mGliedern  u.  s.  w.  zugehört.  Die  Grös- 
sen Ä,...;  B,,  B,,...,  B,,...J  M,N,...;  P,,  Q,,...,  P,,  Q^,...  sind  noch 
ra  bestimmende  Eonstanten.  Man  wird  sich  leicht  fiberzeagen,'da88  diesel- 
ben der  Anzahl  nach  genau  eben  so  viele  sind,  als  der  Grad  von  F(x)  ist. 
Ist  man  nun  im  Stande,  diese  Konstanten  so  zu  bestimmen,  dass  die  Glei- 
chung (b)  eine  identische  wird,  d.  b.  dass  sie  richtig  iet,  x  mag  irgend 
«eichen  Werth  haben ,  so  kann  man  statt  =-j^  die  Summe  der  zweiten  Seite 
setzen.  Um  aber  diese  Konstanten  zu  bestimmen,  multiplizire  man  beider- 
seits mit  F(x) ,  so  werden  dadurch  anf  der  zweiten  Seite  alle  Nenner,  da  sie 
sämmtlich  in  F(x)  enthalten  sind,  wegfallen ,  nnd  es  wird  eine  ganze  Fnnk- 
tioD  von  z  zum  Vorschein  kommen, .  deren  Grad  um  1  niedriger  ist,  als  der 
von  F(z),  da  in  einer  gewissen  Anzahl  von  Gliedern  der  zweiten  Seite  nur 
je  ein  Faktor  ans  F(x)  ansflült.  Diese  Funktion  hat  also ,  wenn  man  sie 
nach  den  Potenzen  von  z  ordnet,  ^enau  eben  so  viele  Glieder,  als  der  Grad 
TOD  F(x)  beträgt,  *  and  deren  Koeffizienten  die  zu  bestimmenden  Eonstan- 
ten ,  jedoch  alle  in  der  ersten  Potenz  und  nicht  mit  einander  mnltiplizirt, 
enthalten;  höchstens  eben  so  viele  Glieder  hat  f(x),  da  diese  Fonktion  von 
niedererem  Grade  ist  als  F(x).     Hao  setze  nun  in  den  beiden  Seiten  dieser 

*  Di«  aUgemeinite  gante  Fonktioii  dei  Tierten  Gndw:  B-t~bK~)-ci*'H^'*~l~*>*kat 
taut  GUedar  n.  i.  v. 
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Gleichung  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich ,  so 
erhltlt  man  genau  eben  so  viele  Gleichungen,  als  zu  bestimmende  Konstanten, 
und  kann  dieselben  also  ermitteln.  Da  nunmehr  die  Gleichung  eine  identi- 
sche ist,  d.  h.  da  die  beiden  Seiten  derselben  genau  dasselbe  sind,  so  ist  auch 
(b)  eine  identische  Gleichung.  Einige  Beispiele  mögen  das-Verfahren  er- 
Untem. 


1)  Sey- 


7i-6  =  A(.+3)(i_8)+Bi{i-2)-|-Ci(i+8) 
=  Ä(«'+i-e)+B(i*-2i)+C(i'+8x) 
=  *'(Ä+B  +  C)+i(A-2B-|-3C)  — «A. 
A+B+C  =  0,  A  — 2B  +  8C  =  7.  — eA=-5. 


16'  *^°"lO' 


7i-6 

6 

6i'— 2 

6i 

6s* -2 

-27 

Also 


ti"-2  =  i(.-3)'(.+l)+B(i-3)(,+  l)+C(i+l)+D(.-3)" 

=  »(."-5j"+3i+9)  +  B(>"— 2i-S)J-C(i  +  l)  +  D(«"-9x' 

+2ri-2») 
=  «'[A  +  D]4-l'[-6A  +  B  —  SD]  +  xI8A  -  2B  +  C+  27D]  -h 
9ä— 3B+C— 270, 
A-f-D  =  5.  — 5A+B-9D  =  0.  3A  — 2B  +  C  +  27D  =  0.»A  — 8B  +  C  — 27D  =  -2. 


i»_8»'+18»*-27"64(i— 3)"^18(i-3)'^4(x— 3)*^M(i+I) 
i'-3i'— 2x'+B'+2        I*— 3i*— 2i'+5i+2        A B 

x'— 3x'— 2x'+6«4-2=A(i+I>«{i— l)'+B(i-f  l)(x— ll'+C<i— 0' 
+  D(x+l)'(x-l)+E(x  +  l)' 
.A(l'  -  2x'+l)  4  B(i'  -  x'  -  1+  1)  +  C(l'  -  21  +  1) 

+D(i'+2x"-2x-l)+E(x'+3x'+3x+l) 
.x'(A  +  D)  +  x'(B  +  2D+E)  +  x"(-2A-B+C  +  8E) 
+i(— B— 2C— 2D+3E)+A+B+C-DTi-E: 
A-(-D  =  l.B-t-2D  +  E  =  — 3.  — 2A— B  +  C+3E  =  — 2.  -B  — 2C— 2D+3E=6. 
A+B+C— D+E=2; 


.._ 

A  =  ^.,— 
3x'— 2x'+6x+2 

i.C  =  -^.  D  =  - 
88                 6 

16(x+l)     4(1+1) 
A»+B  ,    Ci  +  D    , 
=  .'+4    l{x'+4>'  +  i 

16 

4.) 

•-2x'-2x"+x  + 
8x'-Sj' 
(x.+4,'(x-B)- 

_E_^ 

JS+ip- ie<i- «■'■«x-i)'' 

i),„„cdiiGooi^lc 
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3x»-5i»={Ai+B)(x'+4)(i-5)  +  {Ci+D)(i-6)  +  i:{i'+4)* 

=  {A,+B)(i'-6x'+4i-20)+(C«+D)(x-B)+E{iM-8x'+16) 
=  i'[Ä+E]4-i'[— 6A+B]-l-i*[*A-ßB+C  +  8E]  +  «I— aOA 
+4B— 6C+D]— 20B— »D+16E; 
A-|-E  =  S,  — BA+B=— 5,4A— BB+C+8E=0,— 20A+4B— 5tH-D=0, 

—  aOB  — 5D  +  ieE  =  0; 
.      1273    „      2160     ^  148     ^  160    „      1850 

*  =  "84f  "-84r'*^-~"^'"-~28'  ''-mT' 

Si*-6t'  1273» +  2160     148»+ 160  1250 

(x'  +  4)'(x-6)-    841(x*+4)        29[i«+4]*"''841(i      B)' 
8»'-3i'+5       8i'-8»'  +  5    _     Ai+B      ,       Ci+D        ,        Ei  +  F       ,G 
^■>     (r+ax+3)'x-[(x+l)'+2J'i-iH2x+3'''(i'+2x+3)'"''(x*+2*+»)'''",  ' 
8x'-8x'  +  B=(Äx+B)«(x'+2i+S)'+(Cx+D)x(«'+2i+S)  +  (Ei  +  F)i+Q(x' 
+  2X+3)' 
=  (Äi  +  B){x'+4x*+10x'  +  12x'  +  9x)+(Cx+D)(x»+2x'+Sx> 

+  Ex'+Fi+G(x''+e»'  +  21x*+44x»+e3i'+B4x+27) 
=  x*{A+G)  +  i*{4A  +  B  +  ÖG)  +  «•(10A+4B+C+21 0)  +x'(12A 
+10B+2C+D+44Q)+x'(9A+12B+8C+2D+E+e3G) 
+i(9B+8D  +  r  +  54Ö)+2rGi 
i  +  Q_0,4A+B+6G  =  0.  10Ä+4B+C+2IG=8.  I2A  +  10B+2C+D+440 
=  _S,  0A+12B+3C+2D+E+6SQ  =  O,9B+SI>+P+B4G=O,27Q  =  5i 
6     -         10    „      67    -,  181    „      87    „      161    „       5 

i=-ä5,B=-g,c--5-.D=-^.E  =  ^.r.-j-.G  =  g. 

8x*— 8i'+5  5x+10         .       671—181  S7x+iei       .     6 

{i'+2x+8)'i~      27(x'+ai+3)"'"9(i'+2i+3)'"''3(i'+2x+3)'"^27x 


Wir  habeo  in  f.  37  die  einfachste  Method«  der  BestimmDog  der  Kon- 
BtaDten  angegeben ,  wenigstens  in  so  weit  die  einfachste ,  als  sie  sich  wohl 
zunächst  darbietet  and  meistens  auch  am  schnellsten  zum  Ziele  fOhrt.  Wir 
wollen  jedoch  hier  noch  anderer  Methoden  gedenken,  nach  denen  dieselben 
bestimmt  werden  können. 

I.  Gesetzt  F(x)  enthalte  den  Faktor  x-j-a  nur  einfach,  so  dass  F(x) 
=  (z-|-a)9(x),  wo  y(x)  eine  ganze  Fnnktion  von  x  ist,  die  nicht  Nnll 
wird  ffir  x=:  —  a.     Alsdann  folgt  aus  (b): 
fW__A_  ,  *W 
P(x)~x+a"^»(x)' 
wo  ^^  die  Summe  aller  übrigen  Brache  vorstellt.    Hieraus : 
r{i)  =  A^+v(x).(x+a). 
Setzt  man  hier  x= — a,  so  wird  -^  zu  -jp,  und  es  ist  der  wahre 
Werth  (§.  22)  gleich  F-C— a),  so  dass 

f(-a)=AF'(-a),A  =  i|^j. 
Um  das  —  Zeichen  zn  vermeiden,  setze  man  F  (x)  =  (x — a)  ^(x), 
i55  =  r^  + «idh.! 

i),„„cd,  Google 
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II.  Es  enthalt«  F(s)  den  Faktor  (x — a)*,  d.h.  x:=a  sey  mmal  Wur- 
zel der  GleichoDg  F(x)  =  0,  so  dasB  F(x)  =  (x  — a)"(ip(x),  wo  9(1)  nicht 
den  Faktor  x — a  enthält.     Alsdann  ist 

m A.    I      A.  1     K     I  »(1) 

«i,.W<«-«)""'+«.»«(>-«)"^+...+i..(i)+»(«>(>-«)". 
Femer: 

— j::^ — -A,_,i.W+i__,(i-.).W+...+i,.»(i-.) 

(,_.'.  =  i__,»W+...+i..(i)(i_«"-' 

t(.)-A  ,(i)-A       <i-^,6.)-...-A,(i-.)""',(.) 

= =! — r .Ai^W+Kx».-«. 

Setzt  man  ia  dieser  Reihe  von  Gleichnngen  nacti  einander  x  =  a,  eo 
beachte  man,  dasa  in  der  Begel  anf  den  erfiten  Seiten  die  Nenner  0  Verden, 
80  daae,  weil  ihr  z^a  anf  der  zveiten  Seite  etwaa  Beatimmtes  zum  Vor- 
schein kommt,  anch  der  Zähler  0  werden  muss  (§.  23,  Note),  and  in 
I»-A_,(.)-A__|(i-a).(i)-....+A^(i-a)"-',(i) 

für  x  =  a  nicht  Dnr  ZKhIer  nnd  Nenner  0  werden,  sondern  anch  die  m — r 

ersten  Di&erentialqaotienten  des  Nenners,  also  nothwendig  anch  die  m — r 

ersten  Differentialqootienten  des  Zählers,  man  za  den  m  —  r-|-l'*'Differen- 

tialqnotienten  gehen  mnss.    Aus  §.  10  Formel  (19)  folgt  nnn  leicht,  daas 

(Qrx  =  a: 

«—'*■'  r  ,„       T 

ij:jpj^((z)-A_,(.)_i___|(z-.).M_ A_C,_a)"-',(.)J 

=  l"'^'(a)-A_,''-*(.)-A__,(m-,-H),— '(.)-A__,(n.-r-t-J) 
(m— .),""'"'(.) -A(.-r-|-l)..,2,'W. 


-  =  (»-I+l)  (»-!)..  ..1. 


Demnach  hat  man : 
I(a)-A_,(.), 
Ka)-A   ,'(.). A       -•(a). 


»Gooi^lc 


=*,•<•)■ 
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==— TU ^^^ =*._,»<■). 

t*(»)-A   »'(")-3A        s."(a)-3.2A        ,' {») 


f        W-A^^»       (.)-(m-l)A__^,        (•)-(m-l)(m-2)A^__,       (.)_ 

. .  .—(111—1)^-2)  ■  ■ .  2A,y'(a) 

1.2....(ni  — I) 
Nun  ist  »M=—<?L,  ?(.)  =  (.-.)%(■). 

(x->) 
alBO  nach  §  10; 

r"(.)=i>i(a-l). ..!»(.),  r"+V)»(m+l)m...2,'(.),F"+'(«)  =  (B+2)(i»+« 

•      .  ...3,-'(.) r""   '(.)  =  (2ii.-l)(m-2). ..»,""'(.) 

Zieht  man  Jiieraas  y  (a),  y'  (a> qp"^'  (a)  Hnd  setzt  diese  Werthe 

in  obige  Gleichnagen ,  so  erh&lt  man ; 
in(iii  -l)...lt(a)  =  A   ?"(■), 

<«  +  l)m  . . .  2f-(t)  =  A_p"+'(,)+(ü,  +  l)  A___  r"(». 
(m+2)(m  +  l)...Sr'(.)  =  A_p'+'(.)+(n.  +  2)A__,  f"*'(.H-(i.+2)(ii.+  I)[ 

A__,r"(.). 

(2in-l)(2m— 2)...inf       (a>  =  A_  F""''(aH-{2m-l)A_j"~'{a) 

+(2" 

aus  welclien  Gleicliungen  nun  A^,  A_^_j,  .  .  .  .,  A,  nach  einander  gefunden 
werden. 

in.  Der  Falttor  (x+o)'4-^'  sey  nur  einfach  in  F(x)  enthalten,  also 
F(x)  =  t(x+«)*+^'Jy(x),  wo  y(x)  jenen  Faktor  nicht  enthält.  Jetzt  ist 

Nun  ist  ai)er(x+o)*+^*  =  (x+a+^i)(x+a — ßi),  und  wenn  man 
M.+K  A  B 

(x+.)'+l>'      .+.+  (11"^.+.- ff 
also  M  =  A+B,  N=(A+B)« — (A— B)/Ji  setzt,  80  hat  man  wieder  den 
Fall  I.  vor  sich,  wo  a^ — {a+ßi)  ist.     Uebrigens  kann  man  auch  ganz 
direkt  verfahren.      Setzt  man   n&mlich  x  =; — a  +  ßi,   so   wird  jeweils 
,   ,    .' I    t  zu  ^  und  es  ist  also ; 

r'(-.-|H) 


»Gooi^lc 
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woraus  M  und  N  gefuDdeo  werden.  Man  sieht  schon,  dass  diese  Formeln 
nicht  mehr  bequem  sind,  ond  dase  dieser  Fall  noch  mehr  eintreten  würde, 
wenn  F(x)  den  Faktor  [(x+«)'+;J*J"  enthält,  so  dass  wir  daräber  nichts 
Weiteres  zufügen  wollen,  —  Uebrlgens  gelten  «atürlich  die  Formeln  in  II. 
immerbin,  wenn  auch  a  imaginär  ist.  Mnn  kann  überhaupt  die  quadratischen 
Faktoren  vermeiden,  wenn  man  immer  {x4-a)'+^'=[x+a+^i][x+a 
— /Vi]  setzt,  und  nun  nach  I.  nnd  11.  zertUllt.  Kommen  dabei  auch  iraagi- 
oSre  Grössen  zum  Vorschein,  so  werden  sie' sich  schliesslich  immer  auEheben, 
so  dass  nur  Reelles  bleibt. 

A  D  m.  Au  der  Fannsl  (c)  ISut  licb  «iti  ftaalytltch  interewuitw  Ssti  abMten ,  Atn  irii 
noch  aiig«b«n  voUen.  GeteUt  nämlich,  «■  b«n«he  T(x)  bloi  wu  deo  elntuheD  Faktonn 
I — s,  I  —  b,  1  —  c,  .  .  .,  und  M  ley 


£^>.- 


+r^+-- 


FWx- 

-F'(»)*      F-(b)*  "'-F'w'-- 
H  _     ••• fw 

FW 


m 


■«)F'(e)^ 


M  i«t  hicm&di 

..       IM       _  _  IW 

(j— )r«-     F(.)- 


^-Fs(.T+i+i+-^- 


:,  MkUis 


weloh»  QtBub  offenbu  der  nach  ftllendsn  PoteiUBti  a  «ntwickeiteii  ivsltea  SeltMi  gleieb  mju 
mnn.    Duatu  folgt,  diM 

gleich  iit  dem KoefBiisnteii  tcq  --r-r  la  d«r  Belhe,  die  eotiteht,  wbdii  man  -^rrr    nach  ftl- 
„"+'  Ff") 

lendeD  Potenien  entwickelL     Dabei  beieishaBt  ^^77-^  die  Summe  deijenigenWerthe,  irslche 

man  eriilK,  weaa  man  in  — -  Rli  i  die  iSmmtiichen  Wnciehi  der  GlelchnDg  FW  =iO  Mttt, 
TOiawgeiMn,  dau'dwM  Gleichung  nnr  elnfiwbe  Wniseb  habe. 

§.39. 
Hat  man  m  einer  oder  der  andern  Weise  die  einzelnen  Br&che  bestimmt, 
in  welche  der  Bruch  —^  zerlegt  werden  kann,  so  wird  man  statt  des  Inte- 

grals  /pj^Ux  Integrale  erhalten,  welche  eine  der  folgenden  vier  Formen 
haben': 


.yGoo^^lc 


/•ABl    f  Bai       r  Hi+ii         /•     Pi+Q     - 

Was  Dim  die  Integratioo  dieser  vier  FonneD  anbelaogt ,  bo  ist ,  wenn 
man  (§.36)  setzt  x+a=a,  g^=l: 

/<i+.)-  /(1+.,-«-  y.-    /      — +' 

= 5-^ 5__.        0,, 

(m-l)l  (■■■-l)(i+.) 

Ferner  ist 

8«;  null  (j+o)'+/»'=z,  2(i+«)|i=  1,  (j+«)  !i— i,  .0  ist 

y  (.+.)'+l>'  -  y  (i+.r+lC  8 1 '  ■  -  a  y  ■  -2'w+"'+»l- 

Ist  ferner  x+a=^z,  ^=^,  8&  ist 

/*     fl»  /■      1        es«      /*    1     .a      1  /  öS      1     ,      . 

y  5+5'+?  "  y  5T5H7' ei" -y  »v+?"— yy  ?n  -  7"  (1 =») 

•"'"     /5^^"=|'[C-H-)-+.rt+-,--(-.-"-^>        <•) 
Ferner  hat  man 

f    ■•'+''     e.-  /-Pfr+'J+a-P-,..,/-  ('+■)'■    + 

y[(i+./+ifl"     y  [(1+,).+^-       y  [(1-1-.,.+,.)- 

Man  setze  nnn  (i+«)'+|S'  =  !,  2(x+«)  jj=l ,  (i-|-o)ii=i,  so 
tiat  man 

/•  (.+.)ei    _  /•      i+.       »i,_     1   /-e»  1 

y  Ki+.)'+,i"  "y  c(i+«)'+i'"i"  'j'    "  y  ■"  ■»  «(«-d.""' 

2(..-I)t(i+.)'+?')""'' 
Setzt  man  femer  l+o=^z,  t|=/?,  so  ist 
/• Ü ./• ! Ü,„/ ^ ,8. !_/-_L'_ 

yKi+.).+iiT-  y[(i+.)-+i>'i"'''    JuH'+ff     ,'— "/(...j-i)-' 

i  handelt.    Man  beachte  nnn,  daaa 

(•■+1) 
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ist ,  und  setze ,  um  das  letzte  Integral  zd  ermitteln  in  der  Formel  (§.  36) : 

jetzt  u=«,  rr  = i".wor«t8ri=l,  v=  / ^= — _i 

»■    0+.")  "  •/ (!+.■)         2(m-lKl+>") 

(fllrl+z'  =  yDach§.36,  Formel (42)),  Bo  iflt 

/ÖH^ir'  ~2<—i)o+-i'"''^^<"-"-' <.■+■)■"'  ■ 

^U'+l)"      S(m_l)(.'+1)  ''      'J  (f'  +  n 

welche  Formel  zur  Beatimmnng  des  betreffenden  Integrals  fainreicbt     Sie 
gibt,  wenn  man  m — 1,  m — 2,...fDrm  setzt: 

/■       8«             1 ■  2m— 6   r       »' 
(.■  +  1)—      2(m-2)(.-+l)-*      2— V  (,.+  ,)-■■ 
/■       8t I .  2ni— T    /■       8i 
(.■+1)""'~2(»-S)(."+1)"~'      "»-V  (.'+1)"" 

/■_Ü L_+i/"_Ü_ 

se  dass 

r     8. ■  r     1 I  am -3   ■'+'  .  (2m -ajem -»)(.■+!)' 

y,,,  j,"      g,^,  ,  j,"-t  Im— i"''2di— 2  m— 2'^(2m— 2){2m— 4)    m— 8    ^ 

(2m-S)(2m-8) S  (.'+ 1)*"' T     (2m-3)(2m-t) 1 

■■"'^(2m— 2){2m— B) 4       1  J"'"(2m— 2)(2m— 4) j       **~   '' 

Setzt  man  hier  z  =  ^±^,    so  ist  z*+l  =  *1±^±£!,    J — - 

'  '  (■•+» 

— ^,  nnd  wenn  man  zurücksetzt,  so  ergibt  sich  schliesslich: 

r     r»+li      , t  _^  Q-P»  .+. 

/  [(,+.).+,l-  2(„-l)[(,+  .)'+|l'j'^'  '''      li,+.f+ff-' 

bj .    2m-3    (»+.)■+!<■         |2m-3)C2m-B)    [(.+.)'+!»']■ 
—  l"'"2m— 2"    (m— 2)j»'    "*"  (2m— 2)(2m— 4)'      (m— 3)(**      "*" 

(2m-3)(2m-t)...8   [(.+.)'+n'~'-|     (j-P.   (2m-8)(2m-8) 1 

^(Zm-2)(2m— 4)...4"  »»-<  J"^^»»-*  '  (2m  — 2)  (2m  -  4) 2 

.«(•8>^).  (.) 

So  ist  aUo  (S.  37) : 

/•8.'-8.'+5  £  /•     1+2      .     ,    1     /■  etTj-lSl 

y  (.■+2.+S)"i"-     27/  .•+2.+»"''"  9  J  (j'+tx+S)-""'' 
1  /•  37.+ 161  £  Ai 

sy(.'+a.+S)-""^»/  .  •  Cnnölr 


[Q  lategTStion  ntionalw  Brfiehe. 

Da  femer  ».'4-2x+3  =  {x+l)»+2,  ao  ist  «=1,  ß—V2,  aUo  nach  (e) 


f^!T~^''=h(^'^''-^'^+V2<'*-vr')- 


/•  OTi— 181  67 S2(i+1)        62       /"        i  +  l-^ 

(t"+2,  +  3)""-      2[i"+2i+3]      ,'+2«  +  3      V2"'L''"   nJ' 

Mx'+2i+S)"L2^4  2         J^ 


r  37.+ 
y(.'+2.- 


"+4(.+  l)T"8(.+  lV" 

8(.-n+"- 

Zur  Uebung  mflgen  etfra  dionen: 

r-H«  _  I  _.    1  , .  _i  .  I  1    I  1  ir8'+''>  I  c 

yi4-8i~12  27      ^64      ^81     ^243   L      S      J         ' 

Sobald  nunmehr  ein  lotegral  anf  die  hier  betrachtete  Form  redozirt  ist, 
'  so  kann  es  als  bestimmt  angesehen  werden ,  da  wir  im  Vorstehenden  alle 
möglichen  Fälle  erledigt  haben. 

Von  den  Formen ,  die  ganz  nnmittelbar  auf  die  vorstehende  zurQckge- 
fDhrt  werden  kdnnen,  gehören  zunächst  diejenigen  hiebet,  die  Potenzen  mit 
negativen  oder  Bruchexponenten  enthalten.     So  wird  dag  Integral 


fz 


unmittelbar  die  frühere  Form  annehmen,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit 
X*  multiplizirt     Eben  so  wird  das  Integral 

tVi  +  bVx+cz   ^^^ 
eVx  +  fVi+gVi 
wenn  man  x  =  z**,  also  g-  =  12z"  setzt,  werden: 


fr^ 


,,Coo<^\c 
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und  hat  nun  die  frQljei^  Form.     Wie  man  sich  in  andern  älmlichen  Fätlpii 
ZD  helfen  hat,  ist  hiemach  leicht  sa  Übersehen. 

§.40. 
Auf  die  in  den  TOrstehenden  §§.  näher  betrachtete  Form  lassen  eich  nun 
leicht  diejenigen  Integrale  bringen,  die- ausser  ganzen  Potenzen  von  x  noch 
lUe  GrffsBe  V»+l»*+"*  enthalten.     Ein  solches  Integral  wäre  etwa: 

'  6»'  +  3Va+bi  +  c; 


Wir  setzen  dabei  vorans,  dasa  anaser  dieser  Grösse  keine  andere  ähn~ 
lieber  Art  mehr  in  dem  Integrale  vorkonune.  Dabei  mfissen  wir  drei  Ffille 
unterscheiden. 

I.  c  =  0,  d.h.  die  vorkommende  Quadratwurzel  ist  bloss  Vä+bä.  Man 
setze  non  (§.36): 

vrfb:=...+b.=..,b!^=2.,|^=?!.  ..•^. 

so  wird  das  Integral  nach  z  bloss  Potenzen  von  z  enthalten.   Käme  Dbrigens 
\/a4-bj  vor,  so  hätte  man  za  setzen 

l/(a+bx)  =  ,.a+b,  =  .'..=5^.J^  =  ^. 

fit 

Sey  e.B.  /-i/  in  integriTen,  «o  ist 

-  U-  c>0.     Man  setze 
Vft+l'»+ei'  =  i— iV«.  «+b»+c«»  =  *'— 211^*+««'.  a+bx=x'-2ixl/c, 

~'~b-f-2iWc^'~  "'   b+2tVc       '  *°  ^"^^  *'*^  Integral  auf  die  Form  in 
§.  37  zurDckkommen.  .■  • 

Also  E.B.  fDrc>0: 
/  B'__-r  '  ^H^^g/*    b+2.Ve    •    ^VVhbt+aVc,    " 

y  Va+bi+ci"   /  V»+bi+«'6»  yb»+iVH-aVe'     (b+««Ve)' 
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+  C. 

III.  c<Ü,  d.  h.  c  negativ.  SeUt  man,  am  dies  deatlich  zu  mKCb«D, 
— c  för  c,  so  dass  mao  im  Integral  die  Grösse  V*+*'"  — •''  ''^'>  ^o  »"i 
c>0,  so  beachte  man,  dass 

norauB  folgt ,  das?  wenn  nicht  b*4-4ac  positiv  igt,  sicherlich  a-|-bx  —  ex' 
für  alle  mügUchen  Werthe  von  x  negativ,  also  V^  +  b»  — *i'  imaginär  ist, 
eo  dass  nothwendig  b''^4ac>0,  weit  imagin&re  Grössen  in  den  Integra- 
len, wie  man  sie  zu  betrachten  hat,  nicht  vorkommen.     Alsdann  ist 

SU  (jaus,  wenn  zur  Abkürzung 

2c+  V      4c'     -"■  -ii     V  ^;r--f' 
mau  setzen  kann 

•+l,i-t.'  =  -c(i+.)(i+l». 
wo  begreiflich  die  etwa  anzuwendenden  Werthe  von  x  so  sind,  dass  — c(x-^a) 
{x-\-ß)  positiv  anstellt.     Man  setze  nun 

V«  +  bi-ci'«(t+.)>v'».  •+'"-"■  =  •■■(■+")", 
J.h.  -t(,+a)(<+f)=,c.'(.+«)'.— (i+|«)  =  i"(.+o), 

.■■+»  ai    2»-.).  v.-l-b— ..■-.i/.r.     "'+r>     fa-lO-Vt 

Va  +  bi-t?     -t  /-(X+/I) 
"-       («+.)V.  V      ,+.    • 

wodurch  man  die  gewtinBGhte  Form  erhält. 
All  Beispiele  wählen  wir: 

/■      «'       _  /■__!___  »;»,_?(tz?)  /•'+■'  _>_,._ 
y  V.+b— "■  /Vs+bi-..'»'         — ^  /  .y.  ■  i+sV"~ 

/Vff=1?»'""=-T+V^»'''=-T-Vi=-T.  •^-" 

I.«p.l=-f3.re(«  =  Yif^)+C=-i.,.(.,=V^') 

+C. 

Adri.  Beiipiels  lar  Utlnuig  werdatt  wir  DDumBhr  wlMn  nriegan,  da  die  iDttgraltaMn 
deren  in  Hange  liafarn,  nnd  msn  de*  pniktliohtD  Ofbraochi  wegen  doch  tnnthsn  mau,  eieb 
eolche  lO  nncbaffen.  Man  beiittt  In  dw  denUchon  Litentoi  lolcbe  tod  HeierHlneb, 
Sobueke,  Scbnbert,  Minding  a. «.  w.  Für  nn«  geofig^t  et  nun,  die  Foinieln  atiftnit«ll«i, 
und  an  ein  paar  BtUpielen  in  leigoi .  wif  de  xa  gebnuieheo  lind. 

DiqnzeciOyGoO'^lc 
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§.4I. 
Bereits  in  §-36  haben  wir  mehrfach  Gelegenheit  gehabt,  sogenannte 
Reduktioneformeln  za  entwicketn,  vermittelst  welcher  ein  Integral  auf 
ein  anderes  ähnlicher  Art  zurfickgefUhrt  wird;  diese  Reduktion  s  formein  spie- 
len überhaupt  In  der  Integralrechnung  eine  wichtige  Rolle  und  wir  werden 
nun  vielfach  Gelegenheit  haben,  solche  zo  bilden;  Zunächst  soll  dies  der 
Fall  seyn  ftkr  das  Integral 

yT"(««'-|-l>)'8i, 
welches  man  ein  „binomisches''  zu  nennen  pflegt.     Setzt  man  in  der  Formel 
(41)  des  §.36: 

Beachtet  man,  dass  x""'"'^x"x°=x"r ^^— t T  so  ist 

/.■+-(.x-+br'a.=/[.-<uJH),„-+M-'_i.-(„-+ir'],. 

= iy"i'(.i'+b)'e._|-y"."(.i'+i,)'~'i.. 

also  in  (a): 

mithin  da  1-| — XT  =  ~ — XT — '  *•*  ''*»  '^'"'  "**"  beiderseitig  darch  diese 
Grffsse  dividirt: 

Setzt  man  r-j-l  ao  die  Stelle  von  r,  was  man,  da  r  beliebig  ist,  sicher- 
lich kann ,  so  erhält  man : 

woraoB  nnmittelbar  folst; 

/■■<"■+«'— HtÖr'-+=±f5^A<"-+'>"''-   <"' 

Setzt  man  in  der  Formel  (a)  an  die  Stelle  von  m  und  r:  m  — n  und 
r-j-l,  80  hat  man: 

worans  ^ 

i:    ,   ,1  vGoC^lc 


b(m 

_n+l) 

an 

i(r+l) 

b(n, 

—  D— 1) 

<•) 


]50  RsdnktioBifonntlD  Nr  die  bmomucbeD  iMegnle- 

Daiiaii.j"~"(»j'+b)'+'=x"— (ax"+b)(ax"+b)'=».x"(ax"  +  b)" 
-f-bx"~'(ax"+h)',  so  ißt 

yi'"*(..'+b)'Bi, 

und  da  1  +  "T"^  ,  =  """V  .  T  ,  so  folgt  hieraus 

/'^■(■.•i  n'a.     »'"'"^'("'+1')'"^'     b(m-.+i)  /■--.,. ,■_.„' 

Setzt  man  in  der  Formel  (e)  m-|-n  an  die  Steile  von  m,  so  eriiäit  man 

/•-+■,.    ■,.,■■    „■"'''(■«•+b)'^'  b(m+l)  /•-,     .         r 

y-    ("  +w»"-.(„+„+;,+r)-,(.+.+.,+i)/'  <"  +'"-■ 

woraus  dann  folgt 

Die  sechs  FormelD  (a)  —  (f)  sind  nun  die  gesuchten  Reduktionsrormeln. 
Sie  haben  die  Eigenschaft: 

die  erste :  m  zu  erhShen ,  r  zu  emiedrigen , 
H   zweite :  m  nicht  zu  ändern ,  r  zu  erniedrigen , 
„    dritte:  m  nicht  zo  ändern,  r  zu  erhöhen, 
„    vierte:  lU  zu  erniedrigen,  r  zu  erhöhen, 
„    fünfte:  m  zu  erniedrigen,  r  nicht  zu  ändern, 
„    sechste :  m  zu  erhöhen ,  r  nicht  zu  Hndem. 
Man  wird  leicht  einsehen,  dass  dieselben  in  allen  Füllen,  m  and  r  mögen 
positiv  oder  negativ  seyn ,  genSgen ,  um  das  vorgelegte  Integral  auf  ein  ein- 
facheres derselben  Art  zu  reduziren.     Die  obigen  Rednktionsformeln  sind 
Übrigens  nicht  anwendbar,  wenn : 

m-|-l=0,  m+iir+I  =  0,  i+l=0. 
da  in  diesen  Fällen  die  Nenner  zu  0  werden.     Diese  drei  Fälle  mSssen  also 
besonders  erledigt  werden. 

I.)  Sey  m+l=0,  also  ni=  — 1,  so  ist  das  vorgelegte  Integral 


f^ 


Ist  nnn  r  eine  ganze  (positive  oder  negative)  Zahl,  so  geh&rt  das  Inte- 
gra) zu  den  in  §.37  näher  betrachteten;  sey  ^so  r  allgemeiner  ein  Bmcli 
=  — ,  so  dass  das  vorgelegte  Integral  gleich 

Ignzcdi/GoO'^IC 
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y(..'+b)''3. 

ist.   Man  setze  noD  az'+b  =  z  ,  also  x=  \^^ J    ,  äZ-^\ J 

"'     'h"'^^y    .(•«■+br  =  z',.oi.t(§.36): 

J      c^)-  ~ 

welches  Integral  nun  nieder  zu  §.  37  gehört  and  aleo  nach  der  dortigen  Welse 
erledigt  verden  kann,  da  ß  und  a  ganze  Zahlen  sind.     Schliesslich  ist  dann 

z  =  (ax'+b)".     Ist  r  eine  ganze  Zahl ,  so  sey  ;S  =  r,  «  =  1 ,  nnd  a»'  ~i-  b 
=  »,  wodurch  dann 

2.)  Sey  r+l  =  0,  r=  — I,  also  das  vorgelegte  Integral 

so  kann  es  immer  leicht  auf  die  Form  des  §.  37  gebracht  werden.     (§.  39.) 
3.)  Sey  endlich  in+nr4-I=0,  so  setze  man  (f. 36),  wenn  r=-^: 


=  «'V  = ;«'*,  »""  = 


£ 


(■"-«)■ 


IJijnzcBByGoOl^lc 
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Daab«riii+nr+l=0,  s»  i«t  ^+.=  0,  ^  +  1  +  r  =  1, 
also 

welch  letzteres  lotegral  direkt  zn  deDen  in  §.37  gehört    SchliesBlich  ist 
1  =  1  ~~i~  )    ■     Für  ein  ganzes  r  ist  /9=r,  «— 1,  also 

/.-<«■+»■..— i/i;ii..=t£±!. 

Eisige  Beispiele  mOgea  das  Ver&hTen  erlioteni. 

/■  i'S«  1 

■■---■11=  la  bealimmen.     Hier  ist  m=:5,  r  = —  g-,  n^2,  a= — I, 

b:=a^  uod  also;  wenn  man  m  enuedrigen  will,  nach  Formel  (e): 

r  i'8- xV»'-x')*     4»-  /■     «' 

Auf  du  letne  Integral  wendet  man  dieselbe  Foimel  an,  in  der  m^S  ist,  und  hat 


Dm  jetzt  noch  rorkommeade  Integral  i«t  bereit«  in  §.  36.  IX  beBtimmt,  gleich 
— y*' — »',  »o  daas 

II.   Um    /    .  . ^=  zu  ermitteln,   wird  man  die  Formel  (f)  anwenden  nnd 

/  i'V»'— X* 

/•       H«  .—I.'-«)',     3     /•       8. 

•    /x-vFz?"     Sa-  J2^'y,v?3?' 

L'm  dat  lotete  xn  beatinmien,  »ej  V'*'"^**=»'  a'  — x'=«*i  x*=a*— z', 

az  1  8x        ,      —t 

+Ä/r?h=2>->-fa'<'+*'=ra'(^S^;> 

nnd  alio  

/•      »»  Va'-a'r'    I      »    Ij.     S     ./-Va'-x'-a'l  ,  „ 

1:  ,1  vGooi^lc 


Beispiele  (Qr  dia  Bwümmimg  binomiacbet  iDtagr»)« 

>1I  /  (2x'~i-'3t'  "™'"*I'''     Nach  Foimel  (c),  w 

.h=3; 
f     1*8.  r'(2,'+3)~*       1    /•     ^'8x 

y  (21*  +  3)'  "  36  f"  12/  (2x'.+  8)* ' 

f    «*dz  ,'(2,' 

y  (2i'+3>»~ 


-5,  »=2.h=3; 


■=—4,  »=a.b=8.ni+nr+ 11+1=0), 


y  l2i'  +  3)'~9(2i*+3)*L4^     36     J^ 

IV.  Hku  toll  I  -  ;  bMtimmen.     Hier  ist  in:=S,  n^8,  r^= 5-,     alM 

ni>^nr--|- 1  =  0,  »o  daai  noch  Nr.  3 : 

i+.-=.v.x-=-r|-^..=— !--=(,'-ir*.  lT=-i-(-'-ir".  vi+? 

(x'-l)" 

(.■-i)*'-' Vi+?"    *J  ■       •         <      '      -    ly.'-r 


-l-2(.-l)     «(.+  !)■ 

+  c. 


>  }^!±i'"^'*  =  (ViT^+'')'.  soirtMch 

Vl  +  »'  — r 

V.   Auf  lUe  hier  betrachtete  Integr&Iform  kommt  zoDäebet  das  Integral 
y(«»+b)"(»'i+b')'8i 
znrack.     Setzt  man  Dämlich  ax-f-b:=z,  x  =  ^^^^,  j^  =  — ,  so  iet 

welches  Integral  zu  der  in  diesem  §.  betrachteten  Gattung  gehört. 
Dessgleichen  lässt  sich  das  Integral 

y(»+bt+«')'ei 
anf  dieselbe  Form  rednziren.     Da  nämlich 

so  setze  man  »  +  — =  1,  »^=1.  1  =  »  — g-. 

und  hat  yia+bi+ci'/  8.  =  e^y^i'+t^J^)' e.. 

welches  Integral  zu  den  oben  betrachteten  (m  =  0)  gehört 

.  Goc^lc 
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"VI.  Ffir  das  Integral 

y'."<.+  bi+..')'8, 
ISsst  sich  direkt  eine  RekursioDsformei  entwickelt).    Setzt  man  in  der  For- 
mel (41)  de!  §.36;  ^, 

veraiSge  welcher  Formel  das  vorgelegte  Integral  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zDrfickgefubrt  ist.  Setzt  man  zur  Äbkürzuag  a~j-bx-|-cx'=X;  ferner 
r-f  1  ftr  r,  m  —2  för  m,  bo  folgt  ans  (g) : 

J  m — 1  m  —  lj  in— .1  J 

linddayji»-*x'+'8x=yi"~V(«+bx+ci')8i  =  *yi'~V8»+b/i"*'V8» 
+o/i"x'8i,  SO  ergibt  sich  aus  vorstehender  Gleichung  leicht: 

Setzt  man  hier  ni-|-2  für  m,  so  zieht  man  auch  daraus: 

Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  kommt  nach  (h)  das  Integral 
/x"X'  3x  schliesslich  auf /](X'9x  und /X'Bx  zurück;  ist  m  eine  nega- 
tive ganze  Zahl  dagegen  auf  /  —  9x  und  /X'  9.x.  Von  diesen  Integralen 
ist  iX'dx  bereits  in  V.  erledigt.     Ferner  aus  (h)  lur  m  =  l : 

so  dass  auch  dieses  Integral  als  erledigt  anzusehen  ist. 
Femer  ist 

yji...y''"('+i"+"')8.,.yj!:!,.+i,yx-'.,+.y.x-'».. 

ederda  f'^"'''  =  jr,-hß^'" 

vermSge  welcher  Formel  das  zu  erledigende  Integral  auf  ein  anderes  dersel- 
ben Art  zurückgefahrt  ist.     Setzt  man  in  (I)— r-Hl  fÖr  r,  so  CThÄltman: 
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/*■„?'-■   ^  ~'  I        /-fli     i_b    /-Bi 

/ir       2(r-l)aX  ^V   X  ViX 

Diese  Formeln  genllgen,  um  die  BäinmtlicbeD  Integrale  der  angegebenen 
Art  zu  teduziren.     (Yergleielie  anch  §.45.  III.) 

§.  42. 

Das  Int«gral 

/«in  xcat  x6i 

tässt  sich  leicht  aaf  die  Form  iti  §.  41  redoziren,  wenn  man  setzt  coex  =  z; 

doch  ist  es  besser,  die  Redoktiousfornieln  fttr  dasselbe  unmittelbar  abzuleiten. 

Setzt  man  in  der  Formel  (41)  des  §.  36: 

,  ■-*      8i          .     .       By     ,        ,,  ,  — »                       CO»'''"'» 
r=itii       I,  T— =  0M   xtinx,  — -=  (m  —  l)«ln        icoii,  i  = XT"  ' 

«oj«     /»in    iooii8i  = ^-j 1 — nrr  /•'■'        ""*"       ^^*-  w 

Beacbtet  man,   dass   8in"~*iCos*''"*i  =  sin"~*scos"xcos'x  =  8in"~  x 
cos'x(l — sin  x)  =  8in"~*xcoB'x  —  siD"xco8'x,  so  gibt  die  Gleichung  (a): 

TOrans  sich  ergibt: 

«a    xco(i8x  = 1 —  /  lu        ico>  xBi.  (b) 

m-l-n  m  +  ny 

Setzt  man  hier  m-^2  an  die  Stelle  von  m,  so  ergibt  sich  leicht : 

J  TO+l  «4-1     J 

Hätte   man    anfänglich  gesetzt  y  =  co8"~'x,  j-^=8in"xco8x,  g- = 

■+! 

—  (n— I)co8°    xsinz,  z  =  =B.—--? ,  so  hatte  man : 

/.  ■         ■  ^         lin        xeo»"~x  ,    n  — 1    /*,  ■+»        ■— I   .  ,., 

in   xeo«xex= r— r-T /•'n        »cm       xBx,  (d) 

m-|-l  ni-i-r/  ^ 

woraus,  da  8in"'^*xcos'~*x  =  8in"x(l  —  co8*x)cos'~*x  =  8in°xco8'  *x  77- 

sin"xcos'i,  fo 

dn    xo«ii8x= j-'— -+^-i—  /iln'x. 

und  endlich,  wenn  man  d-|-2  statt  n  setzt: 

FfiT  den  Fall,  dass  m  und  n  ganze  (positive  oder  negative)  Zahlen  sind, 
führen  diese  Formeb  schliesslich  auf: 

Goo'^lc 


/"..,  /■»....,  /*,...,  f^...  f^.  f^.  f^ .  /lii-, 

J  J  J  J   CO"         J     iini      y  wni    y   cob  i    y  tlnx  cflsK 

Aber  /8x=x,  /coBx9x  =  sinx,  /ßiax8x=  — cosx(§.35), /™3x 

=  — l(co8x), /*^^^=:l(sinx)  (§.36),  so  daas  bloss  die  letzten  drei  In- 
tegrale  zu  bestiiumen  bleiben.     Nnn  ist 

/l^.=/l^;"f-'=-■<*T■>;-'MT-iO]-^a+^)] 

•i«  'g  (t'  +  ^^J  =«""8(1-1")  ""''  '  «»'«(t— ?")  = 

-"«(t-I) 

Die  Integrale /tg"x3x,/cotg'  9x  könaen  gleichfalls  nach  diesen  For- 
meln reduzirt  werden. 

A«8  (a)  oder  (d)  nämlich  folgt  (fiir  q  =  —  m ,  oder  m  =  —  n) : 

Wenn  man  will ,  so  können  als  besonders  za  benutzende  Formeln  auf- 
gestellt werden : 

/*.>«„            lin       icMi  ,  m  — 1  /  .  ■— j  „ 
/dn    iB«  = 1 -/lin        i8i. 

/  cm\8>  = 1 /  CO*      I  Bi , 

Beispiele  hiezn  liefern  die  Integraltafeln  in  Menge. 

§.  43. 

I.  Die  Integrale  der  Form 
/rOW)— .  /({•'  )•'  ex,  ./f(cMi)iiit»8x.    /f{«iiii)co«8i,  — 
wo  f  ein  beliebiges  Funktionszeichen,  kommen  auf  /f  (z)  d  z  zurllck,    wenn 
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man  setzt  z  =  l(>)t  e*  >  (-'(>sx,  sinx,.. .;  das  Integral  /f(e*)dx   wird   für 

II.  Gesetzt  ferner,  es  sey  P  eine  Funktion  von  x ,  so  das>  mkn  /  P  d  x 

nach  den  bisfaerigen  Methoden  ermitteln  könne,  und  sey  /P3x=  Q;  ferner 
z  eine  Funktion  von  s,  so  dass,  wenn  man 

/il?..  =  E,/E|{...S 

setzt,   R,  S bekannte  Funktionen  von  x  sind,  so  ist  nach  §.  36: 

/'    ._i8i.  .-1  /*    ,^Bi 

Q.       B^ex  =  R.      -(r.-l)/B.       g~8.. 

/*  »-iB*  >-^  /*  .-»e« 


also  /Pz*  dx  bestimmbar. 

Seji.B.  P=l,r=l(x),  ~  =  ^.»i*t 

(t  =  >.  R  =  i,  5  =  1,  . 


0  Bi=i[l(i)-Dl(i)"     +o(n-l)IW"-.. 
+n(n-l)...l]  CB.36). 


+ntn-IJ...lJ  «.38, 

8i            1  /• 

Sc7  wMter  F^l,  t=Bro(8iiix>,   »bo  ä~  =  \/- i*       /P6x=;x  =  <|, 

B=/'-~==~  vr^v«,  s=— /6i=— I.  T=vnrr' auo 

y  (•»  (itoi  =  i)  )'b  I  =  IM«  (rtn  =  ^■— ii/q  ^  1*^8  X . 

yQ8^«'~'8x=— Vn^'i«(»iii  =  i)'~'— (■i-l)yB«°~*|^öi, 

kboandUch         /an!(*lD  =  «)°Bi  =  Mc(iin  =  i)'r»+  .PV'~'' "(■■  — 1)'   _ 

*'  L        4rt(na  =  i)      arc(*lD  =  i)* 

HI.  Setzt  man  in  der  Formel  (41)  des  §.36:  y  =  e"',  p^=co8bxoder 
Binbx,  also  g^  =  ae    z  =  — r—  oder r— ,  eo  ist 

/**          ^      t  ilivbi      a  /*  M 
»   »ibx6i3= — r t/ •   •tobsBi. 

/'""""■•■"-'-t^+t/'" 


i  vGooi^lc 


Ißg  Die  lBt*g7»le/e"floi''iBx:    /e"»iD''i8i,  il«.w. 

Setzt  man  lo  jede  dieser  GleichttDgea  suf  der  zweiten  Seite  den  Werth 
des  betreffenden  Integrals  aas  der  andern,  so  hat  man : 

/u     ,    ,       •  ilnbx  ,  a«    Mihi     a*  /**i 

/".   .,o, e"eMbx  ,  ae"ainbi      »' /* «^   ..„ 


ganz  unmittelbar  folgt: 

B"(bltl 

a'+b' 
Qbi  — 
.'+b' 


y  •    =o.bxBx=  ^j^p^i +  C. 


IV.  Für  die  Integrale  /«""sin"  x9x,   /e"cos*  x9x  ergeben  sich  eben- 
falls leicht  Reduktionsformeln. 

Setzt  man  nämlich  y  =  sin'x,  r^  =  e",  g-=:n8is°~'xco8x,  k=  — .  so 
ist  /e"riAex  =  -?^'"-'-^yita-',co,x."8x, 

und  weon  y  =sin°^  xcoBX,  T-^e",  -^■.=  (n  —  I)sin'~*xco8'x  —  sin'x 
^(d  —  l)8in'~*x(l  — sin'x)  —  sin'x  =  (n  —  l)sin*^*x  —  nsin'x,  z  =  — : 
''\''°°"-^y8"rin'"'x8x+-^/''"«'°''8». 


/• 

"rin''~*iCM 

also: 

/."- 

•...-•-^ 

vorani 

/■"-■- 

Ebflti  >o 

/."..•. 

Für  positive  ganze  n  führen  diese  Formeln  schliesslich  anf /e"co8xäx. 

/e''sinxdx,  /e^Bx:    Dag  letzte  Integral  ist  —  ,  die  zwei  erstes  ergeben 
sich  dnrch  die  Formeln  ffir  n  =  1 :  ' 

/•    dn«Bx  = ^nfl +C. 

/e"co,x8x='"t'^^+''">+C.     (NMÜ). 

Die  Integrale  /  e"sin'  bx3x,  /  e^cos'bx  9x  werden ,    wenn  b  x  ^  z, 

ai      1 

DiqnzeciOyGoO'^lc 
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und  haben  obige  Form  wieder.     Setzt  man  oben  — ii-|-2  ftir  n,  so  bat  man: 
/•■°»»       .''(.■l..+(.-2)...i)  ,  (.-g)(.-l)/'." 

/    -_,  = — ;zi 1-  ,1 , /„ — an"/ — ^i~**' 

■'  iin       I         liu       l(&'  +  (n-2)')  »  -t-(n-«J  ^    ^^  ^ 

/•."»>    _  ."(.li»t-(il-2).lll«)       (.-2)(a-l)  /•»" 

/•  ."  ,  ."ra.a.i+(.-2)i».»]  ,  .'+(— 8-    /•."». 

woraus       /      r-"»- ;zi      <■/„ _ai/i,_n  /     «-i  ■ 

•'   üa  <  (a-2)(B— l)m     'j        <°      2H'  —  »J  ^„— ", 

/•»"  ,  .''[...■.-(— 2).la.l        .■  +  (.-2)'    /_^Sa_ 

■'   „.■.  (a-2)  (.-1)™-".   "^("-2H»-l)y  „.>-'. 

F^tir  n  =  2  und  d  —  I  sind  diese  Formeln  nicht  anwendbar. 
V.   FBr  die  lategrale  /x'sinxäx,    /x''cosx3x  erhält  man  eben  so 

/•»  »  /■— i 

/  1    linieiis  —  X    CMX  +  iD  /  X.      CMxSi, 

/  X     cosi8x  =  x    liiix  —  tn  /  i        liniSi, 
wodurch  immer  eines  dieser  Integrale  anf  das  andere  reduzirt  ist,  was  ge- 
nügt.    Setzt  man  hier  — m-f'l  fQr  m,  so  zieht  man  daraus: 
/«MW«  g  —COS» 1       /•glnzBi 

."  '"(.-Dr— '  "-y  .-'  • 

/rinr       _       — »ina  1       /^cosifla 

a"      ""(m- «a— '      "-'/    .—    ' 
.Die  End-Integrale  bei  diesen  Redoktionsformeln  sind : 

y'itaxex.y*w.x8x.y"^e>.  /-^ex. 

von  denen  die  zwei  letzten  nicht  weiter  angegeben  werden  k&nnen.  (§.  36.  V.) 
Als  Beispiel  wollen  wir  daa  Integral  /x^cosxBx  w&hlen.     Han  bat:. 
/x*«0»x8x  =  i*ilni  — 4 /x*riniBi,   /x'iini8x  =  — «»eofi+S /i'eosi  öi. 

/x'M>siai  =  x'iini  — 2  /tiliiiex, 
/x*iiiiex  =— ieMX+ /eui8x,  /emx8zsiiDx,  bIm: 
/i*eoix8i  =  i'»tax+4i'e«>ix— lax'dni— 24iBo»x+aiilnx+C. 

§.  44. 
L  Wir  wollen  setzen 

./(a+bOTal'  (a+bm..)'        /  (a+htMi)"  GoOqIc 
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/(a+bcosi) 
WO  A,  B,  C  noch  zn  bestimmende  örflageo  sind.     Hierans  folgt  durch  Diffe- 
rentiatioQ : 

t+gK»i    ^A.[coM(»+bcMi)  +  (n  — Dbiin'i]  B  +  Ccw» 

(a+beoii)'  (»+b  C0.1)'  (,+b  eo»i)°"' ' 

d.h.  wenn  man  Bm'i=l  —  cos'x  setzt: 
f+g««i  =  (n-l)bÄ  +  B»+(Aft+Ca+Bb>coii  +  (Ab+Cb  — (n_l)Ab)«w'i. 
Bestimmt  man  also  A,  B,  C  so,  dass 

(B-l)bA+tB  =  f,  ,A+tC+bB  =  f.  bC-hi— 2)bA=0. 

^■''-         *-(,_l)(i.--b')'  °-|.-^i,'-^-(„-i)(».-b')-  ^) 

so  ist  obige  Gleichung  identisch  und  die  Gleichung  (a)  folglich  richtig.  Ver- 
möge derselben  ist  das  Integral  erster  Seite  anf  ein  ähnliches  reduüirt,  in 
welchem  nun  B  nnd  C  an  die  Stelle  von  fund  g  treten,  damit  die  Rechnung 
wieder  nach  den  Formeln  (b)  zu  fahren  ist. 

Die  eben  angegebene  Rednktionsformel  ist  nnbranchbar,  wenn  n  =  1 
oder  a'  =  b",  da  dann  die  Formeln  (b)  nicht  benützt  werden  können.  Diese 
Fälle  hat  man  desshalb  direkt  zu  erledigen.  ' 

II.  Sey  zunächst  a  =  b,  so  ist  das  vorgelegte  Integral 
/•f+gcc»  ^_^_  p    g+8('+'»'")e,_f-g>__fli_^^/-__8^_ 

^»'d+coi^'  J       »■(l  +  eo.i)'  a'  /  (l  +  cosi)'      »V  (I+cmi)'""'" 

SO  dass  man  diese  letzteren  Integrale  zu  bestimmen  hat.  Man  setze  x^=2z 
l+co82z^2co8'z,  SO  ist 

/•      e»  /•  28.    _    1    y  s«       y        8z         _    1     /•_8^ 

welche  Integrale  nach  §.  42  erledigt  werden  kOonen. 
Sey  weiter  b  =  — a,  also  das  Integral 

/T+gcw»    g^^  /T+g-(l— wn)gg^^f+g /•      8»  g  f        ix 

Al-eo")'  *'         »'{1  — WMX)'  »'■/(I-emi)'      »V  (j  _co»i)'~'' 

worin  wieder  flir  x  =  2  z : 

y     8t      _   1   /  P'       f      "'        _.i_/'-_ll. 

•/  (1  —CM«)'     2'~V  ilii*°i     J  (1  — co««)'"^      8'~V  .in*^S 
ni.  Ist  veiter  n  =  I ,  so  ist 

J  a+be«!     V  a+bcwx 


A+jeo«  gl     br_»g> 

y  a+bco«""  b^      b     y  a-^ 


i«)7 


a+bcMi  ' 
so  dass  bloss  das  letzte  Integral  zu  bestimmeo  ist.  Man  setze  nnn  cosx  =  z, 

fli  8i  1        1 

—  8mxg^=l,  b1  =  — ,-j^  =  +-r7|^=f.  wo  das  obere  oder  untere  Zei- 
chen gilt ,  je  nachdem  smx  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist 

y.+b«..i     y(.+b.)Vi-."' 

i),„„cdiiGooi^lc 


»Gooi^lc 


Xg2  DiffiiTSntittioD  unter  d^m  IntagrakeiGhBD. 

Das  Integral 


wjrd  flir  cosx^z  zu 


J  (»+bi) 
uud  ist  .also  nach  den  früheren  Methoden  integrirbar.     Aeholich  verhält  es 

/'    ooakfii                                                  r      Bi 
— r,  das  fllr  sinx  =  z  ZU  / ;   wird.  — 
(>+b.inx)                                            J  (a  +  bi) 
Auch  das  Integral 


p 8« 

J  (B  +  beosi-|-ctini) 


wird  auf  das  frühere  reduzirt,  weau  nian  setzt 

b  =  rco!o,  c  =  rjunii,  r=  V''>'  +  «'t  c(isn=  —  ,riDii= — , 
woraus  a-j-bcosx  +  csinx^a-|-r(cos«cosx-|-8inoisinx)=a+rco8(x — «)- 
Setzt  man  nun  x  —  a  =  z,  so  ist 

/; Öl /»         Bl 
C»+bMix+C6ini)'      /(a+TCfHz)" 

V.  Dns  Integral  / — j-r — ^, j—  wird  für  co8x=:z,  ~=-^---^=^ 

J     a +  0  0081+0 CO»'*  '  8i         \/l  — i' 

ZU  +   / '  -  .  —  ■   und  gehört  oun  zu  den  in  §.  40  betrachteten 

Integralen.     Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Integralen : 

r         ai    r         8»    r         b« 

y  ft-|-bfin»+CBin'i'y  a+h»in«+ccos'i'y  a+beo»i+c«in'i' 

. «.  45. 
Gesetzt  es  sey  a  eine  yon  x  unabhängige  Grösse,  und  femer  f(s,a) 
eine  Funktion  von  x  und  «,  so  wird,  wenn 

yf{«.o)ex  =  F(,.«>+C.  (*) 

die  Grosse  C,  die  nur  konstant  ist  nach  x,  ganz  wob)  von  a  abhängen  kfin- 
nea.     Daraus  folgt,  dass 

^-J[(..<.)ei=— — +-. 

Nun  ist  aber  (§.  3) 

Nun  erhält  C  kein  x,  also  wird  auch  g-   kein  x  enthalten,  mitbiD  kon- 

Goc^lc 


Lg  TDD  Integrulcn  mitteUt  d«ririben.  Jf;3 

8tant  nach  x  seyn,  so  daas,  wenn  wir  g—  =  C' setzen,  C  eben  eine  (willkilr- 
liche)  Konstante  nach  x  ist.     Aus  der  Gleichung  (.1)  folgt  somit 

Dieser  Satz  ist  für  die  BiJdnng  von  Integralen  sehr  fruchtbar,  wie  wir 
nun  an  einigen  Beispielen  sehen  werden. 

I.  Es  ist  (§.36.  VI): 

/iin«xBx=-  — co»«x-fC. 
Daraus  folgt,  wenn  mau  «ach  a  differenzirt : 

/icoiaz8s='f  coiax-t — -«in«x+C, 
allgemein,  wenn  man  nmat  nach  a  differeiizirt  und  beachtet,  dass 

Ebenso  Jiwfn  +  ~)f)i  =  ^(~äDi^x)  +  c. 

Was  die  Differentialquotienten  der  zweiten  Seiten  anbelangt,  so  können 
sie,  da 

mittelst  des  Satzes  in  §.  10  leicht  bestimmt  werden.    (Man  vergl.  §.  43.  V.) 

II.  Da  immer 

wo  M  VOD  a  und  b  abliSngt  (§.  44) ,  so  folgt  hif  raus ,  da 

»'  r      1      -\    ,    ,.■      l-g  ■■■         "Li" 1       1    ,    „■  1.2... ■■..•! 

„.  L.+b...  J-        >  o,+bo„.)-+'  ■  8b-  t-'+'-'J-         J.+b^«.)-+'  ■ 

f     a.  (-i)'~'    8'~'m         Am'~'.i.      (-i)'~'  »'"'m 

•'(.+b....)-'"'-2-(»-')».-'         ■■'(.+b„..)'" '•■■<—■' 6b—         ■ 

™dd.„d.    i'f — ! — -i.(-'ir'°+"  ■■'°+'t"~''. 

eb'M«+bco«»)°-'  (.+bcMi) 

also  wenn  n  =  iii — r: 

»L/' !_ *>_(    ,)■<"-')(— ■+!)■  ■(»-■)"■'' 

8b'  V(.  +  b  «*!)""'>'  (.+  beoil)'° 

-'  (a+beoii)        l-2.-(>"-l)e,»       'ß,,' 
HI.  Das  Integral 

i:,/l"i>GoO'^lc 


Integration  mittelst  anendU^er  Rdhen. 


/^ 


kann  immer  als  eine  Grösse  A ,  welche  von  a,  b,  c  abhängt ,  gefunden  wer- 
den, ao  daas 


f    »- 


/•■ 


Daraus  ergibt  sich,  wie  in  U. : 

f «i (-1)"'     »'~'a 

y, .+».+.,.)■  1.2. .(.-1),.-^  • 

f      .'e-  (-1)—       »-'a     ,  „ 

•'(.-|-bx+..-)-       ■■2...(— 1)8.— -'.i'^    ■ 
IV.  Aus  den  Werthen  von  /  e^sinbxäx,    /  e^coabxäx  in  §.43.  III 
folgen  dnrch  Dinalige  Differention  nach  &: 

t.   .,nb.6x=— (;-L__ ^J  +  c. 

'-— -l — i^W      J+^ 

§.46. 
GeseUt 

««.+i>.+o.+ 

sey  eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind  und  sey 
diese  Reihe  innerhalb  gewisser  Gränzeo  von  x  konvergent,  so  wie  U  deren 
Summe ,  so  ist  auch ,  innerhalb  derselben  GrSnien 

yii.Bi+/'ii,ei+yii,ei+....=/ij8i+c. 

Denn  sey 

".+U.  + »^  =  U-R^. 

»0  wird  R^  mit  wachsendem  a  sich  der  Grfinze  0  immer  mehr  nähern.  Aber 
es  ist  hieraus  sicher 

/o,Bx+/o,8x+....  +  A  8x=/oei-- A  8«+C, 
woraus,  wenn  man  n  immer  mehr  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  weil 
--  /r^3x  =  R_   mit   unendlichem   n .  verschwindet   /R,dx  konstant  ist, 
der  Satz  unmittelbar  folgt.     Es  ergibt  sich  Qbrigens  daraus,  dass  der  Diffe- 
rentialqnotient  von 

gleich  u, -|-Ui -j-u, -|- >  also  endlich  ist,  dass  aacfa  die  Reihe  (a)  selbst 

stetig  ist.  Da  nun  ihr  Differentialquotient  gleich  U  ist,  so  moss  sie  gleich 
/UBx-)-C  seyn.  Man  sieht  bieraas,  dass  eine  Integralreihe,  die  aus  einer 
konvergenten  Reihe  entsteht,  innerhalb  derselben  Grftnzen  immer ^onvergirt. 
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Hieranf  groDdet  sich  die  Methode  der  Integration  mittelst  unendlicher 

Reihen.     Soll  man  oftmlich  das  Integral  /udxbestimmen  ond  ist  im  Stande, 

U  in  eine  konvergente  unendliche  Reihe  zn  entwickeln,  so  erhält  man,  wenn 

ii,+n,+n,+....  =  ü: 

yiidi=yD.8i+y*n,ei+y"n,  Bi+ . . .  .+c. 

Die  Entwickinng  selbst  kann  in  beliebiger  Weise  geschehen,  etwa  nach 
dem  Mac~Laarin 'sehen  Satze  (§.16),  oder  in  anderer  Art  Es  läset  sich 
übrigens  anch  eine  direkte  Formel  aufstellen. 

Man  hat  nämlich,  wenn  man  in  der  Gleichung  (27)  des  §.  15  setzt: 
P(i)  =  /n8»,  h=— I,  F(0)  =  C: 

J  I     ^1.261      i.2.»ei*^^   ^1.2...n  g^»-i^    I.2..  (d  +  I)    ' 

WO  u,  gleich  ist  dem  Wertbe  von  — ,  wenn  man  nach  der  Differentiation  an 

die  Stelle  von  x.  setzt  (I — @)x  oder  6x,  da  anch  1  —  9  zwischen  0  und  I 
liegt.     Daraus  folgt 

/'uei  =  C+iB  — —  — +— - 
J  ^  2  01^2.3  8 


2  6i^2.38»*      -2.8..ng^«-< 

Einige  BMspiele  mOgen  wi«der  dai  VerfUiren  erUtntem. 


/vTJfej--<' 


'V 

beslimmeD.     Da  ($.17)  Air  «*<! 

wo  TOD  die  noch  rorkommendeD  lotegnl«  nach  §.  42  eimittelt  irerdaii, 

II.   Um  /— T-T^^^iAsxxu  bMtiinnteii,  wenn  e'<I  und  x*  eben  «o  <  1 ,  hat 

J   Vi— i' 

""^  Vl-.V=1-  j.'.'-j^e'.'-j-j^.-.'- 

/vr=??      /•  ».      1  ,/•■'»■     1.1. /•.'!. 
2»»  yvTr?     ■■  + 

Was  nun  die  hier  Torkommeoden  Integrale  anbelaogt,    ao  ist  in  g.  41  (e)i 

»=2..  ,=-i.„=2,.=_i,b=i.i..y^^=-5 — i^'':+ 

TennSge  welcher  Reduktioniformel  Jedei  dieser  lategr^e  be- 


Hau  erhält  allgemein : 


-+ 


2a— 1 


211'- 


1  2n- 


2  '  2d  — 2"     2 
(2p-l)<2g— 3)-.3  j(^-I  ,  (2n-l)(2D-3)...l 
2). ..2 

bfitimmen,  vo  e*  und  f*  kleiner  als  1 


2d.2d 
ni.  Man  toll 


Jv<r- 


2j^      (2n) 


:>)  +  C. 


i')(l-.'x') 


g.  17  in  unendliche  koDTergente  Reiheo  entwickeln  laiaen,   so   ist  dies  auch  mit 
=  der  Fall.     Sey  also 


V(i- 


■')(i- 


i') 


=i,+i,i'+*,i>+. 


V(i-«'.')(i- 

vo  man  olFeDbar  berechtigt  Ut ,  nur  gerade  Potenzen  Ton 

=(A,  +  A,x'+A,x'+ )' 


0- 


•iTO- 


=  A„'+2A.A,i'-|-{A,*-|-2A,A,)i'  +  (2A„A,-|-2A,A,)i"+ 

woraus,  wenn  man  mit  (1 — e'x'|(l — **x^  =  l — (e'-t-t')x'-f-e'*'x*  multiplizirt; 
l^An'+raAnA,— Ae'(e'-i-«')]i'  +  [A,'-|-2A„A,  — 2A,A,{e'-|-»')  +  Ao'»'"'3»*  + 


A„'=l.  A,  =  l. 

2A„A,  — A„'(«'  +  b'>  =  0, 

A,'-|-2A.A,— 2A,Ä,(e'-|-»'H-A<,'e'« 

s  welchen  Gleichungen  nun  Ag,  A, ,  A,,  .  .  .  .  folgen.  * 
Bieraus  folgt  dann ; 


*  Will  man  das  allgeneina  Gassti  dieser  GleichnDgen  erhalten,   eo  beachte  man ,  dus 

(A„  +  A,»'-t- )'  =  Aj-|-2A„A,x'-|-  .  .  .  +(a;  +  2A,_,  A.^,42A,_,  A,+,+  . 

+2A„A,Ji"+2(A,A,+,-^A^,A,^,+...-t-A„A„^,)x"+'+....  so  d«ss 

also,  wenn  man  mit  1  —  (a*4~«')i*'t~*'>'i*  ""■ItipliiM,  folgende  allgemeine  Olelehongea 

entstehen: 

a;  +  2ä,_,A,^,+2A,_,A.+,4-.  .  .  +2A,A^  -  2(e'-|-.')  (A,_,A.+A,_,A,^,+ 

....+A„Aj^,)  +  B*e'<A'_,+2A,_jA,+2A,_,A^^,  +  ...+2A,Aj,_,  =  0, 
2<A.A,+  ,+  A„_,A„^  +  ...  +  A.A„^,)-(e'  +  «')(A;+2A,_,A,^,+2A._jA,+, 

-t-...  +  2A,A,„)i-2e'«=(A^,A,4-A„_,A,^,-t-...A,A,^,)  =  0. 


11,  bei 


,   und   iwar  nniweidtotig. 


Hieraaeb  wfirde  obige  Reihe  lieh  in  folgonder  Welio  fortsetseD : 
2(A,A.+A„A,)-(o'+,')(AJ  +  aA.,A,)  +  2e'.'A„A.  =  0, 
A»-|-2AiA,+2AoA.  — 2(B'  +  e')(A,A,  +  A„A,)  +  e"ir'(A*  +  2A,A,)=0. 
2(A,A,  +  A,A,  +  A„A,)-(B'-|-»M'\;  +  2A,A3+2Ä.A,)  +  26'e'(A,A,  +  A„A,)  =  0. 
Aj-f-2A,A,  +  2A,A,  4-2A„A,   -  2(e'  +  »')(A,A,  +  A,A.-|'A„A,)  +  e*»'{Aji-2A.A, 

+  2A,A,)^0, 
2(A,A,+  A,A,  +  A,A.+  Ä,A,)— (e'+»*)Aj+2A,A,  +  2A,A,+2ABA,)-t-2s'e'(Ä,A, 

+  A,A.+A„Ä,)  =  0. 


.yGoo^^lc 


InUgntion  mitteilt  anendlialiM  B«ilMD.  Ig7 

El  Ter«t«ht  sich  toh  selbst,  dasi  man  dasselbe  Integral  auch  nach  Nr.  II.  be- 
handeln kOont«,  da  ■-  —  -   ,=  ^+~^*'''+q^**'*+-  ■  ■  ■  •  al*» 


.+C. 
^  zu  bettumneo,  wenn  x>I ,  setze  mas 

_l-=1_1j =±f,_i.±+yi_     ^ 


r 81 /• 81 ^J^  ,  r    i'8»         1.8  ,  /•    »*8i 

81 

und  hat  jetzt 

C     8.       _   /81      1    M.      1.3    /•»._ 

wo ,  da  -]  <C  1 ,  die  Reihe  kooTergirl. 
Eben  so  ffir  x  >  1 : 

f_^l /•  ei         '   /•&'      I  '-g  f^'    _        4.C 

wo  nun  die  einzelnen  Inleff»le  nach  der  Fonnel  , 

/•a«      f^~^\  _       g       -l^) 2_  V> 

Jx'Vx'J  2n-r'  -       2n-r,-. 

bestimmt  werden. 

V.  D»(fllri'<l) 

vib-'+i''+o'"+ 

Mida  /— :^^=  =  BK(ttn.s=x),Mut  also 

■""'■='>-f+2-  T+ifly+äxlT+ ■■<■ 

wo  die  willkürliche  Kanstante  sogleich  wegg«laMen  Würde,  indem  sowohl  aTc(siD:=x), 
als  auch  die  unendliche  Reibe  Null  gelten  ffir  x  =  0,  also  C=:0  seyn  muss. 

Dieaelbe  Reibe  bitte  man  auch  aus  §.  10.  V  ableiten  können.     Beieichnet  man 
nämlich  durch  y,,  jg',  y,",  ...    die  Werthe  von  y,  g--  ö^.  ■  ■  ■  tÖr  X  =  0,  so  ist 

t'=  (Q-2)*r'~*,  T,  =0,  r;=  1.  y;=0. 
Daraus  folgt  dann,  dus  yj,  yj,  .  .  -  Nullj  ferner: 
•f\=7„=  1 .  y*=3'y*=3*.  y'=6*y*=6y y"^' =&n  —  l)\^i>  -  3)*. . .  3* 

also  da  (g.  16)  ate(«n  =  .)=  y,+y;|+^+j;  j-|-^+ 

■"«  .re(.n  =  .,  =  i+^+L|l.'+-..  +  4^^'-|l^+4  +  -- 

welche  Reihe  koDTergirtfilrx'<I  und  auch  fiir  x'  =  I.     (§.  17.  VJ 


Goo^^lc 


ISS  SamminiDK  Ton  Beihan  durch  Iiile|t«tlan. 

Tl.  Ganc  eben  ja  findet  man 

/iTr.=— T+i'- +C.-.«»» 

""(«">=— l'+T-Y+ ■'<'■ 

Dieselbe  Beilie  kdoDta  man  aus  §.  10.  VI  in  der  so  eben  angegebeDen  Weise 
ableiten ,  indem  dort : 

tI=  -(n  -.2)(n-l)y;"'.  y^  =0,  ?;  =  1,  y;'  =a 

VII.  Dass  man  auch  endliche  Reihen  mittelst  des  obigen  Verfahrens 
summiren  kann ,  ist  "nohl  lilar  und  es  mögen  einige  Beispiele  zur Erläutening 
dienen. 

Sey 

(a  +  iib)(c+l.d>....(k+i.1)i"'  (a) 

das  allgemeine  Glied  einer  Reihe,   deren  einielne  Glieder  erhalten  werden,   wenn 
man  n=:0,  1,  2, setzt ;    bezeiobne  ferner  ;  die  Summe  der  n-|- 1  ersten  Glie- 

'     ^fjJt-i"-^^-^'  •  (*+'')(''+''>--ft+')i^-''+lH-'  1 


7+1  '  «+y+l 


+ ST+V+l ■         +"■ 

Bestimmt  man  nun  ß  und  y  so,  dass  fllr  jedes  n : 

(a+nb)^  =  D<.+y+l,ib.a^  =  y+l,bjt  =  «:  fi:^^.  T  =  "^- 
wu  immer  möglich  ist,  so  ist 

^yji''8i  =  c..ki'^'+(e  +  d)..(k+I)>""'''^'+--i-(c+nd).   (k+nl)i""*"''^'.'(.') 

Gesetzt  man  kOnne  die  hier  Torkommende  Reihe  summiren  und  sey  z  deren 
Summe ,  so  ist 

|9yi'  =  jr-,  alsoj^— -— , 
wodurch  y  gefunden  wird.    Was  aber  die  Reihe  i  anbelangt,  so  hat,  abgesehen  Ton 
dem  Faktor  x'^*,  ihr  allgemeinei  Glied  die  Form 

(c  +  nd)...(k  +  nl)i°",  (b) 

d.  h.  wie  das  Glied  (a) ,  nur  fehlt  ein  Faktor  im  Koeffizienten.     So  wie  man  tod  (a) 
auf  (a')  gelangt,  kommt  man  jetzt  von  (b)  auf 

,»/„''e.=...k.»'+'+(.+f)..ft+i)>"+^+'+...+(.+.t)..ft+.i)."+''+'. 

«  Ca  — d 

so  dais,  die  Summe  der  bleibenden  Reibe  =u  gesetzt,  man  hat 
_      l       fln 
'~  ß-tf   fix 
Wie  man  hier  weiter  geht,  ist  klar.     Schliesslich  hat  man  die  Reihe 
k  +  (t  +  l)x"+....  +  (k  +  nl)i'" 
zu  summiren.     Ist  s  die  Summe ,  so  hat  man  abermals 

'  Goo'^lc 


Ssnminuig  *mi  IMbtn  doroh  Int«grati<m.  1  gj} 

und  dknn  ■  = -r—  1   i L  I. 

A.""L    ."-.    J 

bi  ähnlicher  Weise  kann  eine  Reihe,  deren  allgemebe«  Glied 

{•i-nb)(c  +  c,<l)...(k-Hn)  ''* 

ist,  auf  eins  uidere  tarückgefilhrt  werden,  in  der  das  allgemeine  Glied  einenFaktor 
weniger  im  Nenner  hat.  Ist  nämlioh  J  die  Summe  der  n--^ )  ersten  Glieder  der 
Reihe  (c) ,  so  bat  man 

&>  ao..k^<«+b)<c+d)...(k+ul)'^'--'^(a+nb)(c+nd)...(k+iil)' 

and  wenn  nun 

,?(oa  +  y)=a+nb.  «^  =  b,  ,»7  =  «;  ?=\>  >  =  T' 

Mist  i»— 8^"  =  '       L?rj;''"(^4-d)...{k+l)  +  '-  '  (c+nd)...(k+nl)j' 

und  wenn  man  diese  Reihe  summiren  kann ,  so  ist  (ihre  Summe  =■  z  gesetzt) ; 

Da  Rb  i;=0  immerbiD  j=— — r,  »o  kutn  die  eiDtretende  willkürliche  Kon- 
stante leicht  bestimmt  werden.  Durch  mehr&che  Anwendung'  desselben  VerfUirens 
gelangt  man  schliesslieh  zur  Reihe; 

k^k  +  l^k  +  21^         ^k  +  nl 
fQr  welche  sich  ergibt  (wenn  s  deren  Summe) : 


vorausgesetzt ,  es  se; 


^5^,/-+-+7'-.+....+.-'"--.=/-rL!^ji. 

..diu.        ,  .»^—/■.r-'riüni'I,,. 

Die  Reihe ,  deren  allgenieinea  Glied 

(.  +  nb)(c  +  .iJ)....(k+nl)        n«  ., 

(.■  +  Bb-)(.-  +  .d-)....k-  +  el-)' 
lii.Bt  sicli  durch  Anwendung  beider  obigen  Yerfnlimngswei.en  ftuf  eine  andere  redU' 
ziren ,  in  der  in  Zihler  und  Nenner  ein  Faktor  anagefallen  'ist.     Beis.t  n&mlieh  y 
jJie  Summe  der  ii~4~l  ersten  Glieder  der  Reihe  (d),  .o'  bekommt  n 


«/■    '«.     i  (.+.d)...(H-.l)  .n.,+1 

7'  fl''+"'-)(''+"'i')-*-+=T)' 


'7' 

wenn  wir  durch  ^  die  Summe  der  Glieder  bezeichnen ,  die  man  erhftit,  wenn  mu 
n = 0,  1 , . . .  D  setct,  vorausgesetzt  es  seyen  |3  und  f  bestimmt  durch  dip  Qleicbiingett 

"='■'+'="■  Google 


WledarlioUe.lDMgnUJOTi. 


I*t  feroer 

■    (o+nd)...(t  +  nT)     .. 

Mift 

wann 

ferner  i«t  dann 

8(.l')      i    (.+nd)...(k+.l)     ..+,■ 
'      «I      -■ ;K+nd)...(k'+nl')' 

./,.'.. 


während  die  ErmiUlnng  ron  z  mOglich  Ut,  wenn  man  die  Summe  (d'}  bEstinunt.  Es 
ist  leicht,  diese  Betracbtungeii  zum  Schluiie  EU  AUueD,  was  wir  dem  Leser  flber- 
luseD  wollen. 

§.  47. 
Da  die  Grösse  /f(x)9x  wieder  eine  Fonktion  von  x  ist,  so  kann  man 
ganz  eben  so  ihr  Integral  sncben,  was  man  durch  /(    /f(x)3s'l  dx,    oder 
abkOrzDngs weise  durch  /  f(x)dx*bezeichnet.  Daraus  wird  schon  klar  seyn, 
was  man  durch  das  Zeichen 

sich  nun  leicht  einige  Formeln  aufstellen,  mittelst 
fache  Integrale  bestimmen  kann.  Ist  nämlich  y 
ist  (§.36) 


bezeichnet.     Es  lassen 
derer  man  solche 
eine  Punktion  von  x. 


Man  BChliesst  hiei 
1.2...(. 


>er  Beweis  die 
nlich 


sey.  Der  Beweis  diesei 
Da  n&mlich 


aus,  dass  allgemein: 


■■•±nr"/'"""-+/-""''" 

Formel  geschieht  durch  den  Schloss  von  n  auf  n  -^  1 . 
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so  erhält  man  aus  obiger  Formel  durch  nochmalige  Integration: 

i.2..(.-i)/"  ,a,-+'=i/„.-.-'/„ek+?[^.-y.',..- 

±Tr^'/""""'«'+f/'""»'- 

Nun  ist 
also  venn  man  mit  n  multiplizirt: 

■...../n..-=.y;».-^-'/.,..+'^-s.-/-"- 

+  T-/-""''«'±/A»". 
welche  Formel  aus  der  früheren  entsteht,  wenn  man  n-j-l  (ür  n  setzt,  and 
also  deren  kichtigkeit  beweist,  da  sie  f&r  n  =  2  gilt. 

Da  man  bei  jeder  Integration  eine  villkürliche  Konstante  zufügen  soll, 

80  wird  man  schliesslich  bei/  ySx"  hinzusetzen  müssen  ax'~  -)-bx*~  +. . 
.  ..+k,  wo  a,b.. .,  k,  der  Anzahl  nach  n,  willkürliche  Konstanten  sind. 

-  Ann).  Der  *o  ebea  KagegebeDe  Ssti  fllhrt  die  B«stiiiiiDtuig  ein«  Tislfftchen  Intexrala 
huf  die  TOD  eiDfnchen  lategralsii  zarüak.  iit.a  bat  aagh  veiten  Sitze  ka^atellt,  n&ch  denen 
die  BeitiiDinDiig  Tislfacliei  Integrale  tod  iiuaianien geseilten  Formen  ftnf  die  der  einfacheren 
MiÜckkommt.     S«  venn  7  und  i  Fnnküonen  Yon  x  sind,  hat  man 

1.2      Bx* 


/"'''"*  t,  ■+*    1(1+1)  {t.-r2)»'T/^- 

J  1.2.8  Bil/ 


■+»_!_ 


«•lebe  Reihe  im  Cnendlicbe  gehen  liann.     Da  }edoch  diese  Dntennchoiigea  fDr  nni  Ton  ge-  - 
ringereia  Interetse  «Ind,  ao  uOgen  lie  im  Angenlilick  dafaiacectellt  bleiben. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  Einiges  in  Bezug  auf  vielfache  Integrale  von 
mehreren  unabhängig  Veränderlichen  zu  sagen  flbrig.     Die  Grdsse 

yyf(«.y)8ier 
ist  eil)  doppeltes  Integral  fttr  die  zwei  unabhängig  Veränderlichen  x  und  y. 
Schreibt  man  sie  in  folgender  Weise: 

/"/'<•■""■ 

so  ist  dadurch  deutlicher  angegeben,  was  zn  thnn  sey.  Man  hat  nämlich 
zuerst  die  Grösse  /f(x,y)3y  zu  bestimmen,  wobei  x  die  Rolle  einer  Kon- 
stanten spielt;  ist  diese  Integration  voltzogen,  so  integrirt  man  nochmals 
nach  X.     Ist  nun  1"  -,  -.  .\  -.  ■ 


m- 


SO  wird  allgemeiner 

seyn,  wo  9>(x)  eine  ganz  willkfirliche  Fanktion  von  x  ist,  indem  ja  die  sonst 
zozafagende  Konstante  wohl  von  x,  das  hier  konstant  ist,  abhängen  kann. 
Hiaraus  folgt: 

y*Biyt(x,T)By=yr(i,y)8x+yi<x)8»  +  v(y). 
wo  ^(y)  eine  willkfirliche  Funktion  von  7  ist.     Da  auch  /  9)  (x)  3  x    wegen 
des  willkllrlichen  ^(x)  eine  willkfirliche  Funktion  von  x  ist,  so  ist  allgemein 

ßxfl<T.7)f>7=J'F(T.y)6x  +  v(,)  +  v,(f), 
wo  VCy)  cü)^  gA"z  willkürliche  Funktion  von  y,  ohne  x;  9)((x)  eine  eben  so 
willkürliche  Funkti«n  von  x,  ohne  y,  ist. 

AU  Beispiel  wfihleii  wir  etwa  daa  Doppelintogral 

.'+;■■ 

wo  T  eise  wilikQrliohe  Funktioa  von  7,  X  von  x  bedeutet.  Da»  Integral,  da«  hier 
noeli  Toriiommt,  und  in  welchem  j  konstautist,  konnte' etwa  nach  §.  46  ermittelt 
werden. 

Man  wird  beachten,  dass  wenn 

daraus  folgt  it=Jji(i,j)ex6j+X+Y. 

wo  wieder  X,  Y  GrOssen  sind ,  wie  oben.    Da  nnn  in  .      ■  die  Ordnung  der 

Differentiation  ganz  willkürlich  ist  (§>12),  so  wird  auch  in  dem  Integral 

/ /f(x,y)3xdy  die  Ordnung  der  Integration  eine  durchaus  willkürliche  seyn, 

immer  natürlich  nnter  der  Voraussetzung,  es  sey  f(x,y)  immer  eine  endliche 

Grösse. 

Ganz  eben  so  folgt  ans 
j~g^=f(i,r..)iu=yyy*f(«,y,i)8xer8.+»<i,r)  +  ,,(,,.)+A(y,i), 

wo  9i(x,y)  eine  willkfirliche  Funktion  von  x,  y:  i^(x,  z)  eine  willkürliche 
Funktion  vnn  x,  z;  X(y,  z)  eine  eben  solche  von  y,  z  ist.  In  dem  dreifachen 
Integrale  /  / /f(x,y,z}3x9ydz  ist  die  Ordnung  der  Integration  eine  gani 
beliebige,  in  so  ferne  nur  f(x,y, z)  endlich  ist. 

Ignzcdi/GoO'^IC 


Vielfeclie  In(«gml«. 

Man  ersieht  hieraus  schon  im  Allgemeinen,  vas  i 
fachen  Integrale 


///• 


,..f(i,y,......)8iBrei,.. 

zu  verstehen  hat.  Dabei  ist  die  Ordnung  der  Integration  willkürlich,  so  dass 
man  al80  zunächst  f(s,y,z,...)  nach  x  integriren  kann,  wobei  alle  anderen 
Grössen  y,  z, ...  als  Konstanten  betrachtet  werden.  Diese  so  erhaltene 
GrOsse  integrirt  man  sodann  nach  y,  wobei  x,  z, .. .  konstant  sind,  «.  s.w.; 
schliesslich  werden  dem  Resultate  willkürliche  Funktionen  zugefügt  von  je 
allen  Veränderlichen,  eine  ausgeschlossen,  also  so  viele,  als  es  Veränder- 
liche sind.     So  ist  etwa 

yyy.yr8xeyB.  =  i^+^(,.y)  +  ».  (!..)  +  ».  (y..), 
wo  y>, 9i,9>i  g&nz  willkürliche  Funktionen  sind. 
Allerdmgs  gentigt  dos  Integral 

yyf(x.T)8x8y  =  o, 
wo  u  eine  bestimmte  Funktion  von  x  und  y,  ohne  die  zuzufügenden  willkilr- 
licbeu  Funktionen,  ist,  der  Gteicfanng 

ist  aber  nicht  ihre  atigemeine  Lösung,  da  dieselbe  befriedigt  ist,  wenn  man 
zu  obigem  Werthe  von  u  noch  willkürliche  Funktionen  von  x  und  y  hinzufügt. 
Wollte  man  nun  gemäss  §.  29  an  die  Stelle  der  unabhängig  Veränderlichen 
X,  y,  andere,  y  und  i/t  etwa,  einführen,  so  würde  man  nach  §.  29  wohl 
fT-^-  durch  die  Differentialquotienten  von  u  nach  ^  und  ^  ausdrücken  kön- 
nen; fQr  das  Integr»l  //f(x,y)dxdywäredamitNichts  gewonnen.  Wollen 
wir  Oberhaupt  dieses  letztere  umformen,  so  werden  wir  uns  gar  nicht  an  die 
obige  Differentialgleichung  zu  halten  haben,  die  ja  doch  mit  dem  Integral 
in  einem  lockeren  Zusammenhang  steht,  sondern  wir  werden  kurzweg  das  In- 
tegral als  eine  Reihe  auf  einander  folgender  einfacher  Integrationen  ansehen, 
und  somit  nach  §.  36  für  jede  einzelne  Integration  zu  verfahren  haben.  Da 
wir  jedoch  im  nächsten  Abschnitt  hievon  allgemeiner  handeln  werden,  so 
wollen  wir  die  X^dsung  dieser  Frage  dorthin  verschieben. 


Kennter  Abschnitt 

Das    bestimmte    Integral. 

§.  48. 
Seyen  a  und  b  zwei  bestimmte,  endliche  Grössen,  f(x)  eine  Furiktion 
von  X,  die  fUr  alle  Werthe  von  x,  von  a  bis  b,  endlich  bleibe;  ferner  »i,^. 
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.  .  .,  a^  eine  Reihe  von  Werthen  zwischen  a  Dadb,  so  dass  wenn  b>a, 
anch  a,  >a,  a,  >a,,...,  a^>»_i_,,  b>a^,  und  wenn  b<a,  auch  n,  <a, 
a,  <a,,...,  a,<a,^i,  b<a^,  dass  mithin  die  Differenzen 
a,— «,  »,—•,,»,  —  »,....,  a.-»..,.  b— "a 
sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben,  so  heissen  wir  die  Grösse,  der  sich 
(».-«)fW  +  (».-»,)f(^)-f-(a,-«.)f(a,)+...+(.,-.._,)f(.._,)-Kb-»,)f(a.)    (O 
mehr  und  m«hr  nähert,  je  kleiner  die  Differenzen  \  —  a,  a,  —  a,,...,  b  —  a^^ 
werden,  d,  h.  je  mehr  man  Werthe  zwischen  a  und  b  einschiebt,  das  be- 
stimmte Integral  von  f(x),   genommen  zwischen  den  Gränzen  a 
and  b,  und  bezeichnen  dieselbe  durch/   f(x)3x,  so  dass  als  Erklärung  die- 
ses Zeichens  die  Gleichung  gilt: 
y^t(,)Bi  =  Gr.|^K-a)((»)+{»,-»,)f(«.)  +  (a,-.,)t(«,)+...  +  («.-a,^)((S_,) 

-t-0>-».)f(a,)J  (43) 

Was  nnn  die  Grfisse  zweiter  Seite  in  (43)  anbelangt,  so  wird,  da  die 
Differenzen  a,  —  a,  a,  —  a,,  .  .  .,  b — a^  sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben, 
die  Grösse 

(«,-a)((a)+{a.-Of{a.)+  ■  ■  ■  +0»- ».)({».)  {») 

ihrem  absointen  Werthe  nach  (d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  kleiner 
seyn,  als  diejenige  Grösse,  die  man  erhält,  wenn  man  fiir  f(a),  i{\)  ■  •  -, 
f(a^  die  grösste  dieser  Grössen  setzt,  und  grösser  als  das,  was  man  erhält^ 
wenn  man  die  kleinste  setzt.  Sind  die  obigen  Differenzen  alle  positiv,  so  ist 
dies  von  selbst  klar,  da  dadurch  jede  einzelne  Grösse  zu  gross  oder  zu  klein 
wird,  und  alle  addii-t  werden,  da  sie  dann  natDrlich  sämmtlich  dasselbe  Zei- 
chen haben;  sind  die  Differenzen  alle  negativ,  so  nehme  man  sie  mit  den 
entgegengesetzten  Zeichen  und  hat  dasselbe  Resultat.  Ist  also  f(a^)  die 
grösste,  f(a  )  die  kleinste  der  Grössen  r(a),  f(a,),  . . .,  f(aj,  so  liegt  die 
Grösse  (a)  immer  zwischen 

(a.-.)r(.,)+(a,-«.)f{a,)+  . .  .  +(,_-  »^_,)f(a,)+{b-..)f(a,)=(b-a)f(«^  und 
(^-a)f(aJ+(a,-^)f(i,)-|-...+{a,-a,_,)f<.,)+(l.-.,)f(a.)=(b-a)f(«,), 
SO  dass  man  also  sagen  kann,  es  sey  dieselbe  gleich  einem  Werthe  zwischen 
(b — *)f{aj)  und  (b  —  a)  f(a,).  Schiebt  man  zwischen  a  und  b  mehr  und 
Werthe  ein,  so  wird  man  immpf  mehr  Werthe  von  f  (x)  erhalten,  so  dass 
man  wird  sagen  können,  alle  Werthe  von  f(x),  filr  x  =  a  bis  zu  x  =  b  seyen 
nach  und  nach  erschienen.  Da  immer  (a)  gleich  ist  (b — a)  multiplizirt  mit 
einem  Zwischenwerthe  zwischen  f(a^)  und  r(a,),  nnd  da  man  alle Zwischen- 
werthe  zwischen  f(a^)  und  f(a^)  erhält,  wenn  man  in  f(x)  x  von  abis  b 

gehen  lässtj  so  kann  man  offenbar  sagen,  es  sey  /  f(x)  Bx  gleich  (b  —  a) 
mnltiplizirt  mit  einem  Werthe  von  f  (x) ,  fQr  den  x  zwischen  a  und  h  liegt 
Bezeichnen  wir  denselben  durch  a-|-@(b — a),  wo  9  Ewischen  0  nnd  1  liegt 
(vergl.  §.  13.  n),  so  ist  also 

i:    -,-  -i  „GOO'^IO 


WaikflTliehkrit  der  in  «(tblendea  Eitu^ebnagsweiu. 


r- 


^f{T)8x  =  (b-.)f[»+e{b-«)].  (44) 

Et  folgt  hi«»ii)  lofoTt,  da»  -wenn  f  (i)  endlich  itt  tod  i  =  &  bi<  i  =  b  die  OtOim 
/  f(i}ei  licfa  der  Null  nlhcTt,  wenn  bitoh  B  nähert.  Dann  lit  b -a^o,  ■oittAf(x)8x 
=  al\%-\-Bä\,  DOd  dk  l\%-^Bä\  endlicb  iit,  ta  nlfaeft  lieh  dieu  GrOue  der  Null,  venu  n 
lieh  Null  nlheit,  d.  b.  vena  b  ~  »  in  werden  strebt. 

Es  fragt  sich  dod  vor  Allem,  ob  die  gewählte  Einschiebnogsweise  der 
Werthe  a,,  a,, .  .  .,  a^t  die  wir  nach  irgend  einem  Gesetze  geschehen  uns 
denkeo  können,  nicht  von  Einfluse  ist  auf  den  Werth  des  beBtimmten  Inte- 
grals /   f(x)dz.     Zd  dem  Ende  wollen  wir  zunächst  in 

zwischen  a  und  a|,  a^  und  a,,...  weitere  GrOssen  einschieben,  und  zwar  zwi- 
schen a  und  a,  die  Grössen  j?,,  ßt,---,  ß^,  zwischen  a,  und  a,  die  Grössen 
*  /i>)'ifi7ri  zwischen  a^  nad  b  die  Grössen  {, ,  g,,...,  1^,  so  wird  statt  (a) 
jetzt  erscheinen: 

(fi^-^)H^■)+<A-p^iW+■■■■+(ß^-0^_,)t(i^^^^)+^^-P^)l<ßJ    \ 

+  ....:  r        r_i         r~l  '         '  [(«0 

Genau  wie  oben  wird  man  aber  zeigen  können ,  dass  jede  einzelne  Zeile 
von  (or')  als  ein  Zwischenwerth  darzustellen  ist  und  zwar,  wenn  wir  sogleich 
ons  denken,  es  seyen  schon  an  nnd  für  sich  genügend  viele  Wertfae  a,,  a,,  . 
.  .  . ,  a  vorhanden  gewesen ,  wird  man  die  Grösse  (o')  setzen  können  gleich 
(a.-a)f[a-i-e.(a.-t)]+(«,-»,)ft.,-f  «.(«,- t.)]+...+(b-a^)f[a_+e^(h_8_^)]. 

wo  d,,.,.,  @^  zwischen  0  und  1  liegen.     Da  aber  a,  — a,  a,  — a,, , 

a,  —  a^_^  immer  kleiner  werden,  je  grösser  n  ist,  so  wird  man  setzen  können : 
f[»-|-».{a,-a)]=(W+*.f[a,+«.(«,-«.)]=(K)+i,.....r[a_^+e(b-a^)] 

WO  Bf,,  «!,.•.,  e^  mit  a, — a,  a, — »i,..;,  b — a^^  verschwindend  klein  werden. 
Alsoist  («')  gleich 

(^-»)f(«)^-{•.-a.)r(^)+....^-{b-«Jf(a_^) 

+(t.-a)«i,+{».-»,)«.  +  ....+0— •^).,.' 

d.  h.  die  Differenz  zwischen  dem  Werthe  von  (cc)  und  dem  von  («')  ist 

{«.-.)H,  +  (H-Oe,  +  ....  +  (b-a_^)e^.  (|J) 

Diese  GrOsse  liegt  aber  zwischen  (b — a)«^  und  (b  —  a)e,,  wenn  c^und 

e,  die  grÖGSte  und  kleinste  der  Grössen  e„  e, , . . . ,  «^  sind,  und  da  mit  wach- 
sendem n  diese  Grössen  immer  mehr  abnehmen,  so  wird  also  der  Werth  von  - 
(ß)  sich  immer  mehr  der  Null  nähern,  so  d.iss  mit  unendlichem  n,  d.h.  wenn 
man  zur  Gränze  übergeht,  der  Werth  von  (a)  und  der  von  («')  einander 
gleich  sind.  Daraus  folgt  also,  dass  das  Einschieben  von  weiteren Zwischen- 
werthen  keinen  Einänss  auf  den  Werth  des  bestimmten  Fntegrals  hat. 
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Aber  auch  eine  ganz  andere  Einscbiebungsveise,  als  die  anfSnglicfa  ge- 
wühlte, hat  keinen  Eioänss.  Denn  seyen  anfönglich  eingeschoben  a,^,  .  .  ., 
a  ;  dann  wieder  einmal  b, ,  .  .  .,  b^,  wo  natürlich  «chliessHcb  n  and  m  an- 
endlich gross  sind ,  und  auch  von  b, , . . . ,  b^  angenommen  wird ,  dass  bj  — a, 
bt  —  b, , . . . ,  b  —  h^  sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben,  se  werden  die  Gt&n- 
zen  von 

(■,-.)(W  +  (a,-Or(a,)+...  +  {b-aJ((»,)      1 
uDd  (b.-»)f(.)+(b,-b.)f{b.)  +  ...+{b-b_)f(b_)    )<*^ 

einander  gleich  seyn.  Denn  man  denke  sich  zwischen  a  und  b  alie  GrOssen 
a, , . , . ,  a^j,  b, , . . . ,  b^  in  der  gehörigen  Ordnung  eingeschoben,  so  wird  diese 
neae  Eintheilung  nothwendig  in  Bezug  auf  jede  der  darch  (J)  angegebenen 
Ein theilungs weisen  eine  solche  seyn,  die  man  erhalten  hätte,  wenn  man  in 
(6)  Zwischenwerthe  eingeschoben  hätte.  Da  nnn,  dem  Obigen  gemäss,  der 
Gränzwerth  dieser  neuen  Grtisae  derselbe  ist,  wie  die  Gränzwerthe  der  bei-  * 
den  Grossen  (S),  so  müssen  diese  letzteren  Gränzwerthe  selbst  einander 
gleich  seyn. 

Wie  man  also  auch  in  (43)  die  nach  einander  folgenden  Zwi- 
schen werthe  a,,...,  A^  vähle,  der  Werth  von  /  f  (x)  9x  ist  immer 
derselbe. 

Wählen  wir  alto  diese  Zwischenwerthe  so ,  daes  sie  alle  gleich  weit  von 

einander  abstehen,  d.h.  setzen  wir =Ji,  so  ist,  wenn  Gr.  sich  auf  ein 

unendlich  wachsendes  n,  also  unendlich  abnehmendes  Ji  bezieht,  auch 

wenn  man  &^  =a-|-//x,  a,  =a+2i/x,...a^  =  a+(n  —  \)Jx  setzt. 

Man  kann  das  oben  Gesagte  auch  noch  in  etwas  anderer  Form  ausspre- 
chen, was  fßr  manche  Anwendungen  von  grosser  Wichtigkeit  ist.  Sind  näm- 
lich zwischen  a  und  b  die  Wertbe  a, ,  a, , . . .  a^  eingeschoben ,  and  man  ISsst 
n  mehr  und  mehr  gross  werden,  so  werden  die  Differenzen  a, — a,  a^ — a,, 
. .  . .,  b  —  a_  immer  kleiner  und  man  wird  also  sagen  dürfen,  sie  werden  un- 
endlich klein  (§.  3),  statt  za  sagen,  man  gehe  zur  Gränze  über.  Da  die  Grfls- 
sen  f(a),  f(ai),...,  f(a^)  sämmtlich  endlich  vorausgesetzt  wurden,  so  sind 
dann  die  Grfissea  (a, — a)f(a),  (3,  —  %)  fCa, ),.,.,  (b  —  aJfCa^^  auch  an- 
endlich klein,  und  bilden  das,  was  man  die  Elemente  des  bestimmten  Inte- 
grals nennt.  Dasselbe  ist  somit  gleich  der  Summe  seiner  unendlich  vielen 
unendlich  kleinen  Elemente.  Sobald  man  also  irgendwo  auf  eine  solche  Sam- 
ination  kommt,  so  hat  man  immer  ein  bestimmtes  Integral  zu  ermitteln. 

Anm.     Et  mag  TieIlai<At  lor  klareD  Eiiisicbt  in  du  WeMo  dei  letiten  Angkbe  beitragen. 
r>j^   fj  venu  «ir  an  einem  Beispiele  erlante-n.  wie  drei  za  rentehea  ist. 

Oaietzt,  rin  KOrper  bewege  sich  lufderGeraden  AH(Fi!t  17)  und 

A  M  JF  1(7  am  Ende  der  Zeit  t  nach  M  gelangt;  sein«  Geicbwindigkeit  in 

M  se7  =  r(t),  so  daii  alle  dieaalbe  »Jeder  Zeit  bekannt  ist;  man  will  wlnen,  welchen  Weg 


/: 
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4k  KArpM  In  du  Ztit  %,  Ton  Anhng  *n  fsrecbiet,  inrflekgelegt  habe,  wma  die  Bevegnog 
In  A  ingif&ligeii  hu.  Sey  1  eine  unendlich  kleine  Zeit  —  aln  Zeltelament  —  v  die  6e- 
ichwtndlgkeit  dei  Kflrpen  in  M,  gleich  f(0,  >a  iirt  der  in  der  Zelt  t  larltckgelegte  Wegbin 
=  tfy)t  (i.Si.  I),  velthei  Weg  una  du  ElemeoC  dei  gvuen  unrückgelegtea  Wegu  bildet. 
Tbeilt  mkn  ilto  die  Zeit  i  in  unendlich  riele  nnendliGh  kleiae  (gleich  grotie  oder  Terachieden 
graue)  Zeittheilchea  f  ab ,  bd  hat  man  für  den  Weg  tu  jedem  denetben  tineu  AandniEk'wii 
den  obigen ,  lo  dui  die  Somme  iller  dendben ,  d.  h. 

f(0)t+f(r)r+f(2t).  +  ....+f(.-.), 
der  uttflokgelegte  Weg  ttt     Denelbe  vitd  ilio  gegeben  Mjn  dnrch  die  Fomel : 


-/: 


f(t)8t 


Dui  min  duielb«  Reiultftt  anch  In  der  itresgeren  Fnnn  erfüllen  kann,  Ut  leicht  in 
Übenehen.  Man  vflrde  Jetxt  lageu,  der  tn  der  Zeit  (  inrflckgdegte  Weg  le;  nriMhen  «f 
and  (vt- Ji>}(«ittialteti,  wenn  Jv  die  Zunahme  der  Oetehirindigkait  wahrend  der  Zeit  «l«t. 
Ei  Itt  alte  =  (v-|-e)c,  wo  e  eine  GrOne  iit,  die  mit  t  renchwindet.  Darsni  folgt,  du*  der 
«tue  Weg  gtelcb 

(••+■«,)•+(".+■■)■+••■■+(".+•.)<. 

wenn  «0,  V,.  • . -.1  v   die  Geiehwindigkeitcn  in  den  ZeiCmomenleo  0,t,Zt, ilnd,     Dleie 

Somme  itt  glrieb 

ond  bleibt ,  was  anefa  t  ley ,  dem  Wege  gleicb.  Lltit  man  aber  t  immer  m Ar  abnebmen ,  m 
wird  dererrtellieU  vi,T-|--'-  +  <'  *>'■  Qrtntwertb  die  QrOue  /  v6t=  1  r(t) St  haben, 
Tihrend  der  iwtite  (t,-t~-i ■"!"')<  ■'°'> '»''  nnendlieb  abndunendem  (  der  OrtnieO  nlhert 
0. 34,  n).     Duau  tolgt  dann  obige  Gleichung,     (tiia  Tergl.  {.  SS.) 

§.49.. 
In  §.  13.  in  wurde  gezeigt,  dass 

6r..4i[F'(»)+r(x+.d.>+...+F'(i4-i,~4i)]  =  P(.  +  h)-F(.). 
Setzt  man  hier  x=a,  h=b — a,  ^x=-^— ,  also  i+h  —  Jx  =  h 

=  °''~''+'  =  a+(ii-l)^»,aoiat 

''Qr.4xlT'W+r'(a+^»)+...  +  F'(a4-;:irTj.)]  =  Hb)-F(a). 
Demnach,  Teno 


•(.)=/(. 


uDd(§.48) 

Gr.  Ji[f(.>+f(a+4x)  +  .  .  .  +f(a  +  .r=Tjt)]=y^f(i)ex, 

■oüt  yV)8i  =  F(b)-P{a).  wo/((i)8x=FW.  (46) 

Vermittelst  dieser  Formel  ist  die  EnnittlnDg  des  bestimmten  Integrals 
/  f(x)dx  auf  die  des  unbestimmten  Integrals /f(x)3xzurQckgefllhrt, 

und  wenn/f(x)9x  =  F(x)j  so  ist  /  ((x)dx  gleich  der  Differenz  derWerthe 
-von  F(s)  für  x  =  b  and  x  =  a.  Die  Werthe  a  und  b  voo  x  heissen  die 
Gränzen  des  bestimmten  Integrals.     Man  steht  leicht,  daas  die  Zuf&gung 


]  if  g  Eiuchlebimg  neuer  Orlniao. 

der  willkDrlicben  KonstsnteD  bei  der  oabeBtininiteD  Integration  nicht  notb- 
wendig  ist,  da  wenn/f(x)3x=F(x)+C,  der  Werth  für  r=b  ißt  F(b) 
+C,  fBr  x  =  a:  r(a)+C  ond  die  Differenz  beider  i8tF(b)— r(a),  wo  oun 
die  willkürliche  Konstante  verachwsnden  ist.  Dies  setzt  natürlich  voraus, 
daSs  C  dieselbe  Grösse  ist  f&r  x  =  a  und  für  x  =  b.  Gemäss  §.  35  wird  dies 
der  Fall  seyn,  wenn  f(x)  endlich  ist  von  x  =  a  biB.x  =  b,  oder  „innerhatb 
der  Gränzen  der  Integration",  was  wir  auch  immer  vorausgesetzt  haben  und 
nocb  voraussetzen  werden.  Eben  so  muss  nothwendig  die  GrGsse  F(x)  stetig 
verlaufen  von  z=a  bis  x=b,  d.h.  ein  jeder  folgende  Werth  mnss  unendlich 
wenig  verschieden  aeyn  vom  vorhergehenden.  Diese  Bedingung  ist  von  gros- 
ser Wichtigkeit  ond  es  kßnnte,  wenn  sie  übersehen  wird-,  leicht  ein  ganz 
falsches  Resultot  zum  Vorschein  kommea  (Vergl.  §.  50.)  Die  Fundamen- 
talgleichung (46)  rechtfertigt  auch  die  Bezeichnung  des  bestimmten  lutegrals, 
da  es  nichts  Anderes  ist,  als  die  Differenz  zweierWerthe  des  unbestimmten. 
Dass  übrigens  z.  B. 

ist  wohl  von  selbst  klar,  da  wenn /f(x)9x  =  F(x),  auch /f(i)9z=  F(z), 
/f(u)3u  =  F(u),also 

Awe>;  =  F(b)-F(«),y^Wei  =  F(b)-FW,  A(B)en  =  F(b)-F(»). 
Wie  man  also  die  „Integrations-Yeränderliche"  auch  bezeichnen  mag, 
ist  ganz  gleichgiltig.     Wir  kSnnen  nun  mittelst  des  Vorstehenden  sogleich 
einige  wichtige  Sätze  Über  die  bestimmten  Integrale  nachweisen. 

I.  Es  ist  immer         j'ni)tx  =  ~Jf(i)6t. 

Denn  ist /f(x)3x=F(x),  so  ist 

y^rW6i  =  F(b)-F(«),yVi>8i  =  F(a)-F(b), 
woraus  der  Satz  folgt. 

II.  Sind  c,  e,  m,  n  beliebige  GrCssen,  so  ist 

Aw»t=  A(x)8i4y'V«)ei+Y"iW8»+/V{i)e.+  /'Vi)8t. 
Beachtet  man ,  dass 

ytU)8.=F(c)-F(s).yVi)Bx  =  F(»)-F(e, y  Vx)ei  =  E{b)-FtD), 

so  wird  der  Satz  ganz  von  selbst  folgen.  Dabei  ist  nur  vorausgesetzt,  dass 
f(x}  innerhalb  aller  IntegrationsgrSnzen  endlich  &ej,  da  sonst  von  einem  be- 
stimmten Integral  keine  Rede  seyn  kann.  Man  heisst  den  in  obiger  Formel 
ausgesprochenen  Satz  den  von  der  Finschiebung  der  Grftnzen.  So  also  wäre 

yV(i)e«=yvi)ex+y^(i)ei=y^(i)Bi-hy'twei+y'((i)8i.  ^.».w. 

Ignzcdi/GoO'^IC 


III.  Ist  C  eine  KoDstants,  so  ist 

/cf(i)8x  =  c/j(i>Bf. 
IMeser  S»tz  folgt  nomittetbar  daraus,  dass 

Eben  so  ist 

Ar±i±.-)8i=A6x±  Ae.± 

IV.  Da  Teno  x  als  Funktion  von  z  angesehen  wird,  mnn  hat  (§.36): 

yfW8i=yf(i)||8.. 

wo  f(x)g-  zuerst  in  z  auszodrficken  ist,  so  ist  auch 

wotin  tt  und  ß  die  WerUie  von  z,  die  den  Werthen  a  und  b  von  x  zugehOreii. 
Denn  es  sey 

yfwex=F(.).yr(i)j^ei=»w, 

so  geht  F(x)  in  ^iz)  Ober,  wenu  man  x  durch  z  ersetzt,  und  yU)  in  F(x), 
wenn  man  z  durch  x  ausdruckt.     Folgt  also  aas  der  Annahme  x^a  notli- 
wendig  und  nnzweidentig  z  =  a,  aas  x=;b  hingegen  z  — /9,  so  ist 
F{»)  =  ,W,  P{h)  =  vW. 

aUo  F(b)  -  FW  =  ,tf)-„(<,).d.h.yVi)Bx-y  'W^8i. 

Was  die  Werthe  von  a  und  ^  anbelangt,  so  sieht  man  leicht,  dass  sie 
im  Allgemeinen  durch  Auflösung  einer  Gleichung  zu  erhalten  seyn  werden. 
Ist  n&mlich  ^(x,z)^0  die  GleicUung,  welche  den  Zosauunenhang  twischen 
X  und  z  ausdruckt,  ao  folgt  aus  der  Gleichung  ^(a,E)~0  der  Werth  a  von 
z ,  and  aus  ^f (b,  s)  =:  0  der  Werth  ß  von  z.  Dabei  kann  es  sich  nun  ereig- 
nen, dass  eine  solche  Gleichung  mehrere  Wurzeln  lalSsst,  und  man  also  in  - 
Zweifel  kommen  kann ,  welchen  der  Werthe  man  zu  nehmen  hat.  Im  Allge- 
meinen läset  sich  hierüber  ><ichts  anesagen,  und  man  wird  also  im  speziel-. 
len  Falle  durch  demselben  angemessene  Betrachtungen  sich  entadieiden 
mfiseen,  desshalb  auch  möglichst  vermeiden,  in  solche  Lage  zu  kommen.  Es 
kauD  aber  noch  eine  zweite  Schwierigkeit  auftauchen.  Man  hat  nSmlich  in 
f(x}ä-  die  OrOsse  x  durch  ihren  Werth  in  z  zu  ersetzen ,  wozn  tm  Allgemei- 
nen ebenfalls  die  AuflSsnng  einer  Gleichung  nolbwendig  ist.  Wenn  nun  diese 
OleichuDg  mehrere  Wurzeln  zulSsst,  so  entsteht  die  Frage,  welche  derselben 
man  zu  wählen  habe.  Auch  hier  muss  der  spezielle  Fall  entscheiden.  Es 
Usst  sich  dar&ber  nur  Folgendes  im  Allgemeinen  sagen.  Gesetzt  fUr  x=:a 
sey  2=B  und  fUr  x=b  sey  z=j9,  welche  Werthe  nnzWeideutig  seyen  and 
sey  z  =  i^(x)  die  Gleichung,  welche  den  Znsammenhang  zwischen  x  und  z 


IgO  UmbnooDi  «Idm  bMÜmmtan  iMagnU. 

ausdrfickt.  Gesetzt  nun  gp  (x)  wachse  beständig,  oder  cebme  bestfindig  ab  von 
x=a  bis  x^b  (9'(x)  habe  dasselbe  Zeichen  innerhalb  dieser  Gr&nzen),  so  muss 
<  dasselbe  aach  mit  z  der  Fall  seyn,  und  es  kann  daher  auch  nur  ein  Werth 
von  X  au«  der  Gleichung  folgen,  indem  sonst  za  zwei  verschiedenen  Werthen 
von  I  derselbe  Werth  von  z,  oder  zu  zwei  verschiedenen  Werthen  von  z  der- 
selbe Werth  von  z  gehören  mfisste,  was  unmöglich  ist.  Bat  aber  ^(x) 
zwischen  x  =  a  and  x=b  Maxima  oder  Minima,  so  verhftit  sich  die  Sache 
freilich  anders.  Gesetzt  es  komme  ein  solcher  Werth  zwischen  a  und  b  vor 
für  z=c,  so  wird  von  z  =  a  bis  x^c  der  eine  der  Werthe  in  z,  ftlr  x=c 
bis  x^b  der  andere  gelten,  d,b.  wenn  für  x:=c;z=/,  so  wird  man  von 
z  =  a  bis  z=}-  den  einen  Werth  von  x  in  z,  von  z=/  bis  z=ß  den  andern 
setzen.  Welchen,  wird  man  in  jedem  Falle  leicht  entscheiden.  —  Man  wird 
sich  das  hier  Gesagte  am  Bequemsten  an  einer 
Kurve  zur  Anschauung  bringen  (Fig.  18).  Soy 
Ox  Axe  der  x,  Oz  der  z,  ferner  z  =  9>(x)  die 
Gleichung  der  Kurve,  Oa  die  Abs^se,  die  der 
unteren  Granze  des  Integrals  (x  =  a)  eagehfirt. 
Geht  nun  die  obere  Gränze  des  Integrals  nicht 
über  Ob.hinans,  so  wird  zu  jedem  Werthe  von  x 
auch  ein  einziger  reeller  Werth  von  z  gehören  und  umgekehrt,  so  dass  fUr  x 
aus  z  =  )jp(x)  auch  nur  ein  einziger  reeller  Werth  Onnerhatb  der  betreffenden 
Gränzen)  folgen  kann.  '  Liegt  dagegen  die  obere  Gr&nze  des  Integrals 
f(x)3z  zwischen  Ob  and  Oc,  so  werden  zu  demselben  Werthe  von  z 


y  1   .1  J  .fe — i- 


r. 


mehrfach  zwei  verschiedene  Werthe  von  x  gehören,  so  dass  jetzt  nothwendig 
aus  5p(x):=z  zwei,  aber  auch  nur  zwei  reelle  Werthe  von  x  in  z  folgen 
mQssen;  davon  wird  der  eine  von  x=Oa  bis  x=Ob,  der  andere  von  x=Ob 
an  gelten,  d.h.  von  z^aA  bis  z  =  bB  der  eine,  von  z='bB  an  der  andere. 
Liegt  die  obere  Gränze  des  Integrals  zwischen  Oc  und  Od,  so  werden  zu 
demselben  z  drei  verschiedene  Werthe  von  x  gelten  können,  so  dass  also 
jetzt  auch  drei  Werthe  von  x  in  z  folgen  mQssen.  Der  eine  gilt  von  x  =  Oa 
bis  x  =  Ob,  d,h.  von  z=ftA  bis  z=bB,  der  andere  von  x=Oh  bis  x=Oc, 
d.  h.  von  z  =  bB  bis  z=cC,  der  dritte  gilt  von  hier  an.  Wie  man  dies* 
Betrachung  weiter  verfolgen  kann,  ist  leicht  einzusehen. 
V.  Da  (§..36) 

worin  durch  (yx),,-^  der  Werth  von  yz  für  x=:b  u.s.w.  angedeutet  wird. 
VL  Die  Grössen . 


/'CD  /^  /•+00 
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und  die  Werthe  von  /    ((x)dx,  f    f(i)9x,   /    f(x)9x,  wenn  man  darin 

t  und  a'  nneodlicl)  klein  werden  Ueat.  Sind  also  tetstere  GrAsGen  noch  end- 
lich and  bestimmt,  so  sind  es  auch  die  ersten.  Man  wird  abo,  veno  unend- 
lich grosse  Integrationsgränzen  vorkommen,  damit  zunächst  rechnen,  wie  mit 
«ndlichea  Gränzen  and  sehen,  ob  daa  Ergebniss  ein  endliches  ist  oder  nicht. 
Ist  es  endlich,  so  wird  man  es  als  richtig  ansehen  müssen;  ist  es  unendlich, 
so  kann  man  das  bestimmte  Integral  in  der  Rechnung  nicht  weiter  zulassen. 
Dabei  ist  natürlich  immer  vorausgesetzt,  dass  f(x)  innerhalb  der  Integra- 
tionsgr&nzen  endlich  sey. 

VIl.  Ist  in  dem  Integrale  /  f(z)dx  die  Funktion  f(x)  so  beschaf^n, 
dass  sie  von  x  =  a  bis  x=i(a-|-b)  dieselben  Werth«  hat,  wie  von  x  = 
)(a-{-h)  bis  EU  x  =  b,  gleichgiltig ,  in  welcher  Ordnung  diese  Werthe  auf 
einander  folgen,  so  ist  (Nr. II): 

f(i)8.  =  /     f{x)B«+/     f(x)»i. 
und  wenn  Jx  =  -s — =  = '       ■  ■  = 

.     7!^    "     " 

/'*f(.)8x=Gr.^x[f(l(a-H.)H-f(i(»+b)+Ji)+...-|-f(b-Jri]i 

J  ({•+!>) 

mithin,  dadieSummenf(a)  +  ...+f[lCa-|-b>— .t/x],  ffH^+b)]-}-. 
+f(b — Jx)  einander  gleich: 


/^  /-ICH-« 


Wftren  dagegen  von  x  =  a  bis  x=il(a-)--b)  die  Werthe  von  r(x)  zwar 
gleich  denen  von  x=)(a-|-b)  bis  x=:b,  jedoch  immer  mit  entgegengesetz- 
tem Zeichen,  so  wäre  offenbar 

/     rW9.  =  -/     f(x>8»,/  fWB<=o. 

Es  lassen  sich  diese  Sktze  leicht  anch  in  anderer  Weise  nachweisen. 

Sey  nämlich  in  dem  Integral  /  t(x)f9x  (Qr  x  gesetzt  i(*+*>) — z,  so  ist^ 

=  —  1  nndlör  x=aist  z  =  4(b — a)  för  x  =  l(a-)-b):z  =  0,  also  nach  IT: 


i/Goo^^lc 


Ferner  setze  man  in  dem  Integral/  f(x)3x:x  =  i(a+b)+z,  al8o|5=  1, 
und  die  Glänzen  von  z:0  undi(b— a),  also 

Demnach  ist 

A(i)8.  =  /^([i<.+b}+.]e.-/^(Ö(.+b)_.]e. 

J  ••         J  t  J  4ft_.)  . 

=y,  fEi(»+b)+>je»+y^  f[i(»+b)-,]e.  (I) 

=y^|(Ö(«+»>)-l-«]+(Ö(ft+b)-»]l8"  aii)- 

In  dem  einen  der  beiden  obigen  Fälle  ist  f[J.(a+b) — 2j  =  flK*H~*>) 
+zj,  im  andern  f[Ka+b)— z]=— f[K*+'>)+zj,  aUo  entweder 

/  r(i)8x  =  2y     fß(»+b)+t]8»*dw=0." 

Setzt  man  aber  i(a+b)  +  z^x,  i—  =1.  so  sind  die  Gränzen  von  x 
fljr  z  =  0:Ua+l>).filrz  =  i(b  — a):b,  also 

/'f(i)8i  =  2/     r{i)8i,o4M  =0. 

J   •  J  (<.+!,) 

Dasg  man  eben  so  anch 

J  J{z)ix  =  2j ^  (WBi 

erhalten  könnte ,  ist  wohl  klar. 

Wie  man  ähnliche  Sätze  aufstellen  kann,  ist  so  leicht  zn  ttberseben, 
dase  wir  uns  dabei  nicht  veiter  aufhalten  wollen. 

VIU.  Sey  ^(z)  eine  Funktion  von  x,  die  von  z=a  bis  x  =  b  endlidi 
bleibt  und  immer  dasselbe  Zeichen  beibeh&lt,  9i(x)  endlich  von  x=a  bis 
x  =  b,  so  ist 

y%(i)*Cx)Bx  =  ,[a+e(k-»)]/***(i)fft, 
wo  9  zwischen  0  und  I  liegt.     Dean  es  ist  (§.  48) : 
yV(i)*(i)6»=Qr.  [»(»)♦<»)-!-,<«  4-'Jx)»{a+^^  +  ...+»(b-Jx)*.(b-Jx)J^». 

Da  nun  die  Grössen  ^(a),  i/>(a-|-^x),...,tf«(b — Jtl)  s&mmtlich  von 
demselben  Zeichen  sind,  so  liegt  die  GrOsse 

Gr.  [»(•)*(«)+♦(»+.<>)  v{»+Jx)+....-f»(b-Ji)»-{b~^»)]4i 
nothwendig  zwtscheo  den  Werthen 


i:     ,    ,1  vGoC^lc 


tnd  Gr.Ji»t.+.Ji)[*W+v(«+Ji)4-...+^,(b-  ^i)[=f(»+sJi)y^''*(i)8x. 
wann  y(a+r-/s),  y(a-)-s*/x)  der  grOsBt«  und  kleinste  der  Werthe  y  (a), 
g)(i-\-Jx),...,  9)(b  —  i^z)  sind.  Daraus  folgt  die  Behauptung  ganz  un- 
mittelbar.    Für  ^(x)=  I  folgt  hieraus  die  Formel  (44)  in  §.  48. 

IX.  Gesetzt  endlich  man  solle/  ydx  bestimme  und  es  sey  y  =  {(x) 
von  x=:a  Ins  x  =  c;  y  =  F(x)  von  x=:c,bi8  x  =  b,  wo  c  zwischen  a  und  b 
liegt,  so  hat  man 

yV6i=yjj8.+y^y8x=yW)ex-i-yV(x)B.. 

Wie  man  in  anderen  ähnlichen  Fällen  sich  zu  helfen  habe,  folgt  hieraus 
unmittelbar. 

mr  haben  immer  auf  di«  wusnCUahe  B«dinpuig  BufiDBikiain  genuolit ,  dau  in 
f&)8z  die  Grtne  f(x)  endlich  lern  mOtte  inneilialb  der  GrAoieD  darlnugfalion.  Diele 


/: 


BadiDg;ong  iat  andi  gani  nncrilulieb.  Nlcbta  daito  weniger  kann  ei  (ich  ereignen,  A*u  «ir 
bMtimnta Integrale batraobten  weiden.  fnrdief(z)  an  den  Grlnien,  d.h.  fOr  i=a  oder  i  =  b 
ungadlidi  ijt.  Kann  man  nadiTeiEea ,  da»  man  aadi  den  allgameinan  Methoden  (tUt  lolehc 
Integrale  endliche  Waith«  erhalt,  »o  mn«  man  dieaelben  galten  lauen,  da  die  Qleiehang  (46) 
nur  weienthch  (oranuetit.  da»  f(i)  iaaerh^lb  der  lategiatioDtgrlnzen  endlich  aej.  Doch 
gehSrt  immer  gehSrige  VonlcLt  bei  der  Aswendong  loloher  Integrale,  zamal  hei  deren  Aut- 
,  nkht  in  Irrthflmer  in  Tertallen. 


§.50. 
Ehe  wir  zu  Beispielen  flbergehen,  wollen  wir  nochmals  auf  die  schon  in 
§.49  gemachte  Bemerkung  hinweisen,  dass  nStnlich  die  Formel  (46)  ganz 
nothwendig  voraussetzt,  nicht  nur  doss  f(x)  endlich  &ej  von  x=a  bis  x^b, 
sondern  auch  dass  F(x)  innerhalb  derselben  Glänzen  stetig  verlaufe,  d.h. 
daas  wenn  man  x  von  a  bis  b  sich  stetig  verlaufend  denkt,  auch  die  auf  ein- 
ander folgendeo  Werthe  von  F(x)  in  derselben  Lage  sind.  Im  Allgemeinen 
wird  dies  nun  auch  wohl  der  Fall  bei  F(x)  8eyn(§.35),  doch  kSnnen  Fälle 
eintreten ,  die  als  zweifelhaft  erscheinen.     Betvachten  wir  z.  B.  die  Grösse 

arc  ( tg=: '  J  und  lassen  x  von  — a  bis  +»  gehen,  wobei  wir  immer 

arc(tg  =  z)  zwischen  —  —  """^  +  "T  wählen ,  so  wird  fÖr  x  =  —  a,  VÜ*"-^' 
=0,alsoarcrtg  =  5li-r_5!j=0;  eben«ofiiri=awirdarcrtg=5Li!z^^ 
=  0.  Aber  die  GrOsse  arcrtg=  X-*-rr'^  verläuft  nicht  stetig  von  0  zu  0. 
Dann  läset  man  x  gehen  von  —  a  bis  0,  so  wird  arcl  tg^-5- ^  I  aller- 
dings stetig  verlanfen  von  0  bis  —  -^i  ^"f*  z  =  0  bis  x  =+a  aber  wird  sie 

Goo^^lc 


184  Baiipid«  dar  B«wAiMDg  btttituntw  InUgnda. 

ijicht  voD  —  -^  Dach  0  zarückkehren,  da  jetzt  *'^*  ~—  positiv  ist,  vielmehr 
wird  sie  für  x  =  0  von —^  zii+-|-  überspringen  und  dann  stetig  von -|^ 
nacli  0  zurüekkehren.  In  diesem  Falle  mnsa  man  das  Integral  in  zwei  ab- 
trennen.   Da  ^  arc  (tg  =  ^^^— J  =  -  77==  •  "O  ist  alsoy— 4^= 

tg  = — J  und  wenn  man  eetiten  wollte  V  .  —  — 

arcOg=0)+arc(tg  =  0)  =  0,  eo  wfirde  man  einen  wesentlichrai  Irrthnm 
begehen.     Man  hat  jetzt: 

+•      •  •  +» 

/    ,^^^=f  ^^^+f    ^^^^=_«c(t«  =  -ao)  +  «.(*=(« 

—aie{tg  =  0)+KK(tg=  00)  =  «, 
wie  auch  schon  daraus  folgt,  dsss  (§.  49.  VII) 

Debrigens  ist  auch  /     ^^'  -  ^  arcfsin  =  —  j ,  woraus,  davon  x  = 
—  abis  x  =  +af  arc^sin  =  -^)  stetig  von  —  |^  zn  +  y  verläuft,    folgt 

J  r7====arc(sin=l)— arc(6in  =  — 1)  =  «.  Man  kann  Bberdiese 
noch  bemerken,  dass  wir  in  §.5  in  Wahrheit  nicht  gezwungen  waren, 
wc{tg  =  x) «wischen — -j-^'^'+'ö'  anzunehmen,  indem  immerhiB  coa'y 
=  f:f:^  seyn  wird;  wohl  aber  wäre  nicht  cosy  =  + Vi  — on'y,  vennman 
nicht  arc  (sin  =  s)  zwischen  —  -|-  und  +  ~  nähme. 

J.  D»/x"ex  =  — — -,  ■oiatCd»b«m+l>0,  x"+*=0,  ArxcO) 

Da  famer  (i-Se)J-~^,  =  ~.uoCtg=—\  und  bei  »>0  filrx  =  oo  notli- 
wendig  arort«:=—^  =  -|.,  so  iit 

Eh«ii  »(d».""»!!!  ffiri  =  a).  wenn»>0): 

/;.-..=±..>.,y;..„...i^l^,y-?.„.....i. 

n.  Nach  S.  42  iat 

i.Tizcdi/GoO'^lc 


18S 

/,  »■   .             im         looiz  .  Bn  — 1  t .  i»— f  . 
Jn    16»  = ;-— /Bm         18«, 

dafttr  x  =  -5-,  <wtx=:0,  fBr  x=0!  $in*"~*x^O,  naob  §.49,  V; 
Eban  ao; 

X  « 

'cm      »8»=--q7Y  /    <«      «ö'- 

DivMD  BedoktioiufoTinela  gMnftu   Ut«  d*    f  *tx  =  —,    /**iiiiSi  =  l, 
«  *  • 

y,  "^  ''•"/.  "■ '"' — 2.g.-8)...2  -T- 

'.r.      ->-=]'«'      ''"(2.+i)0.-i)...s- 

ni.  Sets*  mu  in  §.  43,  IV  — a  fUr  »,  so  irt 

/.— ^■....  ."" ■i.'-'.M.>+.--i+^y.^.a„-.... 

Da  fBr  x=ao  :  «~  =:0,  venu  a>0,  und  sowohl  (aBinx+noo8x)«B  xt^i 
(ntinx  —  aooax)  oaa*~  x  fürx^X  nieht  oostnd;  dsfernetAr  x=:0:sin  x=D. 
weu  n>l,  and  IQr  x  =  -^:Das*~  x=0,  wenn  ii>l,  *o  folgt  bienma; 

/•".-W....!ifi:r:i'/".^-.„-..., 

/t  «'+11*/ •  ii>l.»>0- 

/      »~"coi'x8i=^7^^/'      •""»■"""xBx. 

J  *  »'+11'/  « 

ODt«rtoheidet  mui  ein  gerades  und  nogerades  n,  und  beMditet,  dai«  (§.  4S): 

00  00  +00  i" 

J,  '  J,  •+'  y«  ' 

1 

y«  ■  ""°"i+," 

'  i),„„cdiiGooi^lc 


f°°.—W.>.  =  , 2.(2  — 1)... 2.1 '_ 

J>                                 l.-  +  (2»)'J[.'+(2m-2)'J...[."+2T 
/^,— ",l.>-+', , , _  ,: (2ni  +  l)2m...3.2 


l»'  +  (2in+l)'Jl.'+(2n,_l)'J..4,'-(-S')-  ,.-|-  l ' 


[•'+(2")'J[.'+(2»_2)")....[.-+2']'     . 


(2»+l)(2m)...S.2 ,      ■ 

l.'+(2m+l)']l.>+(2«_l)'J...t.'+3'J  ■  ?+T  •^°- 


TT--"-"*'' 

Gaue  ebsD  ao  mii  $.  43.  III: 

IV.   Soll  dujntegral 

/•'        6» 

y  t  »-f  bcoix 

ennittek  werden,  lo  hat  m&n  lich  zun&ohjt  ui  die  Formeln  in  j.  44.  lU  m  halten. 
Sind  Dan  a  und  b  Ton  demselben  Zeichen  und  iWsr  Ijeide  positiv,  ao  wird  B-f-^i^***^ 
nicht  0Tonx  =  0bi«x^-2'  «*  •*"•  'S*  beitimmte  Inte^al  nil&8Ug  iit.  WiiWB 
aber  a  und  b  ron  Tersohiedeneni  Zeiohen,  m  wOrd«  a4~'>o<Mx  Null  fflr  oo«x=^, 
d.  h.  ffii  einen  Werth  Ton  x,  der  «wiaohen  0  und  -^  liegi;  also  ist  dai  Integra  nn- 
inlftMiff.  Sind  a  und  b  negatir ,  «o  hat  da«  Integral  denselben  Werth ,  wie  fOr  po- 
•iti»o  a  und  b,  nur  ron  entgegengefetEtem  Zeichen,  «o  dass  es  genügt,  a  und  b  als 
positir  anzusehen.     Sey  alio  a>0,  b>0,  ao  ist 

Demnach,  da  tgy  und  ootg-g-  «tetig  rerlanfen  ron  x=0  bis  x=-i-! 

i),„„cdiiGooi^lc- 


B«aiM«  d«r  B«iMbtitDg  bM 


Vbirr.  i,Vb+;_Vb-.7  vf^?  v.      v^      -< 

T-i^— -■■->"■ 

y  *  k-|-beoBi      K  -^ 

V.  £»  iit.  wie  BMB  Uli  5. 36  ld<ait  ftsM: 

lat  aw)  D>0,  ao  iit  für  x=Oi  x*e~*^0,  nitd  für  x^oo  :  x'e      =0,  «;ie 
sich  aas  §.  22.  II  ergibt     Demnaoh 

y]^e"".'ex=n.Cn-l)(n~2)...l.  l.>0. 
So  folgt  Mis  §.  3fi.  IV  aneh: 

/.'-■"-"■=- &Ti)''°+'>°<»* 

VI.  Uli« 9.«. vn): 

y     NDi8x  =  2/     liiiiBx,/    CMi8i  =  0,/    iiz,\hi=itj     iio'i8x, 

fv^-'/.V^j"''''''^'/! '-'''''■/,  ■'-■'■*'''''<'■ 

J ^    Mi\»»=r2/     tm\tx.J    f(x*')Bx  =  2y    ti^)ti^.J     (Ax'+Bi')Bx=6. 
Vn.  Hu  toll 

/•   '.„ 

worin  T^A^O  iit,  eimitteln.     Uaa  aetae  x=*inii9,  wh  inmwi  g«st»Uet  iit,  da 
j»x<»,  Migt(§.44): 

/fl'  _  r — »dii»8y  ^  _  y        B» 

(i'-x'jVi^rr«    y  (t'— »»etnV)  V»'-»'msV  ~     /?'—»••«> 

,glc 


"(«-Vit:""!)] 


■yr'("+^)' 


Für  x^ — aütcsoi9= — 1,  alio^^ir;  (ur  x=:-f-*  Ut  oas9  =  ^-l,  aUo 
.  9^0,  so  dus  man  9  tod  n  bii  0  zn  nehnen  hat  (§.49,  IV).     Für  9=tt   Ut 

ooteY=ootg  2"=0i  fDr  9  =  0  i«t  ootg  Y  =  °^*e^  = '^i  *'*<*  folg*,  "ä»  »H* 
GrOueo  roD  i)i:=n  bis  9^0  stetig  Terltuiftn; 

/' «^ =     '     r  *  + « ^  =    •'    . 

Vin.    Sey  flaxH — I  eioe  Funktion  von  ax -( fdie  manalioer- 

bält,  venn  man  in  f(z)  für  z  setzt  ax-| — 1  und  sey  da«  Iptegral 

vorgelegt,  ven  dem  wir  annehmen  wollen,  d«ss  es  znülssig  sey,  d.  h.  dass 
f  I  ax  H )  endlich  sey  von  x  —  0  bis  x  =  00  .     Man  setze  nun 

ioi.t(§.36): 

und  es  fragt  sich  nnn,  welches  der  zwei  Zeichen  im  bestimmten  Integral  zn- 
nlassec  ist  (§.  49,  IV).  Setzen  wir  a  und  b  positiv  voraus,  so  ist  axH — 
anendlich  fSr  x  =  0  und  z=  00,  aber  immer  positiv  inaerhalb  dieser  Gr&n- 
zen;  diese  GrCsse  erreicht  ihren  kleinsten  Werth  fQr  a ;  =  0    (§.  24), 

d.  h.  x  =  '^'— ;  von  x  =  0  bis  x=\/—  nimmt  also  &i-\ — _     mithin 

auch  z,  fortwährend  nb  (von  00  bis  a y/ 1-  hy/-^  =  2  V»^);    **" 

x=  y/—  bis  x=  00  nimmt  dagegen  ax-| —  (also  ancb  z)  fortwfthread 
ES  nnd  zwar  von  2 VTb  bis  ec  .  Demnach  muss  z  gehen :  erstens  abneh- 
mend von  z=  00  bis  z=2y^  Ix  von  Null  bis  Vt )•  zweitens  znneh- 
mend  von  z  =  2Väb  bis  2  =  00  (x  von  \/~  bis  od). 

Soll  aber  fthr  z  =  oo  die  GrGsse  x  =  0  seyn,  so  ist  dies  nur  möglich, 
wenn  das  untere  Zeichen  gilt,  da  /-+2~  V»'—*"!'  filr  z  =  *  nicht  0  ist ; 
soll  fOr  z  =  x  die  Grösse  x=:ao  seyn,  so  muss  das  obere  Zeichen  gelten. 
Demnach : 

von  I  s  D  U*  X  z:^ — .d.h.  TOQ  s=X  bii  i  =  2\/iLb  gilt  dMvntar*  Zsieben, 
T<Nix=  V'~>d*s  =  aO,d.h.  t«iit  =  2V>bbiii  =  iW  tut  dH  ob«  Zakhu. 


.2« 
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und  miu)  sieht  leicht,  dasa  dann  wirklich  allen  Bedingungen  GenOge  ge- 
schieht.   Somit  ist 

d.h.  gemäss  §.49,  I: 

Letzteres  Integral  lässt  sich  nochmals  nmrormen.  Setzt  man  n&mlich 
z* — 4»h=u*,  zr-=.n,  V^— 4»b  =  i»  80  smd  die  Qr&nzen  nach  u  :  0 

und  QO ,  so  dass 

00  00 « 

IX.  Sey  das  fntegral  /^f(acosx-|-bsinz)dz  nrnzuformen,  vobeiauDd 
b  positiv  sind. 

Setzt  man  aco8x4-bsiDz=:Zi  so  vird,  wenn  — ^tg^,  z  ein  Maximum 
erreichen  fOr  x  =  p  r<  g-J,  and  alsdann  =  V»'  +  >>'  seyn,  während  fftr 
x  =  re4"?  das  Minimum  von  z=  —  V*'+*>'  "•■■  Sey  also  y»»-t-b'  =  k, 
so  ist 

1  Metig  nm  i^Obii  z  =  p,  nod  hu  di«  GMBtwntfa«  anndk, 

1  itetig  Ton  z  =  e  bi«  ssx-j-p,  nod  bftt  di«  QrSniweitlie  k  nnd  — k, 

xMMig  TOD  x=*-\-t  bb  x  =  2*,  nnd  faul  die  OrlotwHthe  — k  und  a. 

Ferner  ist  z  =  aci)fl3[-t-bsini  — ft[cos3[-|-tgg8ing]  =  *— ^-^   ,  C08(ß— x) 


boofx— aiins      a[tg«eHi  — dni]      a*ln(c— 1>  ^    /       i^w'p 

^ ^— — -^ — -^.    Hier  gilt  das  obere  Zeichen  von  x=0  bis  x=^,  und 

x  =  jr-f-^  bis   x  =  2«,  dadannsin(^ — x)>"0;   vonz=:p  bis  x=n--|-f 
gilt  das  nntere  Zeichen.     Man  hat  olsO' 

r(aeeii+b*lns)8i=/f(ae«z+bilni)Sx+ /((acoix+biinx)8x 

.  Goc^lc 


-2-  ■ 

FOD/  r(niiZi)eMi8i. 

— k  — k  — k 

Da  zcos^<al  weil  aoi^=^rr  l,&iiiVfzcosQ^^&f!\n^,a\»o^  = 

=  kc085p,  BO  Bind  die  Granzen  von  9:  — -^  and  +y»  nnd  da  z^ksiny, 
KO  ist  eodlicli 

/'  i*'i  

•  — y 

X.  bt  das  Integral  /     f<iiii2x)cMxex  vorgelegt,  a«  hat  nuui  (|. 49,  U): 

*  —  5 

/  *t(üaix)a»x^\=  I     f(«li>2x)M(xex-f  /  'f(itn2z)e(»xei. 
0  0  7 

D»  aber  ■in2x  tod  x=-7-  bis  x  =  'ö'  ganz  dieielben  Wortlie  hat,  wie  tio2x 
von  x=-T'  bü  0,  und  deMglaiaben  onx  tou  x  =  -7-  bii  -^  dieielben  Werthe  wie 
*üix  von  x=-T  bi«  0,  M  Ut. 

/     f(iln2i)0Mxei  =/  *((*iB2x)*inxei. 

WM  man  auch  flndet,  wenn  ntau  '^=^'0 — >  Mtst.     AIm: 

«  «  n 

I     f(<üi2x)co>t8s=   /^f((iQZi)(«»i4-iiiix)&i=  /  *f{»lB2xl  Vl+«ln2iei. 

Uaa  setce  nun  ■iD2x=Mi**2,  wu  man  darf ,  datia2x  iauner  poiitir  iit  ron 
0  bis  -^  fUr  X ,  10  ist 

„    8x  ,  fix  siniiiiiii 

eoi2x—  =— slnieosi,     5—  = — . 

81  it  «osSi 

Die  QrOsse  oas2x  ist  positiT  Ton  x=:0  bis  x  =  -7-,  also  ist 
e  X  _  ilBSCOSi       _  dBieosi  ilnscoiX  cm» 

Bx""      Vi  —  »i  '2V  "      Vi— eM*i~     V  — ««'»  V'+coi'x         Vi-Nö?i' 
und  mithin 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


y  y«       vi-t-"»!'!         y 

Mdau  y  *f{ttoa«>eo«iex=y  *f<ei»'i)«t«(x. 

XI.  Es  iat  allgemein 

t(.+b)-i(.)=y^wei. 
Setzt  mao  hier 

i  =  »+h— I,  |^  =  — I.  inahUiO, 

MIM  f      rWei=— /    f(»+h— »)«!=/  f(e+h— i)8t. 

Abei(§.49,  yiiiid$.36): 

yr(.+b-i)8i..r(.+h-,)+y.r(.+ii_,)«., 

yf<.+k-i>«i=hrw+yj.r(.+i,_,)(,i 
y".r'(.+h-i)8i=-jr(.+j—,)+yiV(.+h-.)i,, 

y"'.f(.+h-.)ai.yr(ii)+y^|;p(.+i,-,)Bii 

/,».».'r-.)^"+''-""ixr/'"+/.ä^''^'-+'— "■■ 

DemoMb 

t(.+ii)-iW=hr(i)+.t,.(.)+^,.(.i+...+  _^  ,•(.,+ 

Da  z*  Ton  I = 0  bie  c  3;  h  immer  dasselbe  Zeichen  beliftit,  so  ist  (§.49, 

Die  GrflBBe  9  ist  zwischen  0  und  1;  «Iso  eben  so  1  —  Q.     Setzt  man 
desabalb  kurzveg  6  fQr  1 — 9,  so  ist 

((.-H)=f(»>+Yn»H-j^fV.H-...+j^A»)+YX>Tl7^'*''^*'^- 
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DasB  dieser  Satz  nichts  Anderes  ist,  als  (27)  in  §.  16  ist  ganz  nomit- 
telbar  ersichttich,  ho  dass  dieser  vichtige  Satz  hier  in  eiser  voiii,Frflherei) 
ganz  anabbtlngigen  Weise  abgeleitet  ist  Die  Voranssetzung ,  die  vir  dabei 
macheo  müssen,  ist,  dass  f°"'"'(a-|-h — z)  endlich  sey  tod  z  =  0  bis  *  =  h, 
d.h.  {'^*(,z)  endlich  von  z  =  a  bis  z  =  a-|-h,  da  sonst  das  bestimmte  Inte- 
gral nicht  zulässig  wäre. 

Uan  kann  dem  RestgUede  Doch  eine  andere  Form  geben.  Nach  §.  48, 
Formel  (44)  ist  anch 

y    t'f^Wl'-«)8»  =  h(Öh)V+*(a+h— e«. 
also  wenn  man  1  —  6  für  ®  setzt: 

«V"'"'Ca+h— t)8i  =  {l— e)'h"''"V"^(»+öb).   «nd 


/:■ 


f(.+b)-fw+ir(.)+^f(.)+...+j^i'(.)+<i=Si-,*+>(.+ei,). 

Diese  Formel  ist  dieselbe  mit  (27')  in  §.  15. 
SU.  QflsetKt  mau  kenne  die  SommeD  der  beiden  Beib«a 
A+Bi+Ci'+ =X. 

A'  +  |+-f;+ =X'. 

wo  X  und  X'  f^inktionen  Ton  x  sind,  so  erh&lt  man,  indem  man  beide  multipliairt, 
eise  Reihe,  in  der  Qliedor  mit  neg^tifen  und  mit  positiren  Potenzen  Ton  x  Torkom- 
meo,  *«  wie  eine  Anzahl  Glieder,  die  kein  x  enthalten.  Diece  letzteren  aind  offenbar 

AA'  +  BB'  +  CC'+ 

wUrend  die  erMereii  dieFonn— ,  die  zweiten  ßx  haben,  wo  n=::  I,  2,  .  .  . .  ift. 
Man  hat  alio 

XX'  =  ÄA'-|-BB'+CC+ +I-^+Ii»i' . 

wo  die  £  die  Summen  der  Qlieder  enter  und  zweiter  Art  bezeiehnen.  Hau  setz« 
DOD  hier  (§.  17) 

x  =  caii-|~'^t>t  ODd  z  =  eMZ  —  1  im, 
woduroh  XX'  XU  Z  und  Z'  werde,  ao  ist  wegen 

^=Eoitii  +  i(innz,  (cMi  +  lifaiz)    ^coioi  +  liinni: 

(coii  +  iiint) 
Z  =  AA'+BB'4-  . .  -  +2«(co«nz-idnai)+I,4(coini-t-irinaf). 
Z'  =  ÄA'+BB'-l-.  .  .+2o(coiiiz4-l«in«»)-|-2;»(ooini  — Inan»). 
«bo  Z+Z'  =  2(AA'-|-BB'  +  .  ,  .)+2Soi»«ni+2Zj»coiii«, 

und  folglich  da 


y:- 


i»-+BB'+CO-+ .  . .  .  =  ^  /    a+ZI» 


Tenmttelzt  welcher  Gleichung  die  Summe  der  (endlicheo  oder  nnendlidien)  Reibe 
•nter  Seit«  ge&nden  wird, 

Anm.     Wir  haben  bei  den  Uer  milfMhiilteo  Beiipieleu  Inmei  dzmf  gM«hla.  datt  die 

Goo^^lc 
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uobHIlvmt«  IntegimtioD  aiu£Bnhrt  vsTdea  konoA.  lo  da»  also  diu  bratimmta  Integral  unter 
geicblauniei  Form  enchieo.  Ei  tersieht  üich  jedoch  Tnn  gelbst,  dus  man  too  der  in  8-  46 
ang^ebenen  Integr&tjon  mitteilt  oDendllcber  Rnhen  unbedingt  Gebraaeh  machen  dkrf,  nnter 
der  TortnuietinDg.  die  crecheloende  Reibe  ley  konTergent.     So  vBre. 

/.VO-i'-'«!-.'-")  J,V'—v'    J,V'—v^*  J ,V'-v 


D  Integrale  leicbt  in  beitimi 


Umgekehrt  lAut  licb  au  beitiminten  InCegralea  auch  aoT  die  KonTetgent  nnendliclier 
Bethen  ein  Bücktchlou  macben.     Hej  otmlich 

".+«,  +  ",+ (a) 

«ine  unendtiche  Rellie,  in  dar  wir  Toraonütien.  da«*  tou  dem  Gliede  n_  an  (wom  beliebig 
groia  lejn  kann)  alle  Glieder  poiildT  sind  and  ran  da  an  abneJimen.  Da  n_  eine  Fonktion  tdii 
n  leyn  wird,  die  wir  =  f(n)  setzen  vollen,  «o  beiist  die  Reihe  anch 

tO)-l-f(2)  +  f(3)+ M 

Dod  M  wird  dieselbe  koDTergJren,  irenn  r(m)-t'f(m-|-J)-)' endlieb  istj  diTerglren.  vemi 

dlM«  GrSiM  Dneodlich  grott  iat.  Geietit  nnn,  f(i)  aey  eine  itetige  Fnnktion  tob 
Xi  le  Iat,  da  f(z)  abnimrät  mit  wachieDdemz,  filr  b]>a  naoh  §.48, formet  (44): 

A(a)ei  =  (b~a)f£a+e{b-a)J.  ib./"  V«)ex>(b-a)f(b)  und  <(b-iOfW- 

mnaeb  iit 

/B+i                                                   /.»+*                                                   1»™+» 
t(ijex>f(m  +  l).   /   f(.)8i>f(m  +  2).   /   t(i)e>>f(m  +  S) 
.1                                       «Z   ■+!                                  •'    n+l 

<f{m>,  <nm  +  I).  <((m+2) 

Tan*  folgt,  wenn  man  S.  49,  II  bMebtet : 

»00                                                                    rtOO 
J   fCi)8x<f{ai)+f(m  +  l)  + J  f(i)ei>f(m  +  l)+f(«+2)+ 


■/?" 


{i)ei  endlieh,  ao'iit  et  auchf(m  +  l)  +  f(m+2)+ d.b.  die  Reibe 

<a-)  koDTerglrt;  in /7(z)8i  troendlicb,  lo  iat  e*  auch  f(D>)+f(m+])+. . . .,  d.  h.  dieBtibe 
(a')  diTMgiirt. 

I«..B,f(n)=-!-.«,iu/'"^  =  --^.— ^---^.-^.    Da  aber— ^ 

flki  a<CI  BDendUch  iat,  dagegen  Ofikr  a]>l,  ao  kooTerpit  di«  Reibe  ~l~l~ '^'H ~i~h  '  '  ■  • 

1         2        3 

(llr»>l,  diiBrgirtmra<l.     Fttra  =  l  iit  /~  =  l(i),  »aa  fOr  i  =  00  an  00  wird,  ao 
daw  die  Reibe  nach  dJTergirt  Ar  a=].    (Te^.  .OmndiOge"  S.  2B.) 

lBtf(D)='-^,  loirt /-^ex  =  J[l(i)]'.  vdehe  OrOwe  mri  =  0O  mgo  wird,  ao 
daa«dieiinendJi«heReihB-Y^  +  -y+-  ■  ■  ^«rglt-     D"  unendliche  Prodnkt  V2.V3  ■ 
,  da  aein  natOrlicher  Logatithmoa ,  gem&u  dem  Gefundenen, 


',  irUWMtlal- 1. laMfial-Haekaaiit. 
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?.51. 

Setzt  man  ^-^  =  ^y,  und  ist  fCx,  y)  eine  FuDktion  der  zwei  uDab- 

häügig  Veränderlichen  x  und  y,  so  ist  nach  §.48  die  Grösse/    f  (x,  y)3y 

der  Werth  von 

^r[f(t.")+'U.<.+^y)  +  t(x.o+2Jy)+..,.  +  f(x.i»-Jr)] 
mit  unendlich  abnehmeodeni  J^j,  d.  li.  mit  unendlich  wachsendem  n.   Daraus 

folgt,  dass  wenn -^^  =  -/x,  die  Grösse/  3x/   f(x,y)3y  der  Werth  von 

^lJT[f{fc«)  +  f(«  +  Jl.«)+t(»+2^1,a)  +  ...  +  t(h~Jl,«)] 

-|-J.JT[tK«+Jy)+fC-»+^».«+^y)+f(a+2Ji,<.-|'Jy)+ 

-|-f(b-Ji.<.+Jrt]  (.) 

+J.Jr[f{»,a  +  2^)r)  +  f{«  +  ^i.«  +  2^rt-t-t(a+2^x.a  +  8Jy)  + 

+  f(b  — ^i,a+2Jy)] 

+di^T[t{«,^-dj)+f(»+^i.^-Jy)i-f(.+2-4x.^-Jy)+ 

mit  unendlich  abnehmenden  ^x  nnd  ^y  ist.  Die  GrOs&e  (a)  lässt  sich  je- 
doch auch  in  folgender  Weise  schreiben  (indem  man  horizontal  statt  vertikal 
ordnet) : 

^xJy[fC«,«)  +  f{«,a+Jy)  +  ...  +  f(».(?-Jy)] 
+J.Jy[f(.+Ji.o)+t(>+^i,«+-Jy)+...+f(«+^i,(*-^y)]  (•') 

+^«jy[f(b  — <Jl.«)  +  ({b-Jl.a+Jy)+...-t-f(b— i(i.^-Jy)] 
und  kommt  jetzt  auf  /   3y/   f (x,  y) 8 x  zurück.     Aus  der  Vergleicbung  der 
Grössen  (a)  und  (a')  folgt  ganz  unmittelbar,  dass 

y   8 «y f ti, y) B y  =  J^ T /f t"- T) B >  (48) 

aeyn  wird.  D|tbei  ist  jedoch  wesentlich  vorausgesetzt,  dass  die  Grossen  a, 
b,  a,  j3  von  x  und  y  ganz  unabhängig  seyen,  so  nie  dass  f (x,  y)  innerhalb  der 
Integrationsgränzen  endlich  sey.  Was  nun  die  Auswerthung  einer  solchen 
Grösse  anbelangt,  so  ist  wohl  klar,  dass  wenn 


f(i.r)By=.F(i). 

man  haben  werde: 

ye«/*r(i,y)ey=^Gr.^i[r(s)+r(«+j.)+...+F(b-4i)].        (b-) 

indem,  wie  man  leicht  sieht,  für  ein  unendlich  kleines  </y: 
F{a>-^y[f(a.a)+trft.«4-.4y)  +  ...  +  f(a.^-^r)]. 

F(b  — J«)  =  dy[f(b  — 4i.«)+f(h  — .d«,a  +  4y)  +  ...  +  f(b-Ji,^— Jy)j, 
woraus  dann,  nach  (a'),  die  (b')  folgt.     Demnach  ist,  wenn  (b)  richtig  ist: 


y  eiyf{x.y)By=yFWBi, 
\  47)  es  sey 
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WO  <fi(xy  and  \p(y)  willk&rlicfce  Fonktionen  von  i  und  y  sind,  so  ist 
und  tl»  /e.y   ((i.T)eT  =  E(b.j9)— F{b.a)  -  F(»./(>  +  F(mB).  (e 

was  man  anch  in  folgender  Weise  ableiten  kann.    Aus  (c)  folgt: 

da  9)'<x)  von  y  unabhängig  ist.     Daraus  folgt: 

't{x,rtey  =  F(x.i»)-F{i.o)+ic(j), 


f(fc7)8y  =  F(b.^)-F{b.«)-F(«.«  +  F(»,B),  (e") 

da  i/f(y)  von  z  unabhängig  ist 

Mao    kann    also   sagen,  es    sey    das    doppelt    bestimmte   Integral 

/  9i/   f(x,  y)9y  eine  Summe  von  Flementen  der  Form   ^x^yf(x,y), 

wenn  x  und  y  alle  möglichen  Werthe  zwischen  s  =  a  und  x  =  b,  so  wie 
y=^a  und  y^ß  annehmen,  wobei  die  x  um  (das  anendlich  kleine)  ^x,  die 
y  um  Jy  wachsen. 

Es  kann  sich  aber  ereignen,  dass  die  Gränzen  fQr  y  nicht  konstant  nach 
X  (oder  umgekehrt)  eind.     In  diesem  Falle  hat  man  eine  GrOsse ,  die  man 


81/   f(i,y)Byodw/   By/ 


f(x,y)p»  W 

bezeichnen  wflrde.  Was  die  Bedeutung  dieser  GrQssen  anbelangt,  so  mag 
es  genügen ,  die  der  ersten  zu  erlilutern.  Denken  wir  uns ,  es  nehme  z  alle 
müglicheu Werthe  von  x=a  bis  x~b  an,  wo  wir,  derBequemlichkeit  wegen 
(§.48),  X  nm  gleiche  (unendlich kleine)Differenzen.^x  wollen  wachsen  (oder 
abnehmen)  lassen,  so  werden  yCx)  und  i^(x)  jeweils  auch  verschiedene 
Werthe  annehmen.     Gesetst  nun  in  den  Grossen 

'(».y).  f(«+4l,j),  f(»+2J..7) t{b-:di.y)  te) 

lasse  man  y,  in  der  ersten  von  9'(a)bis^(n),  in  der  zweiten  von9p(a-|-</x) 
bis  ^(a+^x),.,.,  in  der  letzten  von  y(b  — ^/x)  bis  tff(h — Jx)  durch  un- 
endlich kleine  (etwa  gleich  grosse)  Unterschiede  wachsen,  summire  dann  all 
die  Grossen,  die  so  aus  der  ersten(e)  entstehen,  und  multiplizire  die  Summe 
mit  dem  Unterschiede ,  um  den  y  gewachsen ;  eben  so  verfahre  man  für  die 
zweite  der  Grössen  (e) und  für  die  letzte;  die  Snmme  all  dieser  Sum- 
men, mit  ^x  multiplizirt ,  ist  die  erste  der  Grossen  (d).  G^ht  also  y  von 
.  9(a)  zu  yj(a)  durch  die  nncndlich  kleinen  Unterschiede  e, ,  von  ^i^-j-Js) 


1 96  BettÜDinte  Doppalintagrale. 

bis  t^(a+^x)  durch  «,, ,  von  (p(\} — ^2)  za  ^{b — //x)durche^,  so 


/ex/ f{i. 


y)ey  =  «.-di[f(ft,f(.))+f(»,t.(«)+0+---|-f(».»(a)-..)] 
+f{«+A,v{.+^i)-e,)]+  ... . 

:  (0 

+  ^^x[t{b-4l.  rO»  — ■^»))  +  '0>-^I,  9(.b~Jl)  +  tJ+ 

+f(b-Jx.*(b-J»)-«,)]. 
Was  die  AnswerthuDg  eines  solchen  Integrals  aobelangt,  so  ist  leicht 
ersichtlich,  dass  wenn 


•'  9 


f{x.y)8y  =  r(.). 


man  habeu  werde : 


61/  f(i,y)8r  =  /  F{i)6«. 


da  wie  man  leicht  siebt,    die  Grössen  ^xF(a),  J\f(a-]-Jx), , 

^xF(b  —  Jx.)  geradezu  die  einzelnen  Zeilen  des  Ausdrucks  (f)  sind. 

Hiebei  ist  klar,  dass  die  Ordnung  der  Integration  nothwendJg  vorge- 
schrieben ist,  und  man  davon  uicht  abgehen  kann,  während  nach  (48)  bei 
konstanten  Gränzen  diese  Ordnung  ganz  nillkUrlich  war. 

Was  man  onter  drei-  oder  mehrfachem  bestimmtem  Integrale  zu  ver- 
stehen habe,  ist  hiemit  wohl  klar,  so  dass  es  einer  weiteren  Erörterung  nicht 
bedarf.  So  lange  dabei  die  Integrationsgränzen  konstant  sind,  ist  die  Ord- 
nung der  Integration  eine  ganz  willkürliche. 

Es  wäre  jedoch  auch  denkbar,  dass  in  einem  bestimmtea  Doppelinte- 
grale (d)  die  Ordnung  der  Integration  willkürlich  wäre,  d.  h.  dass  man,  statt 
zuerst  nach  y  und  dann  nach  x  zu  integriren,  auch  in  umgekehrter  Ord- 
nung verfahren  könnte;  nur  mQssten  in  diesem  Falle  die  Gränzen  filr  x  als 
Funktionen  von  y  gehörig  bestimmt  werden.  Es  ereignet  sich  dieser  Fall 
namentlich  bei  geometrischen  Anwendungen.  Allgemeines  läsat  sich  hier- 
über Nichts  aussagen.     Dasselbe  gilt  von  einem  dreifachen  Integrale 

Bi/    By/   f(i.y.i)8t, 
^      J  9{x)J  »,(..7) 

in  dem  <ip(x),  t^(x)  Funktionen  von  x,git(x,y)  und  ^,(x,y)  Funktionen  von 
\  und  y  sind.     Doch  muss  hier  der  Epezielle  Fall  maassgebend  seyn. 

Findet  man  jedoch  bei  veränderlichen  Gränzen  einen  Anstand,  so  lässt 
sich  ein  jedes  doppelt  bestimmte  Integral  leicht  in  ein  anderes  verwaudeln, 
dessen  Gränzen  konstant  sind.     Sey  nämlich  das  Integral 


/}'//" 


vorgelegt,  wo  |  Dod  ^Fimktionen  von  X  siod,  so  ii»t  man,  dem  Obigen  ge- 
mäss, zuerst  die  Grösse 


»Gooi^lc 
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yn..r)B: 


r)B7. 
bei  dei  x  konstant  ist,  zu  ermitteln.     Man  setze  non  hier  (%.  49): 

j  =  (+tt-e.,  ^-J  =  t-I. 
so  sind  die  Gr&nzen  für  z:  0  und  1 ,  and  demnach 

Md>»         f  sz  ^  uz,j}6T=f  (t~e>ei.f  n^t+(.t-i)j}»y        (8) 

seyn  wird,  wodurch  der  Zweck  erreicht  ist.    In  dem  letzten  Integrale  ist  nun 
die  Ordnung  der  Integration  eine  willkflrliche. 
Setzt  man  hier  ^  =  0,  so  ist 

Dkiitm  /f(x,T)ey=/*r{»,y)87-yf(i.ir)8y, 

so  folgt  ans  (g),  dass  anch 

f  Bt/  Hi.y)6y  ^ftiTf  tl.^tj)i7—f  tax  f  H*,h)f>J  W 

sej.  Dieser  Satz  führt  oft  leicht  lurAunrerthang  mehrfooher  Integrale.  So  ist  z.B. 

y    yv.'-.'-r'  y'       yv,._,._(,._,'),-  /' 
y  V'-i'-(''-t>)j'  /  y  vi^'  y  V'—  yy.+.-r!" 

Dass  man  ähnliche  Sätze  fQr  dreifache  Integrale  aufstellen  kann,  ver- 
steht sich  ganz  von  selbst.  Eben  so  lassen  sich  viele  der  Sätze  in  §.  49 
ganz  unmittelbar  auf  mehrfach  bestimmte  Integrale  übertragen.  Für  den 
Äugenblick  mag  es  für  uns  hanptsächlich  von  Wichtigkeit  seyn,  zu  bemerken, 
dass  die  Bestimmung  (Auswerthnng)  eines  vielfachen  bestimmten  Integrals 
immer  auf  eine  mehrfach  wiederholte  einfache  Integration  zwischen  bestimm- 
ten Gränzen  zorflckkömmt. 
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§.  52. 
1.    Sey  P  eine  bekanDte  Fanktion  voo  x  und  y  und  mim  wolle  ii 
bestimmten  Doppelintegrale 


/.''//" 


an  die  Stelle  von  x  und  y  zwei  neue  unabhüngig  Veränderliche  u,  t<  einftlh- 
ren,  welche  mit  x  und  y  durch  die  GleichangeD 

x=.,(n,i.),  y  =  *(D,B)  (b) 

ZDsammcnhäiigen ,  welche  Gleichungen  sicher  allgemeia  genug  gind,  da  man 
ja  immerbin  x  ond  y  muss  durch  u  und  v  ausdrücken  krinnen,  wenn  man  eine 
durchführbare  Umformung  haben  will.  la  dem  Integrale  (a)  setzen  wir  die 
Gränzen  als  konstant  voraus,  uud  wie  immer  dieGrOsse  unter  den  Integral- 
Zeichen  endlich  innerhalb  der  Gränzen  der  Integration. 
BetrachteD  wir  nun  zuerst  das  Integral 
rß 


Jl 


so  ist  in  demselben  x  als  Konstante  betrachtet;  wollen  wir  statt  y  die  Ver- 
änderliche V  einführen,  so  werden  wir  aus  (b)  die  Grösse  a  eliminiren,  am 
die  Gleichung  zwischen  y  und  v,  in  der  freilich  auch  noch  das  konstante  x 
vorkommt,  zu  erhalten.     Gesetzt  diese  Gleichung  sey 
f(T,y,«)=0,  (d) 

so  werden  die  Gränzen  o',  ß"  von  v  ans  den  zwei  Gleichangen 
f(i,a,<0  =  0,  f(.,^,,»o  =  o  (d) 

zu  entnehmen  seyn.     Ist  es  mdglich,  von  x  unabhängige  Werthe  von  tt' 
and  ß"  aus  diesen  Gleichungen  zu  erhalten,  so  hat  mau  (§.49) 


//-//H« 


(fi) 


wog^  aus  der  .Gleichung  (d)  za  ziehen  ist  Aber  die  (d)  entsteht,  wenn 
man  in  der  zweiten  Gleichung  (b)  die  GrOsse  u  durch  den  Werth  ersetzt, 
den  sie  in  der  ersten  hat;  demnach  wird  auch  u  als  eine  Funktion  von  v  zd 
behandeln  seyn,  während  x  konstant  bleibt     Man  hat  also 


"BoBo"^ 


-,  welche  Grösse  in  (e)  einzu- 


tühren  ist,  und  dann  y  nnd  u  nach  (b)  zu  ersetzen  sind.    Geschiebt  dies,  so 
ist  die  Grösse  (a)  gleich 


.       /  8ii 
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and  da  hier  wieder  die  Gränzen  konstsDt  sind,  so  kann  man  die  Ordnung  der 
Integration  ändern  und  also  zuerst  nach  x  integriren.  Betrachten  wir  nun- 
mehr das  Integral 

8x.  («) 


P 


und  drücken  in  demselben  (es  enthält  nur  x  und  v),  da  v  konstant  ist ,  x 
durch  u  aus,  so  vird  die  erste  Gleichung  (b)  geradezu  den  Zusammenhang 
zwischen  x  und  u  geben.     Aas  ihr  folgt  0-  =  s^ .  also  wenn  a',  b'  aus 

bestimmt  werden ,  und  man  von  v  unabhängige  Werthe  von  b  und  b'  daraus 
erhält ,  so  ist  («)  = 

also  endlich,  wenn  man'die  Ordnung  der  Integration  nochmals  umkehrt : 

wo  7  und  X  durch  n  und  v  nach  (b)  ausgedruckt  werden ,  und  die  Gränzen 
aus  (d')  und  (f)  nnabb&ngtg  von  x  und  v  gefunden  werden  müssen.  (Vgl. 
nbrigens  III.) 

II.  Es  kann  sich  nun  ganz  wohl  ereignen ,  dass  (d')  keine  konstanten 
Werthe  von  o'  und  ß"  liefern.     In  diesem  Falle  drucke  man  in 


/" 


X  durch  V  aus ,  suche  also  a'  und  b'  zu  bestimmen  aus 

t(m.j.t')=0,  f(b,y,b')  =  0  (g) 

und  zwar  unabhängig  von  y;  alsdann  ist 

Die  Grdsse  r-  bestimmt  sich  aus : 
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Betrachtet  man  hier  zuerst  wieder  die  Integration  nach  y  (wo  v  kon- 
stant ist)  und  drücke  y  dnrch  u  aas,  s.o  bestimmen  sich  a'.jf  aiis 

a  =  V;(o'.»),  j»=*(|9',w).  (i-) 

imabhängig  von  p,  und  ^=r— ,  so  dass  jetzt: 

wo  y  nnd  x  nach  (b)  ersetzt  werden;  a'  und  b'  aus  (g),  €t',ß'  aus  (g')  un- 
abhängig von  y  und  v  gefunden  werden  mUssen.  (Vergl.  übrigens  ni.) 

Wir  haben  zuerst  Jeweils  v  eingefiihrt;  dies  war  willkürlich.  Allein 
da  es  gleicbgiltig  ist,  welche  der  neuen  Veränderlichen  v  heiese,  so  soll  es 
die  seyn ,  die  ans  in  dem  einen  der  zwei  Fälle  zur  Ermittlung  der  Grftnzen 
ffibrt,  wenn  man  sie  aus  (b)  eliminirt.  Kann  man  aber  die  Gränzen  in  kei- 
nem der  obigen  Fälle  in  der  verlangten  Weise  finden,  so  ist  die  Umfonnnng 
mittelst  der  (b)  nicht  zulässig. 

Sind  a  und  ß  Funktionen  von  x,  und  kann  man  aus  (dO  Werthe  von  a', 
ß"  finden ,  die  konstant  sind ,  so  wird  alles  Obige  immer  noch  gelten. 

1.)  Um  das  Gesagte  zu  erlänterD,  wollen  wir  uns  daa  Integral  ($•  62) 


Ji'/:-' 


Torlegen  und  setzen  Jt  =  u,  y=uw,  so  ist  die  (d);  y — iv:=0.   während  die  (d') 
sind:  0 — xa'  =  0,  QO — xß'^0,  woraus  (da  x>0)  tt'  =  0,  jS'^oo  folgen.  Dann 


imd  die  (0:  0 

=  a'.    ao=b': 

ferne,  5^  =  .,  g^=l,     _ 

^^-0,    mithin 

nad.(A): 

y?'/:-^- 

+'"a,=yJ.y^.-<-*-ne. 

2.)  Legt 

man  hdb  eben  so 

das  Integral  (g.  105): 

Tor,iiiidMtzenwirwiedeix  = 
(.-i)|— "'«=0,  (a+r)-^ 

u,  y=uv,  so  ist  die  (d): 
ß's.^0,  denen  dnreli 

7—xv= 

=0,  als«  die  (d'): 

.bhil.jig  ™» 

i.senogtwlrdi 

die  (0  sind  0=a',  li=b' 

,  so  dass  also  nach  (A) : 

in  P  die  x  und  y  durch  u  und  uv  zu  ersetien  sind. 
3.)  Wir  wollen  ferner  das  Integral 


fJ'J?'' 


intersncben,  indem  wir 

7 — xtffv^O,  also  wenn  wir  die  (nt)  anwei       , 


setzen.     Biefd)  ist  hier  y — ztgv^O,  also  wenn  wir  die  (g)  anwenden^  und  dess- 
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halb  die   (d)  unter  die  Farm  yco^^u  —  z^O  setien:  jeotg»'  —  0=0,  ycotg  b' 
—  00  ^0,  woran»  a'^-ö",  b'=Oi  die  (g')  aind  jotrt  0=a'aiav,   OO^^'siDV, 

6ip  trp  Bf)  B» 


alio  a'= 

.^ 

a ,  also  da  x 

'+j' 

dO 

00 

da/  8i>  =  -^,  indem  af(n')  tod  v  niobt  abb&ngt: 

Jbxjtix*-^  T")  8  7  =  |y»f  (B*)  8  n. 


Setzt  man  hier  noch  u'^x«  also  v^~'ö'>  *"  ''*•  (S- 49) 
>*+j*)By  =  |yir&)ex.  (h 


y?'/?''- 


m.  Würden  in  den  Gleicbnngen  (d')  zwar  f&t  o'  nnd  ß'  von  x  nnab- 
hängige  Werthe  folgen,  dagegen  aus  (f)  t^f  a',b' Funktionen  von  v,  so  hätte 
man  immerltin : 


y?^-y!V;fö^-i^B)- 


wo  aber  die  Ordnung  der  Integration  nonmebr  vorgeschriebeQ  väre. 

Eben  so  wenn  ans  (g)  für  a',  b'  konstante  Werthe  folgen ,  aber  ans  fg') 
Funktionen  von  v  fiir  o*,  ß',  so  ist 

IV.  Wir  wollen  nun  annehmen,  man  lege  uns  das  dreifach  bestimmt«- 
Integral 


-/^'/h/l" 


(i) 


vor,  in  dem  P  eine  oekannte  Funktion  von  z,  y,  z  ist,  nnd  worin  a,  b,  a',  b*, 
a",  b"  bekannte  Eonstanten  sind ,  nnd  man  solle  f&r  z,  y,  z  drei  nene  Verän- 
derliche u,  tr,  w  einführen ,  die  mit  x,  y,  z  durch  die  Gleichungen 

i  =  p(a.v.-w).  y=»(G,B,w).  ,  =  e(n,v.w)  (k) 

.  zusammenhängen ,  wo  gi,  tfi,  9  bekannte  Fanktionen  sind. 

Da  die  Integrationsgränzen  in  (i)  konstant  sind,  so  ist  die  Ordnung  der 
Integration  eine  ganz  willkflrliche.  Wir  wollen  desshalb  annehmen,  man  in- 
tegrire  nach  z  zuerst,  wie  es  auch  in  (i)  gemeint  ist,  betrachten  also  zu- 
nächst das  Integral : 


Jr 
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in  welchem  wir  oan  z  durch  w  ersetzen  wollen.  Dabei  sind  x  nnd  y  als  Kon- 
stanten angesehen.  Eliminiren  wir  non  aus  den  GleichuBgen  (k)  die  Grdssen 
n  und  v,  so  erhalten  wir  etwa  die  Gleichung 

f(i.y,r,w)  =  0.  (k'). 

und  gesetzt  nun,  man  erhalte  ans  ihr  fürz  =  a",  nnd  z  =  b"  die  Werthe 
w^b",  v^ß",  unabh&ngigvon  x  nnd  y,  d.h.  man  könne  t^',ß"  ans 

f(i,  y, »".  a")  =  0,  f h,  7,  b",  I»")  =  0  (k") 

bestimmen,  so  ist  (§.49) 

l'-jj.i^'"- 

wor~  aas  (k')  xn  ziehen  ist,  wenn  dabei  x  imd  7  A  konstant  angesehen 
werden.  Da  man  aber  n  und  v  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (k)  gezogen 
nnd  in  die  dritte  eingesetzt,  um  (k')  zn  erhalten,  so  ist  7—  ans  (k')  gezogen 
gleich  g-  ans  der  dritten  (k) ,  wenn  n,  v  als  Funktionen  von  w  ans  den  zwei 
ersten  folgen.     Also  liat  man ,  da  z  und  y  konstant : 

ew~8n  i'w'^dv  »»"^e»"      ~6a  e*''"8f  8»'''Bw'      ~  Bd  6w~^8tf  Bw~''ew' 
8n  äwBv'^ä-wäv         So  e»Bn''"Bwea 


8»          8*8»     85  Bip     '  Bw  ^^f     8*8» 

8a  8v     en  8v  80  8d     8v  8a 
und  dann 

_B«  8^8»!     608^8*     eöBjtBv;  69  8 


was  znr  Abkürzung  =  — ^  gesetzt  werden  möge.     Also 

wo  nun  z  durch  w  (mittelst  (k'))  zu  ersetzen  ist  Da  hier  die  Integrations- 
gränzen  konstant  sind ,  so  ist  die  Ordnung  der  Integration  abermals  beliebig. 
Betrachten  wir  also  das  Integral 


r^ 


in  dem  z  nnd  w  konstant  sind,  nnd  ersetzen  y  durch  tf.     Eliminiren  wir  nan 
n  ans  den  zwei  ersten  G-leichnngen  (k),  so  erhalten  wir  etwa 

F(i.y.«,w)  =  o  (k.) 

und  gesetzt,  es  sey  möglich  aus 

F(x.»',«',»)  =  0.  FRb'.r.')=0         (k.0 
Werthe  von  a',  ^  zu  ziehen ,  die  unabhängig  von  x  seyen ,  so  ist 


nGooi^lc 


0mlMmiiiig  TMftwber  beitiiiimtw  btttfpUe. 
I  ~  ans  (k,)  zu  ziehen  ist.     Wie  immer  hat  mao  aber: 


»V  8»  ,6*  8* 


B» 


'-ßr-ff 


ist,  wo  y  nnd  z  durch  v  nnd  v  za  ersetzen  eiud.  Da  o',  ß"  nnabliSD^g  vmi  x, 
so  kann  in  dem  Doppelintegral 


/ 


■■/t- 


die  Ordnimg  der  Integntioti  nochmals  umgekehrt  werden ,  so  dass  wir  zu- 
nächst 


/i 


betrachten  woUeo ,  wo  t>,  w  konstant  sind,     fiestimmt  man  nun  a 

=  »(«,B,»),   b=»(|j,tl,w),  Ok") 


ff"'h>' 


wo  g-  ans  der  ersten  Oleichnng  (k)  gezogen  wird,  aus  der  (bei  konstantem 

V,  w)  folgt 

Bx_8» 

so  dsss  nnn  endlich 


/ei/8y/pBi  =  /8wy  BwApUea, 


enV8t>Bw  8weifJ'^eol.B»Bn  BnB'wJ"'"awl.enBtr  BbBiiJ'  ^  ' 
und  WO  ti",ß"  unabhängig  von  x  und  y  ans  (k");  ot',/?'  unabhängig  von  z 
aus  (k^')!  <*>^  ^BB  C'i")  folgen.  Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst,  dasE 
a',fl'  ganz  wohl  w,  und  a,ß  sogar  t>  and  w  enthalten  kdnnen.  -Ebenso  wenn 
a",b"  nicht  konstant  sind,  mu  aber  t^',  ß"  doch  wie  hier  verlangt  bestim- 
men kann,  gelten  die  obigen  Schlüsse  noch. 
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Maa  übereiebt  leicht,  dass  mao  anch  nreprünglich  z  darch  v  oder  q  hätte 
ereetzoD  LSimeD.  In  diesem  Falle  würde  fflan  ganz  ähnlich  veifabren  s^n. 
Da  wir  aber  die  neuen  Veränderlichen  beliebig  nennen  kSncen ,  ao  boII  eben 
w  die  derselben  eeyn,  die  die  Bestimmung  von  o",  ß"  ermöglicht.  Äehnlich 
verhalte  es  sich  mit  n  und  v.  Eben  so  hätte  man  statt  z  auch  y  oderz  durch 
V  ersetzen  können.  Allein  auch  hier  vird  man  ganz  ähnlich  verfahren,  wie 
so  eben.  Man  ersieht  leicht,  dass,  da  man  — (k')  benutzend  —  dreierlei 
Wege  einschlagen  kann;  und  dann,  wenn  z,  oder  y,  oder  z  ersetzt  ist,  doch 
je  —  wegen  der  bleibenden  zwei  —  noch  zwei ,  man  im  Ganzen  sechs  ver- 
schiedene Formen  erhalten  wird,  deren  Ableitung  keinerlei  Schwierigkeit 
hat,  and  deren  F^rgebnisse  wir  nnn  noch  aufzählen  wollen,  indem  wir  Obige« 
wiedfliholen. 

V.  Gesetzt,  m.an  ziehe  aus  (k)  die  (k')  durch  Elimination  von  q,v  (w 
immer  in  der  Bedeutung  von  so  eben  genommen) ;  femer  ziehe  man  aus  Ql) 
dnrch  Elimination  von  u  aus  den  zwei  ersten,  oder  ans  der  ersten  und  dritten, 
oder  aus  der  zweiten  und  dritten,  indem  auch  v  die  andere  der  neuen  Ver- 
änderlichen seyn  soll,  die  im  Nachstehenden  zum  Ziele  führt: 

F{i,T.«.»)  =  0,  F.(m.v,*)  =  0,  F.(r.«.f.w)=0,  (K') 

so  hat  man,  wenn  M  durch  (C)  gegeben  ist  und  J  die  Bedeutung  in  (i)  hat: 


(C.) 


wenn  a",ß",  a',ß',  a,ß  unabhängig  von  x  und  y  aus 

f(i.r,*".o'0=0,  f(i,7.  b",i?")  =  0;  F(i.8'.<.'.T»)  =  0,  F(j:.b'./r,w)  =  0! 
»  =  »{ä,i;,w),  b  =  ,(^.t..w) 
bestimmt  werden  können ; 

rß"  rß   r^ 

2.)  J  =  -/Bir/8v/  PM8a  (C.) 

wenn  die  Gränzen  unabhängig  von  x  und  y  ans 

f(i,j,  a",«")  =  0.  t(x.T.b",n=Oi  r(a.y.<.,»)  =  0.  F{b,y,(J,w)  =  0; 
»'  =  tf.(B'.ti,w),b'=:»OS'.»'.w) 
bestimmt  werden  können ; 


rf    rß"  rß 


(C.) 


wenn  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  x  und  z  aus 

f(i,«',i.o')  =  0.  f(i,b'.i,?0  =  O;  F, («,»■',«", w)=0.  F,(i,b".^',w)  =  Oi 
a  =  »(tt,v,w),  b=:v(^,ti.w) 
bestimmt  werden  kannen; 

rß"    rß    rß" 

4.)  J=/8w/8u/  PM8n,  (C.) 

wenn  die  Integrationsgränzen  unabhängig  von  x  und  z  aus 

f{j.4'.i.«-)=0,  f{x.b',i.,»')  =  0;  r,(B,i.a,w)  =  0.  F,0.,M»,w)  =  0; 
»"  =  »(«",«,»),  b"  =  e(i»",v,w) 
bestimmt  werden  könaen ; 


.yGoo^^lc 


Cm^ntnimg  TisHUh« 


M 


r?    rß'    rß" 


(C.) 


wenn  die  Integrationegränzen  unabhängig  von  y  aod  z  ans 
f(l,y.l.n)  =  0.  f(b.y.i.|9)  =  0;  F,  (»',i,a',w)  =  0,  F,(b'..,j 

bestimmt  werden  können ; 


6.) 


i^lb-wj  »vi  PM 


(C,) 


Q  die  Integrationsgränz«n  unabhängig  von  y  and  z  aus 

f(».T.»,a)  =  0,  f(b.y,^,»)  =  Oi  F,(y,«".a".w)  =  0.  F,  (y, b", ^ '. »)  =  0 ; 

t  werden  können. 

Beispiele  wollen  wir  hier  zunächst  lieine  zufügen ,  da  wir  später  dazu 
Gelegenheit  erhalten  werden.  Wir  bemerken  jedoch  hiezu  nur  noch  das 
Folgende : 

Das  Wesentliche  bei  allen  obigen  Erörterungen  war,  dass  immer  wieder 
die  Ordnung  der  Integration  geändert  werden  darf.  Wie  vir  in  §.51  schon 
bemerkt,  ist  es  denkbar,  dass  dies  anch  gestattet  ist,  wenn  die  Gränzen 
nicht  konstant  sind,  so  dass  wir  nicht  kurzweg  sagen  können,  es  sey  in  die- 
aent  Falle  die  obige  Umformung  nicht  zulässig.  Ja  wenn  wir  zum  Voraus 
wissen,  es  müsse  das  bestimmte  vielfache  Integral  sich  umformen  lassen, 
indem  man  gewisse  nene  Veränderliche  einftihrt,  man  auch  aus  andern  Unter- 
suchnngeu  die  Gränzen  des  nenen  Integrals  ermitteln  kann ,  so  wird  man  die 
Formeln  (A)  oder  (C)  immerhin  aninwenden  haben.  Wir  werden  von  dieser 
Bemerkung  mehrfach  Gebrauch  zu  machen  Gelegenheit  haben. 

Dass  man  für  vier-  nnd  mehrfache  bestimmte  Integrale  ähnliche  Unter- 
suchungen anstellen  kann,  ist  klar;  doch  wollen  wir  uns  hierauf  nicht  weiter 
einlassen,  da  das  Gesagte  wohl  genfigen  wird.  Weitere  UnteranchnngeDllber 
bestimmte  Integrale  mögen  späteren  Abschnitten  Vorbehalten  seyo. 


Zelmter  Abschnitt 

Quadratur  der  Kurven  und  Oberflächen,  Rektifikation  der 
Kurven  und  Kubatur  der  KOrper. 

§■53. 
I.  Stellen  wir  uns  zunächst  die  Aufgabe,  das 
Flftcheastück  zu  berechnen,  das  (Fig.  19)  zwischen 
den  beiden  Ordinaten  MN,  M'N',  die  zu  den  Abs- 
tissen  OM  =  a,  OM'  =  b  gehören,  dem  Abszissen- 
Ajtenstöck  MM'(=:b— a)  und  der  Kurve  NN' 
liege,  so  ist,  wenn  OP  =  x,  die  Fläche  MPQN  = 
u.'nach  §.  13.-IV:  Gr.  ^  =  ||  =  y-     Denken  wir  a 


Pig.ia. 


■O 


Goo'^lc 


206  QaKdtMar  in  Karren. 

uuB  nun ,  man  theile  MM'  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile,  jeden  gleich  ^^x, 
und  errichte  in  den  Theilpankten  die  Ordinsten,  eo  wird  dadnrch  das  zn  be- 
rechnende Fl&chenatflck  in  eine  Anzahl  Theile  zerfallen,  deren  Samme  gleich 
der  gesuchten  Fläche  ist.  Dieser  Satz  ist  offenbar  wahr,  welches  aacb  im- 
mer die  Anzahl  der  Theile  sey.  Sind  nun  Ja^,  Ja^, ,.,,  Ja^  diese  einzel- 
nen Theile;  f  die  gesuchte  Fl&cbe,  so  ist  demnach 

Da  nun  Gr.  j^  =  y.  «•  'st  (§■  11) 

■wenn  yo,  yi,  yji  ■  ■  -i  ya_i»  "1'^  ™  M,  dem  1*",  2"", ,  .  .,  letzten  Tbeilpunkte 
errichteten  Ordinaten  sind,  und  wo  00,0;,,..  .,  a^_^  mit  Ji  unendlich  ab- 
nehmen.    Demnach 

f  =(y«+r.+  .  ■  ■  +y^i)^>  +  («.+«.+  ...  +"^0^^  («) 
Diese  Gleichung  ist  richtig,  was  immer  auch  Jx  seyn  mOge.  Usst 
man  Jx  beliebig  Idein  werden,  so  besteht  sie  immerhin,  und  da  die  erste 
Seite  eine  unveränderliche  Grösse  igt,  so  wird,  wenn  man  an f  der  zweiten 
Jx  nnbegränzt  abnehmen  lässt ,  der  Gränzwerth  dieser  zweiten  Seite  dem 
Werthe  f  immer  noch  gleich  seyn.     Non  ist  aber  nach  §.  48: 

Qt.b<.+r.+7.+  ■  ■  ■  +T^]-^«=y*V8>' 
ferner,  wenn  Jx  = ,  i8ta^-\-a^^...-\-a^^_^  zwischen  na^  nnd  na^  ent- 
halten, wenn  a^  nnd  a,  die  grfissten  und  kleinsten  der  Werthe  a  bezeuhnen 

(§.13.111),  sodass  (a^-fOi+ -f~a^_,)^x  enthalten  ist  zwisdien 

a^  (b  —  a)  und  a,  (b  —  a),  und  da  die  Gränzen  dieser  letzten  Grössen  Kuli 
sind,  so  ist  auch  (§.2.  III) 

Gr.  («0+«,+  .  . .  +a^_^)dt  =  0. 
tlierauü  folgt  endlich ,  dass 

sey.  Diese  Formel  setzt  aber  wesentlich  voraus,  dass  die  Fläche  innerhalb 
der  betrachteten  Gränzen  immer  wachse  mit  wachsendem  x,  da  sonst  ~  =; 
— y  seyn  würde;  oder,  wenn  man  sich  etwas  anders  ansdröcken  will,  dass 
bei  bloss  positiven  y,  wie  wir  vorausgesetzt,  b — a  >  0  sey,  und  derKnrven- 
bogen  KIs''  von  x^a  bis  x^b  keine  ZurQckbiegung  habe  (also  nicht  etwa 
verlaufe  wie  Fig.  3  in  §.  13). 

Anm,  Man  eraleht  hier&ni.  cUss,  weil  — 1=  ]' war,  folgen  mnut«  (=  /  yBi,MiiMi 
Überlianpt,  «enc  Gr.-^^z  iiC.  und  v  eine  geometrlicLe  OrÖMe,  die  toq  i  =  a  bii  l  =i  b 
üch  entreckt,  gaot  DoÜiwendig  dl«e  giDze  Giüue  =  /    i8i  seyn  wird. 
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Id  der  Spnche  nnnidlich  UeineT  QtOuen  bitte  man  ugco  kOntMii,  da*  nnendlidi  kleine 
Element  der  iq  berechneDden  Fliehe  ae;  jdi,  nnd  da  die  Samme  aller  dieier  Elemente  die 
fragüelie  Fliehe  animaobe,  |o  aey  alio  /    f  6x  (d.h.  eben  dieie  Somme)  der  Inhalt  danelben. 

EndUeh  Neue  tioh  dai  Oeiagte  auch  in  fglgecder  Weite  dantellen.    Ei  ist  ganz  gewiu 

f  =  /Bn     ($.49). 

D«niaach,  *enn  nan  ttätt  n  die  netie  Veilnderliehe  i  einfahrt  nnd  btaehtet,  da»  venn  D=f 
(vo  n  nothweDdlg  ein  Stflck  UPQN  itt) ,  d  h.  wenn  man  atatt  MPQX  die  ganie  FlKcha  HU' 
N'N  nimmt ,  x  =  b  i*(,  imd  venu  n = 0 :  z  =  a ,  *e  iit  (|.  4S.  IT) : 

f=y  ^Bi=y*yei.    (».I8.IV.) 

IL  Will  man  das  FI&cheDstück  zwischen  MM',  NK' 
(Fig.  20)  und  den  zwei  Kurven  MN,  M'K'  berechnen, 
80  beachte  man,  dass,  wenn  a  nnd  b  die  Abszissen  von 
A  and  B  sind : 

ABM'N'  =  y  yBi,  ABUli=fj,dx, 

wo  y  und  y,,  als  Fanktionen  von  x,  die  Ordinaten  der  ^      3  5 

Kurven  M'N',  MN  sind,     Also  ist 

MSWM'^yiT-yje.  <c) 

Die  Formel  (b)  setzt  fihrigens  vorans,  dasa  die  begränzende  Kurve 
die  Abszissenaxe  innerhalb  der  betrachteten  Ansdehnnug  nicht  durchschneide, 
da  dann  ohnehin  die  ursprüngliche  Aufgabe  nicht  mehr  gestellt  werden  konnte, 
wie  z.  B.  in  Big.  8  man  nicht  tragen  kann,  welche  Fläche  zwischen  Cc  und 
Gg  liege.  Femer  haben  wir  die  Ordinaten  nur  auf  der  positiven  Seite  der  y 
angenommen;  tage  in  Fig.  19  UN'  anf  der  negativen  Seite  der  y>  so  würde 
man,  da  f  immer  nur  positiv  ist,  — y  statt  y  in  Rechnung  stellen.  Würde 
in  Fig.  20  die  Kurve  MN  auf  der  Seite  der  negativen  y  liegen,  so  würde  den- 
noch die  Formel  (c)  gelten,  da  dann  zwar  AM^B=  /  ( — y,)9xware,aher 
zu  ABN'M'  addirt  werden  mtisste.  In  diesem  Falle  kann  also  ganz  wohl 
MK  die  Ahszissenaze  durchschneiden ;  die  beiden  Kurven  selbst  aber  dürfen 
sich  nicht  durchschneiden,  oder  ^er  wenn  dies  geschieht,  so  muss  dann  die 
Formel  (c)  nicht  über  den  Durchachnittspunkt  hinaus  erstreckt  werden.  Jen- 
seits desselben  w»re  es  nämlich  wohl  möglich,  dass  yi— y  an  die  Stelle  von 
y — y,  zu  treten  h&tte,  wenn  dann  die  zweite  Kurve  Über  die  erste  zustehen 


kommt 

in.  Stellt  man  sich  endlich  die  Aufgabe,  die 
Fl&che  des  Ansscbnitta  BOG  (Fig.  21)  zu  herechaen, 
wenn  die  Gleichung  der  Kurve  in  Polarkoordinateu  ge- 
gegeben ist,  so  ist  (§.  13,  VI),  wenn  BOM  =.  a:  — 
=  ix\  wenn  m  den  Winkel  MOA,  r  den  Fahrstrahl*!''' 


Piff.at. 


Coo'^lc 


OM  bedeutet,  der  eine  Funktion  i 
voD  BOA,  GOA,  eo  folgt  hieraus  i 


1  (o  ist.     Sind  also  o), ,  m,  die  Werthe 


,   (die  FUche  «aelutiid  mit  a>). 


Wir  vollen  nnn  an  eiaer  Seihe  von  Beispielen  die  gegebenen  Forineia 
anwenden ,  woraus  sich  zugleich  auch  ergeben  wird ,  wie  man  sich  in  zusam- 
mengesetzteren Fällen  zu  helfen  hat. 


§■54. 

1.  Uan  w>U  die  FllUihe  des  Dreieolu  ABC  (Fig.  22)  be- 
rechnen. 

Sey  AB  =  o,  CD(HOhe)  =  h,  AD  =  «,  also  DB  =  o — «; 
mtui  wfihle  AB  als  AbsziBsenaxe ,  A  als  Anbagfipunkt,  >o 
lind  die  Koordinaten  Ton  A :  0,0;  TonB:  a,0;  von  C:  ii,h; 


-X,    derBC: 


alio  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AC:  7= 

h 

^-{x  —  o),  mithin; 

DreiockADCs  /  "— 181=^,  D™i«ckBCD=/    — ^(i  — c)8i,= 

^'  •      ']'=^.<-'[4^°-]=S-'C^)= 

DreieckABC  =  ADC+BCD  =  ^. 

If.    Stelle  AHB  (Fig.  23)  eine  halbe  Ellipse  vor. 

deren  grosse  Halbaxe  CB=^a,  kleine  CH^b,  deren 

Gleichung  also  b'x'4~a^7'^^^'h'  ist,  wenn  man  den' 

Mittelpunkte  als  An&ngspoukt  der  Koordinaten  w&hltj 

soll  das  StQck  DEGF  berechnen,  fQr  welches  CD 

,,  CF=i^>t ,  (wo  x„  negativ  wäre,  wenn  DE  links 

IjVDD  CH  Uge).     Man  hat  hier 


Was  nnn  das  hier  vorkommende  Integral  anbelangt,  so  gehSrt  es  eu  den  in 
§.  40  betrachteten  und  kOnnte  also  nach  der  dortigen  Nr.  III  behandelt  vrerden.  Es 
Iftsst  sich  dasselbe  jedoch  auch-in  anderer  Weise  ermittelo.  Da  olmlich  z'<a*,  so 
letse  inan  x^aainf  und  hat  (9- 36); 

/ Va'— »' 01= /V« •—*'«'■>'» - acosvS»  =  a'/cM'»ie»i=a'r — ^^+"2  »J 
($.42),  d.h.  da  sing)  = — ,^sqi^— V*'  — ''•  wobei  cosgi  immer  positiv  ist,  in- 
dem ip  höchstens  von  —  y  bis-|--2-  gehen  kann  (x  von  —  a  bis  +a),    ferner 
^^arcl  sin=— I,  so  ist  also  * 

DiqnzeciOyGoOt^lc 


Briipivl«  dw  Beiedumng  eb^iui^  Fliehe»  209 

1  V?=?+|_„(-„,=  i)j,iv?irr. 


X(  ^ft,  10  erbUt  man  die  FlAehe  HOB,  d.  h.  den  Tierten  Theil 
d«r  elliptüchen  FlÄche.     Denelbe  iit  nrithin  -^,  «o  d»M  die  gaue  »on  der  Ellipse  , 
unuehloatene Fläche  =abs  irt.     lat  AH'B  ein  mit  a  um  C  beiohriebenerHalbkreti, 
30  erbUt  man  die  Fliehe  DE'G'F.wenn  man  in  dem  Anidnide  Ton  DEOF  b=» 
aettt.     Darnni  folgt  unmittelbar,  da» 

DEGF  :  DE'QT  =  b  :  ».     (|. 20) 
IIL   Nimmt  man  (Fig.  24)  den  eiden  Brennpunkt  ^-  ^■ 

der  Ellip>e  S  als  Pol,  SA  ali  Pelaraxe,  fo  ist,  wenn 
SH^r,  ASH=iu,  e=SC  die  Entfernung  des  Brenn- 
punkt* ram  llittelpunkt,  die  Polargleichnng  der  Ellipse ; 


worin  a  und  b  dieselbe  Bedeutung  hab«n,  wie  in  Nr.  U.  -^    «' 
Ist  ab«  der  Aosaehnitt  ASH,    fOr  den  der  Anbngswerth 
.  werth  (ASU)'^ii>i  in  berechnen,  so  ist  derselbe  (§.53.  III); 

iJ  \  2y^(a+ecM-)'- 

Aber  nach  $.  44 1 


(a+eeoi«)'  a' —  e'  ■  +  "<"■••'  —  'V  a-|-Beos» 

«  slno  2a  f        \  /«+«         •"» 


i'^b*.  die  Fliehe 
— I ' abuc 


('.=V^»'.|)+t" 


D  a^=>r,  so  erhält  man  die  halbe  elliptische  FUeke  = 


*  Seiton  in  %.  SO.  I  haben  vir  dazaaf  aofmErfcssm  gamMht,  dass  man  wobl  btaeblen 
miksse,  ob  Inaerhslb  der  Oflnseo  der  IntegratiDo  arel  lg=  Y/-^-e«tg-^  I  aach  st«lig 
Terlavfs.vobei  wir  dies«  QrOsseiwis^en ö''"><'~H-ä' *''i**^«'**o-     Dakiv  die  Qriann 


Beiipiels  der  Btmebavng  ebeaei  Fltehm. 

IV.  Sej  C  (Fig.  25)  der  Mittelpunkt  ein«  BTperbel .  fereti 
reelle  Halbuce  CA=:«,  imagiatee  :=b,  deren  Gleichung  also 
b'x-  — »'y'=a'b"  irt,  und  «ey  CM^Xj ,  so  soll  du  Fläehen- 
stUck  AMN  berechnet  Verden. 

b    ,y-I i 

Man  hat,  da  AC=k,  y:=— Vx  — a  ■ 
AMK  =  — /Vi'  — »'6  s. 

—a'6x  cu  bestimmen,    beachte  maa,   dasa  immer  x'^a',   so  da*s 

a       6i      aiio^  ,     ,  -^  „, 

tnaa  aetsea  darf x=— — .  5-  =  -  .i_  t  mithin  (a(is9;>0) 

Ci»  y    B«!       toi  y 

/V«"'=r-8x-./"'^''— '"■•'  ■^:!,=.-fi^  »,=.■  f-üy  -  /■-^i 

-[S-i=Ä-i/';^]->'[iÄ+i'0«CT-rO)J««' 


,./v 


"i»     tCMiv  +  unirt'      l  +  «in»' 


*^.*       2    -/      l+t(ti«.    co»l»+rä 
alio  da  eo»tp:^  — , 


2  2'L         >        J 


■■ViÄ 


so  4aM  die  fragUebo  fUcbe  — '''     g^'    '"—t'O"*^    a    '    *')' 
Ist  HN:=:7| ,  SO  ist  V i(* — a'^-r^,  klao  ist  auch 


mithin  da  CHN 
Fiff.se. 


=  |i,y,.  .0  ist  CAN=^l(^4^). 

V.  Sey  AN  oin  Parabelbogen  (Fig.  26),  A  der  Scheitel  der 
^^  Parabel,   deren  Gleidningy'=:2pi  »ey,  AH=x, ,  so  ist  y^ 
J  - — y^  V2pi,  also  die  Fläche 

/                   AJIK=y'feex  =  V2p/Vx8.  =  |Vi*x.^  =  |x.V2px.. 
t^ i— 4 —    -j _«  Mld  —  ^       l/i'..-  — T  . 


0  und  «  tind,  und  Ar  a 


nMN=:yt,  V2pXt= 
AMN=|-»,T,. 

=  CCfOr  ■  =  «,  Eotg  — 


=  0.  und  ootg-^   Metig  ver- 
llnftTcn  00  biiO,  sben  lo  dann  trcl  tg=  ^/-— -cotgY  J  stetig  Ton -^  U«  0,  so  un- 


terliegt du  Reniltat  keiner  Beanttandiing. 


.yGoo^^lc 


BelEpiele  der  Beraehnniig  «bener  Fiactmi.  2]  1 

2  1 

I}aAHNR=z,7,,8o  üt  AHN=-ö^  AMNB,  ANR  =  yAMN,  ein  sehon  tod 

Jhrchimedes  gefundener  Satz. 

2 
Wollte  man  die  Fläche  HNFQ  haben ,  so  wäre  sie  =  AFQ — AUN  =  ^  x,  jj 

2 
—  y  j,  y, ,  wenn  AP^s,,  PQ=j,,  AU=iz, ,  MM=y,.     Natürlich  w*re  auch 

direkt: 


UPQN 


=  /V2pi8) 


VI.  Sey  ANB(Fig.27)eineZykaoide,  derenGlei- 
ahnDgen  sind  x  =  r(o>  —  aioiu),  y=:r(l— cos«),  and 
uy  o>|  der  Wcrth  von  w,  der  demPonktN  entspricht, 
M>  ist  wenn  AM  =  Xf : 


AMS=yy8x=y^^B.{8.49.rV)  = 

/r(l  — eoiB)r(l— eM*)8«  =^r'/(l^CM«)'6«  =  r'/(I  — 2eoia-|-«oi*»)8*. 
Aber  (9-42)! 


(1— Zeoia4~o<"*'*)8*  =  "— 2tUi>-| ^ 1-— «  =  — 


3  _.        ,»in2» 


also  die  Fiftche  AMN=-3-r'«, — 2r*aia<o,-f- — j-— '.     Ist  MN=7„  so  iit  cosw, 

=  — — *  und  e«  liegt  oo,  *wiaehen  0  ond  w,  mnn  MN  in  der  ersten  H&Ifte  der  Zy- 
kloide, swiaehen  n  und  2t,  w«Dn  HN  in  der  sweiten  Hälfte  liegt.  Fftr  t»,^»  hat 
man  die  halbe  Fläche  der  Zykloide  =.  -ö'^^'^i  ^  dass  die  -gaose  Fläche  A£NA  = 
3r')r  irt. 

DaAC=r)r,AD=CE:=2r,  BoiatACED=2rV  &l»idaAC£  =  ^r'ff,    so  i>t 
AED  =  -|-r'ff,  d.h.  AED=:^AEC. 

TU.    Stelle  ABC  (Fig.  28)  eine  Lemniscate  Tor,  -^-  SS. 

deren  Polargleichung  r^^a'cas2<u  ist,  wenn  A  der 
Pol,  AB  die  Pol&raie  und  AB  ^a  ist,  so  ist  für  BAU 
=a>, ,  die  Fläche  des  Ausschnitts 


1    /*■»  I       /"••  1       ^-- 


Fflrtoi^-^  bat  man  die  Fläche  über  ABx=— •a^  %o  dass  die  ganze  ron  der 
Lemniieate  nmschlossene  (sweitheilige)  Fläche  ^a*  ist. 

yin.  SfiyBCB'C'B  die  Evolute  einer  Ellipse  (Fig.  29,  siehe  S.2I2),  deren  Glei- 

ebnng  abo  (^^JT^-^iJ  +(^^ji-pj  =  1  ist ,  und  wo  AB=^-^— ,  AC=*  "^    . 

„.  Google 


-b»=e' 


212  B«i*pial«  d«t  BmecliDinig  «bener  FlMm. 


al»o  nr  AH^x,,  die  Flftche 


Man  letze  dud  x  = 


=s/i'(l-''«')*B: 


<fy 


Ab«r  Dach  §.  41   ist,   wenn  mau  nach  einander  die  dortigen  FonnelB  (e),  (b) 
anwendet:  ' 

-  6a         "*"       24a        "•"        16«        "'"iSV  yi";7< 


Setzt  man  lur  Abkflrztinff  V*'^"!  ,V^'  =  V*' — *■'= 


I^X'  =  — 7,  «<*=  —  . X"=—,   V«=:  —  ,«ld 


^' 


A'  cm^ 


-(.■-O* 


a«      "^         16a        "^I«a     l.^^J* 


AMNC 

Ffflrxj 


n  da  tBr  x^O  tuioh  u:=0,  und  flir  x=Xt :  Q^y'*>n— ^^k  ""^  1 


».  («'-«.■)*  ,  n.(«'-n.')*«'     3n.(«'-n.')^«*      S«'        r  n,-\ 


,  al»o  hat  man  filf  die  Fl&clie 


,  nithln  dl*  gaus  FUohs 


S«*«     3**«     8(a'— b*)'» 


""  I6«b'  a  *  ■"*"'"  ""i"™  i™™"—  g,b  —  g^j,  —        g^h 
^.  30.  a.  Say  y=a+bx+ci'  die  Glaichiuig  einer  Kuire  (F.  30) 

und  die  Abuissen  TonA:Xo>  Ton  C:X(-|-2h,  wo  A£=:EC=li, 
■«  irt  die  FlAohe 

4CDB=y(a+b«+ci')ei=a.2b+-i-b[(.,+2h)'-i,'] 

+  yc[(i.+2li)'-x,»]. 

=2ab+ -|-b(4i.h+4h')+ie(6i,'h+12x,^^^^  [j. 
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=  y[6«+6.„b+6bb+6i„'c+12i.he+8h'c] 

=  |-  j»+bi„+ci„'+4r»+b(x„+b)+c{i,+h)']+»+b(i„+2h)+c(x„+2h)' j. 

bt  Dim  ÄB=:y,,  EF=r,,  CD=j,,  «.  wt  y,=a+bx,+c*o',  y,='94- 
b(«,4-h)+o(so4-h),  yi=»-f-b(j[„+2h)4-o(«,+2h)',  »Uo 
ACDB  =  |-{ro+4r,+  y^. 

WftreebeD  so  y  =  »+bx+*»'+<'3t*<''eGle"J>ung  einer  Kurre  wie  Fig. 30 
und  maohfttte  als  Gr&nxabsziisei)  Zg,  Sg4-3lii  w&hread  yg,  y,,  y^,  y,  die  den  Abs- 
citwn  X«,  Zg-j-h,  So-|-2h,  Za~f-3b  entspreoheuden  Ordi Daten  sind,  so  wäre  die 
Fliehe 

/'"+'*  h  « 

(a+b.+«i'+di')ei  =  a.3h+|-[{i,+3h)'-i.*]  +  -|[<i„+3h>»-i„»] 

+  |-[(«.+3h)*-i.'].=^(j,+3r,+3y.  +  )',]. 
Äaf  diese  Formeln  gründet  sich  die  Simpaon'sche 
Formel  fQr  die  nälieruDgsweise  Beredmang  6ineB  Flächen- 
raoBWi  ABCD(Fig.3I).  Man  theile  nämiich  ÄD  in  2n 
gteiche  Theile,  ji den  ^h,  so  dass  also  h^=— ;  errichte  . 
in  den  Theilpunkteii  Ordinaten  y«.  Yi  ■  yj .  ■  • . .  y,,.  wo  also  _ 
AB  =  yo,  CD  =  yj||,  und  lege  nun  durch  je  drei  Punkte, 
etwaB,E,F  eine  Kurve,  deren  Gleichung  die  Foim  y  =  8+bx+cx' hat, 
was  immer  möglich  ist,  da  die  drei  Crröaaen  a,  b,  c  bestimmt  werden  können, 
venu  man  die  Bedingangon  anschreibt,  dass  die  Kurve  durch  die  drei  Punkte 
gehen  soll.  Je  näher  nun  die  Punkte  an  einander  liegen,  desto  mehr  wird 
auch,  innerhalb  derselben,  die  so  gezogene  Kurve  mit  der  eigentlichen  zu- 
sammenfallen ,  and  mau  wird  also  für  das  Flächenstück  zvischen  der  ersten 
and  dritten  Ordinate  haben : 

Eben  so  för  das  zwischen  der  dritten  und  fünften :  ^  {)\  +  ^  yi  +  y t ) 
U.S.  w.,  so  dass  die  ganze  Fläche  nahezu  ^-»-fya  -|-*yi  4"  yi  +  y»  +'*yj 

+y.+y.+4y.+..-.+4y,^+yJ 

ist. 

§.56. 
Soll  man  die  Länge  des  Bogens  NN'  (Fig.  32)  berechnen ,  *  dessen 


*  Ton  der  LSiij;s  etsei  geraden  Linie  baben  wir  einen  ToUkommm  Uaten  fiegrilT;  bei 
der  Llnge  einer  kramiueD  Linie  kann  man  schon  eher  Anstand  Anden,  WIU  nan  in  disiNU 
falle  Mstere  anf  entere  inrfiekf&hren,  la  denke  mm  sieh  einen  Uegtamen  Faden  Aber  die 
krumme  Linie  gespannt,   den  man  dann  inr  geraden  Linie  ausstreckt.     Debrigens  beiraefaten 


LiüigB  cinei  Kurrenbagett*. 

Endpankten  die  AbsztsBeD  OM  =  a,  OM'  =  b  zn- 
ZLji  gehören,  so  eey  (ür  OP=ä,  die  Länge  von  NQ=s, 
und  man  hat  (§.  13.  V): 

voi'in  das  obere  Zeichen  güt,  wenn  s  wächst  mit 
wachsendem  x,  das  unter«  im  entgegengesetzten 
Falle.     Daraus  folgt,  dass  fBr  PP'  =  ^x,  QQ'  = 


worin  a  unendlich  abnimmt  mit  uoendlich  abnehmendem  Jx.  Gesetzt  nun, 
wie  in  unserer  Figar,  es  wachse  der  7.\\  berechnende  Bogen  in  seiner  ganzen 
Ausdehnung  mit  wachsendem  x,  so  folgt  hieraus  ganz  wie  in  §.53,  das»  die 
Linge  von  KN'  gleich  sey  der  flräniie,  der  sich  die  Summe  der  Werthe,  die 

man  erhält,  wenn  man  in  V'  >+(ä^)  ^^  der  GrAsse  x  alle  Werthe  von 
x  =  a  bis  zu  x=^b  beilegt,  mit  unendlich  abnehmendem  Jx  nähert,  wo  also 
Jx.  der  Unterschied  der  auf  einander  folgenden  Werthe  tod  x  ist.  Daraus 
folgt  unmittelbar,  dass 

Arne.     DiewHw  Formel  UUrt  ikb  ebButall*  in  folgendar  Waise  findeo.     £■  itt,  iim» 
Bogen  NK'  =:  o,  «icher 


-/.' 


n  die  Vertnderiiohe  x  elnlUhrt,  *o  dann  - 


-y:v.+o'- 


=V^HlD" 


Fiff.33. 


Indem  IQi  1  =  0  «ach  x  =  a,  fOr  i^^aiissbitt. 

Würde  der  Bogen  abnehmen  mit  wachsendem  x  (wenn  man  z.  B.  seinen 
Aofiuigspnnkt  in  K'  gewählt  hätte),  so  wäre 

Würde  innerhalb  der  Gränzen  des  Integrals  der 
Bogen  bald  wachsen  mit  wachsendem  z,  bald  abneh- 
men, so  wfirden  diese  Formein  nicht  mehr  gelten  und 
man  mfisste  den  ganzen  Bogen  in  einzelne  Theile  ab- 
trennen. SOZ.B.  Fig.33,  wenn  Oa=a,  Ob=/S, 
Oc  =  y,  Od  =  S,  wäre: 


wb  oftnbkr  die  knnmne  Liaie  ulbit  al)  die  Gilnie,  der  lieb-ein  eiegei^hriebenei  Vleleok 
nlheit,  «enn  leine  Settwamekl  immer  grOuer  wird.  Von  dieMm  SUndpimkt  «oi  ergibt  ndi 
dann  ein  klarer  Begriff  der  Llnge  einer  kranmeo  Linie,  da  ti«  die  Qrlaie  der  Srnnaw  der 


i/Goo^^lc 


Lange  «loa  Earrtubogeiu. 


wobei  jeweils  fllr  y  diejenige  FudUiod  von  x  zd  w&hlen  wäre,  die  dem  be- 
treffeDden  BogeoetUck  entspricht. 

Wollte  man  tiir  PoUrkoordinatcn  die  betreffende  Formel  herstellen,  so 
wäre  y=rrsinu,  .T^rcosu,  also  wenn  r  als  Funktion  von  to,  gegeben  darch 
die  Pola^leichniig  der  Karve,  angesehen  wird,  ist  (§.  14): 
il 
Bjr       a>      Bi      er  .         8r      8t  .       , 

OX        oioao«)  oaOB 

also  wenn  «„,  w,  die  Werthe  von  «  sind,  die  den  Endpunkten  entsprechen 
und  der  Bogen  nnr  wächst  mit  wachsendem  w  (§.  49,  lY),  dieser  Bogen  =; 

Wir  wollen  nnn  diese  Formeln  ebenfalls  auf  einige  Beispiele  anwenden. 
L  Han  «oll  den  Parabelbogen  AN  (Fig.  26)  berechnen,  weon  AM=:][|. 


hier  die  Falle  unteneheideo ,  d«  — -  pontir  oder  Mg»!* 


^  ,.^.4<„,...y,+igi  5|.-\/fö)'+fö)' 

AUein  wMiD  r--<0,  M  nimBt  i  all  mit  wM^ueadem  a  (S-  l^);  «etitman  aberToniw.   et 
waeliH  der  B«|[en  ■  mi(  wacbiendem  a ,  u  i«t^>0,  »'«'^=-5 — "^"t  wie  natürikh, 


daJetttiwtcfaitmJt&bDehmeadenii.     Demoadi  l«g-^  =  — V/l +  f  =^  j  ,     ^-^    = 

So  lange  »lio»»»cb.tmttwMh»wdem«  gilt  die  Foiiielj-*  =  \/rg^^  +  f  P'l  • 
atu  auch  die  Ponnel  des  Textea,  In  der  aaiarlich  s,>*„  HTiiiDnu.  Aehnitdie  Betraeh- 
tangeo  werden  in  allen  kDnftigen  Shulichen  FsUen  maeugebend  lern. 


Beiipiele  Kt  die  BerechnnDg  toq  BogtuIlo^eD. 


Hmi  seUe  ood  - 


f\  /»■+>., .„f   '•    .,       't/t     ■ '        I L 

y  V      ,     "-    'f/d'-z)'"-     4yi(.+i/a)'    Vs(,+v/2)  (. -1/2)' 

1/2  Li— V2jJ      .'-2^2V3   L1-V2J        2i+p     „    ^ 


zy2 
mithin 


Wie  DWii  NQ  (~AQ — AN)  hieraus  finden  bwii,  ist  wohl  klnr. 


U.  Für  iea  ellipttBchen  Bogen  HQ  (Fig.  23),  ittr  dea  CF=  x,  int  a'r'-j-b'x* 
fc'i'      _  >'— >'i'+b'i'  _  a*— (»■— b.]i' 


.■(.' 


.'(•■ 


i'(.' 


1.) 


,  also  wenn  »* — b'; 


',  d.h. 


:'=^\a>h).  «.  l,t  Vi  +  Gl)'  =  VS^l^'-  "»^ 


.a/Vi-^ 


Uui  »etmbier,  da  x<a:x  =  aainip,  so  i» 

bt  hier  X|^a,  tp^^-^,  so  ist  die  Ljbge  de>  Tierten  TheiU  der  Ellipw  =: 


ay  *Vl-a'AiV8»i. 
Der  Werth  die*ei  Integrals  lÄsst  sich  hier  nur  durch  Entwiaklung  in  nuendliche 
Reihen  Bnden.     Man  hat  (§.  46) : 

.  Goc^lc 


«         I      .      I       K        1.1    .      S.l    «  „   „. 

«B     »T.      /'•■*'A*      iri-S    ."\'      1/1. S.»    ,%*  l 

™— 2  L"- W  -släTi"  J  -TliXe-J-- J 

Für  k=b  ist  die  EUipse  ein  Kr«is,  «=0,  «b«  der  Viertelkiws  =^>  ^>«  )>«- 

k&ODt 

ni.  Fflr  den  bjperboliseheD  Bogen  AN  (Fig.  25)  ist  b'»*—  »*y'=»*b*,  b*x 

,  By    „     «y    b'  I      b       "  ,  ,  rfly~»^     t'i'  — »*  +  b'»' 


Hfti)  s«tc«  hier,  da  x^a;  x^  - — .  r— = n — ,  «o  ut 

y  V-7(?^rpr'"~y  V     .•(.■-.■I.-.)     7£v''- 

»Iso  da  für  i^a,  BiD9i:=  1,  9=^-^  ,  und  fttrx^z,,  «inqi,  ^— : 


relobes  bttagnü  tri«  in  IL  zn  bestimmen  wtre  (Tergl.  S- 106)- 

IV.    FürdenZ^oidenbogen  AN  (Fig.27)  ist(S.54.VI)i  jf^  =  "97"  (§■!*'= 


=f /V(l— coi»)>+rin*«B.  =  r/v'2— aco»»B«  =  rV2/'\/2dn'-^e»  = 

Fibt(o,  =  «,  iin'j=iio*-j  =  y  ist  AEals*=4r,  ÄEB  =  8r. 
Anm.     FOr  eins  Epis;Uold«,  derao  Giondkreii  R  imn  HtlbmMMr  liat,  vlbrand  r  d«t 
UalbDMser  dei  TalleDden  Kreises  ist,  so  dus  deren  OleiGbongeii 

Goc^lc 


Beiipials  Üb  die  Berechnung  von  BogwtItogeiL 
.=(E+,)».._,™<ü^, 


%> 


T.  FttT  die  archimodiMilie  Spirale  ist  r  =  aiu,  ^  ::==&,  also  der  Ton  «=0  bi» 
a>=<V(  tioh  entreokeode  Bogen: 

Ist  r,  die  Länge  des  letiteu  Ffthrstrahls,  ao  ist  r^  =^fto)i,  m^  ^  — ■ 

FUr  die  loganthmiMhe  Spirale  ist  r^k",~  =&*  1  (a) ,    alio  die  BogmiUDge 

roB  (U^O  bis  (l»=:(Dj; 

FUrdieLemmi««ate  (Fig.  28)  iatr'=a*(NM2<D,  rö-'  =— **<lD2a,    —  =   — 
a'dnZ»    rBr-j'      .^a'rin'2#  .    ,_>*ito'8»+a*ci)i'2»_     a' a' 


=  aA^^ 


/•4 8^ 

"7   vn^ 


2Eiii'> 

welche«  Integral  nach  §.  4G.I  bestimmt  werden  konnte.     (Vergl.  §.  106.) 

J^-  J^-  VI.  Seyen  (Fig.  34)  AC  und  BD  zwei  pa- 

rallele Knrven,  deren  Abstand  AB  =  GD  =  a 
sey;  seyen  ferner  MnndM'  zwei  nnendlicfa  nahe 
Punkte  des  Bogens  AO ;  OM,  OM'  die  in  den- 
selben gezogenen  Nonnalen,  die  sich  also  im 
KrümmangemittelpüQkte  O  scheiden;  eben  so 
^  sind  N,N'  zwei  benachbarte  Punkte  des  Bogens 
BD,  ON  der  Kr&mmuDgshalbmesser  fDr  BD  im 
Punkte  N.  Sey  also  OM=ß,  mithin  0N  =  ^ 
-j-B,,  80  ist,  da  MM'  als  Kreisbogen  vom  Halbmesser  q  und  dem  Winkel 
MOM'  ==^M  angescbeu  weiden  kann  : 

MM'^e-J»,  KK'=(p+a)/*f., 
und  da,  wenn  u  der  Winkel  ist,  den  OH  mit  der  ersten  Normale  AE  macht, 
ia-\-Ja,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  der  Winkel  seyn  wird,  den  OM' 
mit  AE  macht,  so  Folgt  hierane,  dasB  wenn  m,  der  Winkel  AEG  der  ersten 
und  letzten  Normale  (AE  und  CE)  ist,  man  haben  werde  (vorausgesetet,  dass 
der  Bogen  immer  wachse  mit  wachsendem  «) : 


AC= /T^-.  BD= /(e'+>)B«=  /f8»+a/8»  =  AC+ai 


i/Goo^^lc 
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Kan  ist  ato,  die  Länge  eines  mit  dem  Halbmesser  EF  =  a  zwischen  den 
Seiten  des  Winkels  AEC  beschriebenen  Kreisbogens  FG,  so  dass  also 
BD  =  AC+FO. 
Der  Kreisaasüchnitt  MOM'  ist  eben  bo  -^q^Jw,  NON'  —  ■=■  (^  +  a)* 

^i»,»1boKMM'N'=NON'— M0JI'  =  -|-[2a^+»»j^«=a^^»+^-/», 
mitbin  ist  die  Fläche  des  Streifens 

ABCD=yrijB-+y*'ye«=.yrB-+y«.=».Ac+^, 

und  da  nun  ~^  die  Fläche  des  Aasscfanitts  EFG  ist,  so  bat  man 

ABDC  =  a.AC+DPG, 
wo  a .  AC  das  Rechteck  ist,  das  Aber  der  Grundlinie  AC  mit  der  Höhe  a  er- 
richtet ist. 

§.56." 
Dreht  sich  die  Linie  NM'  (siehe  f^g.32,  S.214)  um  die  Axe  der  x,  so 
erzengt  dteEläche  MM'NN'  einen  KQrper,  dessen  Inhalt  man  nach  §.13.'VII, 
in  genau  derselben  Weise,  vie  in  §.53  Snden  vird  gleich 


'/:"' 


wenn  &  und  b  die  Abszissen  von  N  nad  N'  (d.  h.  OM  and  OM')  und  y  (als 
Fanktion  von  x)  die  Ordinate  der  Kurve  NN'  ist 

Ganz  eben  so  ist  die  von  NN'  erzeugte  Fläche,  gemäss  §.  13.  VIU: 

wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass  der  Bogen  NN'  immer  wachse  mit  wach- 
sendem X.  * 

FQr  den  Fall  der  in  §.55  betrachteten  Polarkoordini^n  (x  =  rcos«, 
y^rsin«*)  werden  diese  Formeln,  wenn  «,,  u,  die  Werthe  von  m  sind, 
welche  x  =  a  und  z=^b  entsprechen,  zu: 


-A 


*  DioM  Bedlngan^  iit  nnerliMlich,  wenn  obiga  Fomtlii  geltoo  lonen.  Sit  utit  tonnt, 
d*n  b — a^O  ity,  and  dus  j  potiUr  graonuntn  vcrd«,  wu  imniar  ganflgend  teyn  vird. 
Für  den  Fall  der  Figur  33  (f.  BS)  wOrds  man  zur  Bwachnnuf  das  roo  AD  enbUndenati  KSr- 
P«n  oder  dsr  antrtudaaeo  Oberiltche  dia  Fanncln 


lolci»  *o  Ti  •  7]  ■  :r>  die  OrdioMaa  für  die  Stacke  AB,  CB,  CD  «lud.    Vit  a 
FIIIeD  in  T«f»hren  haiM,  wird  au  dieian  Beiiplale  kiftr  genug  berrotgeben. 


.  Goc^lc 
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wo  I-  als  FanktioD  vod  w  aus  der  Potargleichang  der  Earve  zu  nehmen  ist, 
und  TO  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist,  daes  der  ganz«  Ausdnick  positiv  aus- 
fällt. —  Wir  wollen  nun  anch  hier  wieder  diese  Formeln  auf  Beispiele  an- 
wenden. 

I.  Droht  Hoh  (Figur  23)  die  H&dhe  CFGH  um  CF,  so  isty*  =  — i(»*— i*)t 
V/l  +  r|^^  z=  V/*  T^  ,'  (§■  55.  n).  »Im  igt  der  Ton  dieger  Flitohe  errtugte 
Körper  Kr  CF=Xj : 


durch  Rotatton  der  Ellipse  um  AB  ereeugten  KOrper  =:  -ö"  ab*  n. 

Die  TDD  HO  erzeugte  Fläche  ist,  venn  a*!>b*,  alao  die  Ellipse  sich  n 
grosse  Axe  dreht : 

n  t 

ab«/".  ,_ ..^    A'  — b'x'.         2b«   /*,,-: —..         2b*raii  */-r- 


a  Terfshmi:  In  der  Foniiel  (41)  dei  $.  9 
^= ^ w  tot /V»H-A'8i=xVi^+?^' 


Goo'^lc 
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«Im  ist  dt«  Fliehe  = 

Fttr  X,  =a  erh&lt  m&o  die  halbe  RotalioiwJlfieli«,  und  da  dann  ft*-{-^*x,*:=: 
a'-{-b' — a'::=b',  «o  i(t  dieselben 

U,    Der Zrkioidenbogeu  AN  drebe  sieb  um  AB  (flg.  27).  AladauD  i«t  §.65. IT: 

-"•A'f'-- 

Dod  wenn  man  hier  a>^2q}  aetiti 

all«  die  Ton  AN  en«ngte  Fliehe,  wenn  tUi  der  eu  N  gehörig«  Werthe  tob  u  iit: 

Fdr  Wf  =ir  hat  man  die  von  AE  erzeugte  Flftohe  r= — „ —  (2)  =  — = — ,  abodie 
Ton  A£B  ercengte  = — 5—. 

FOr  den  durah  Rotation  von  ANH  erzeugten  Korpar  findet  man  eben  10 : 

,..y(t'-»..)-l.-,-.[.,-3a...+!;5!^?!^- 

*2   .       -I       ,    re  11  .         ,  3rä 

-■ 3-'»--J='""Lt"-t"-'+— 

TOr  a>|  ^)r  eiMIt  man  den  durch  Rotation  toh  ACE  um  AB  er^ougten  KDrper 
=  — 5 — ,  also  der  Ton  A£B  erzeugte  Kfirper  =5r*«*. 


~  fV^+^6^+^'J'—^^==;  danmi  folgt  mmHtolbu:  ifV^'+f^ix^ 
wo  min  dM  kut«  InMgiml  bw.ti*  in  g.  M,  n  inteariit  irt,    Indm    /    ,      '-^=  = 

DijriiüOByGoOl^lC 
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Baiiplth  Ar  i\»  Btnchnimg  tod  BotaHontkdrpeni. 


Fig.  SS.  lU.  Der  Kreia  FE  (Fig.  35)  dreht  sich  um  die  OeradcAB, 

die  Mtserhalb  desselben  liegt;  man  soll  den  KOrperinlialt  ia- 
den,  den  derselbe  bescbreibt,  so  wie  den  Inhftlt  der  Oberfllcbe, 
die  Ton  dem  Kreisnmfuige  ertengt  wird. 

Se;  C  der  Hittelpunkt  des  Kreises,  CA  senkreoht  auf 

AB  uni  die  L&nge  voaCA=^&,  r  der  Halbmesser  des  Kreises. 

W&blea  wir  A   aU  Anttuigspunkt'  der  Koordiaaten ,    AB  als 

J  Abszissenaze  (was  wir  mDssen,  da  die  Rotationsaxa  iminer 

Abszissenaxe  seyn  mnss),  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises: 

Von  den  zwei  Zeichen  gilt  das  obere  fflr  die  Hälfte  DEDf,  das  untere  Hir  DFD', 
wenn  DD'  parallel  mit  AB  gezogen  ist.     Hau  muis  also  diese  beiden  Halbkreise 


n  scheiden, 
a)  Halbkreis  DED':r  = 


,■  ■+G9'-+P^ 


Die  Qranzen  des  Integrals  sind  — CD'  nnd  +CD,  d.  b.  — t  und  -\-i,  so  dass 
also  der  Inhalt  des  <ron  der  Fl&che  GDED'O'  erieogtea  KOrpers  ^ 

und  die  ron  D£D'  eraengte  Oberflfieke  = 


b)  Halbktei*DFD'iy  =  K— V 


ist  der  Inlutlt  des  ron  der  FlSehe  GDFD'G'  erzenirten  KOrpers  = 

«y(i-V''-'')'8i=«/(«'-2.V»"-i"+''-«")8'. 
und  der  Inhalt  der  TOn  DFD'  eraeDgt«n  El&che  := 

Bienras  ergibt  sich  nun: 

/■+•      , 

lehalt  des  von  DFD'ED  nMDgten  KOtpert  =%  /(»'+2iV''— »'+''— «^8x— 

/.+'        /.+'  "  r^ 

«  Aa'-2aV'*— x'+r*-i')ei=ii/  (4  »Vr^^^Bi  (8.49.Il)=4aW  Vr'  -  z'  8 1 
=  4s.™(S.6tID=2ar'«'. 

Inhalt  doiTom  Kreis  enengten  Fische  =  2ti(/   I       ^+1  |8i+ 

2r«y    (^— :—=— l^ei=2r«y   :r-^==8s=4ra«/   — ;^==4r»»^=4af »'. 


Btf^«le  fOr  die  Sercchnoog  von  BotatjinukBipen). 

IT.  Sey  DEF  (Tig.  36)  eine  Kurre,  deren  Gleichung 
y  =  A  +  Bx  +  Cx' (§.54.  IX),  und  sey  AB  =  BC=h,  AD 
=CF=a,  BE=b(b>ft),  wobei  B  der  dnhngspunkt  dor^ 
recblwinklicben  Koordinaten ,  BC  die  Abaxisaenax?  ist.  Der 
von  dieser  Kurre  bei  ihrer  DrehuDg  nun  AC  beschriebene  KSr- 
per  iteilt  alad&nn  ein  gewChnliches  Fass  vor,  io  dem  a  der 
H»lbnies«er  des  Bodens,  b  die  halbe  Spunteotiefe  und  2h  di«'- 
Hohe  i«t. 

Da  die  Kurre  durch  D,  £,  F  gehen  soll ,  so  muss 

a  =  A  — Bh  +  Ch",  b  =  A,  »  =  A  +  Bh  +  Ch' 


seyn. 


=b,  B=0,  C  = 


-  &lgt,  so  dass  die  Gleichung  der  Kurve  i«t: 


Der  Inhalt  des  von  d«r  FULohe  ADFC  beschriebenen  KBrpers  ist  also 

Wie  man  leicht  siebt,  folgt  hieraus  die  Begel:  „Der  Kubikinhalt  eines  Fasses 
1  2 

ist  gleich  -g-  des  Ober  dem  Boden  eiriehteten  Zylinders,  daxu  addirt  -q-desüberdem 

2 

Schnitte  dnrch  die  Fassmitte  errichteten ,  und  tod  der  Sumnte  subtrahirt  Yg  des  Zy- 
linders, dessen  Grundfläche  den  unterschied  der  Durchmesser  der  genannten  beiden. 
Zylinder  zum  Durchmesser  bat ,  wenn  alle  diese  Zylinder  dieselbe  Hohe  wie  das  Fass 

Lambert  In  seinen  „Beitrlgeu"  I,  B.  Z25 ,  g.  21  beachtet  nur  die  trei  errten  Glieder 
dieser  Fenn a1.  Letztere  setbit  rOhrt  icn  Gmoertber,  der  in  seinem  ,ArchlT''XX,  S.  313 
sie  auch  noch  lus  der  Anntlime  gefanden ,  DF  <ey  ein  Kreisbogen. 

T.  Dreht  sich  die  Lemniscate  (Fig.  28,  §.  54)  um  dit'  Axe  AB,  so  ist  der  durch 
,        ,  8  r 

Rotation  tob  AMB  entstehende  KOrpeTinhaU.  da  jetit  r':=a'ao82(0,   '  ä~  = — 

a*sin2<o: 


±/,.^r.0H---2;^)..,,.../^._^ 


•'fS 


'■"/.'" 


(sin  2  ■  00«  «  -H 
sinSa  VöösSTSa 


Qsin'*  —  4iin*«)süi'a  vcäs2«  8*, 

wo  wir  bloss  das  -|- Zeichen  beibehielten,'  da  jetet  der  ganze  Ausdruck  positir  wird. 
Daaos2u^I  —  2sin*iii,  so  setze  man  1 — 2sin*a>=2',  wo  die Orftnien tod  z  seyn 

8«  e*  -  — 

werden:  1,0;  und  hat — 4sin{Dcose>  ^^2z,  sinmj— = 


Betipiele  fQr  die  Ber«ebnmig  toa  RotaUonjkarpani. 


2\/r. 


'oK=— g—  ,  SO  dow  der  Inhalt  =  \ 


1.  h.  der  durch  Botatioi 


Fig.  37. 


■./(3™-.-4.h,'.)Vi=SÄr'.A,.!^8.—  ^^  p!=L'_4^!=L'y] .  . 

n  der  ganzen  i«iiiniscate  entstandene  KOrp«r  hat  tun  Inhalte :    . 

Vt  Der  EreiH  GEO'  rotirt  nm  die  Ase  AB,  4ie 
ihn  durcbsehDeidet;  man  toll  den  Inhalt  de«  von  GEG' 
erzeugten  KOrpera  undOberükbe  beTechneD(E1g.  37). 

Se;  wieder  CA  senkrecht  äaf  AB ,  CA=a,  r  der 
HalbmeMer  des  Kreiseii  AB  Ase  der  x,  A  Anhnjrs- 
punkt,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreiaes;  (j — a)' '^ 
x':=r*,  y=a+ Vr"  — x',  wo  da»  obere  Zeichen  Kr 
FEF",  das  untere  für  FQ  und  F'G'  gilt,  wenn  F'F  pa- 
üm  die  Koordinaten  Ton  6  und  G'  zu  finden,  hat  man  J^O  zu  setzen 
aU  Abszissen  dieser  Punkte.     Da  nun 

■0  ist  der  Inhalt  der  tod 

FEF'Bi»engtmOber«»ehes2r«/r— :^:^4-I^Bi  =  4ti» /y^— ^=^4-lY6i.  ' 


rallel  AB. 

und  findet  3i=+ Vi 


OF 


•'"/Ivkr-O" 


-yf=a 


WO  die  zwei  letzteren  Grossen  einander  gleich  sind.     Demnach  ist  die  ganze  Ober- 
Uohe ; 


FQr  a=0  flndet  maii  ir^n  flli  die  OberilB«lM  einer  Kugel. 
Ferner  ist  der  körperliche  Inhalt  de*  Ton 


.  Goc^lc 
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BFEFV  «iMogMii  Karput  =  «/(»+  Vi'— x^B x= 8 * /(»+  Vi'— »')***. 

BFG  -  .         =«/(»— V^S^Pj'ei, 

DGT  ,  „        =W         {»— Vr'— i')'»i, 

wo  wieder  die  swei  leUten  g'laioh  sini).  Mithin  i«t  äw  toh  OEG'  erieugte  KOrpei 


Wir  haben  im  Vontehanden  immer 


-»i»»rcr«in=J^^=^)l. 

,  die  Knrre  muh«  eine  toII- 
MAndig«  ümdretmig.  OeicUsht  die«  nicht,  M  lliM  lieh  d&a  KDrpai-  oder  Flt«hen«tack,  du 
bei  einem  Dr^ntigmrlnkel  nn  a  Qni  b«««hiieben  wurde,  aimittelbct  aai  der  Propeitian: 

8eO:a  =  Q:  T, 
wo  G  du  beC  einer  Hotatioii  tob  360*  (>ie  wir  obon  TomiioHtiO  beichriebena  StQcl^  T  da« 
bei  ejoer  BoUtioo  tod  a'  be*chri«benB  itt, 

§.  67. 
In  manchen  Fällen  kann  man  die  Berechniing  eines  KOrperinh&lts  oder 
«iner  Oberfläche  dadnrch  ennOglichen,  dass  man  im  Stande  ist,  die  Gestalt 
eines  ebenen  Schnitts,  der  einer  gewiasea  Ebene  parallel  ist,  2d  ermitteln. 
Legt  man  nämlich  zwei  »ehr  nahe  parallele  solche  Schnitte,  so  ^rd  man  das 
dazwischen  hegende  Kdrperstfick  als  zylindrisch  oder  prismatisch  anzusehen 
desto  mehr  das  Recht  haben,  je  näher  die  Schnitte  sind,  so  dass  man  bei 
onendlich  nahen  Schnitten,  d.h.  wenn  man  zu  den  Gräazwerthen  übergeht, 
den  Körper  als  eine  Summe  von  solchen  zylindrischen  ROrpertheilen  ansehen 
kann.  Eben  so  wird  man  das  zwischen  zwei  solchen  Schnitten  liegende 
Flächenst&ck  als  eben  ansehen  and  darnach  berechnen  dürfen.  Einige  Uei- 
spiele  mügen  dies  Yerlahren  wieder  erläutern. 

[.  Denken  wir  uns  zwei  Ellipien.  die  denaelhen  Hittetpankt  haben  und  deren  Ebenen 
aufeinander  senkreckt  stehen,   lo  gelegt,  dasi  ihre  einen  ^J 

Hanptaxen  2e   zatamaienlUlen ,   wfthrend  die  andern   2a 
und  2  b  aaf  einander  senkreokt  (tehen;  denken  um  ferner 
eine  dritte  bewegliehe  Ellipse,   deren  Ebene  immer  senk- 
reobt  ist  XU  der  gemeinMihaAlichen  Hauptaxe  2o  und  deren 
Endpunkte  der  Hauptazen  inuner  in  den  zwei  genannten  El- 
lipsen  liegen,   io  besohreibt  diese  bewegliche  Ellipae  Ata    L- 
dreiaxlge  EllipBoid ,  woroo  die  eine  HMfte  in  Rgnr  38  ab-    ^ 
gebildet  ist.    Dort  sind  AGB,  ECD  die  halben  festen  Ellip- 
sen, AEBD  ist  eine  Lage  der  iMwegliohea  HUpse,  HF  eine  andere. 
Sey  nun  QN=t.  so  ist  NM= -^  Ve'-x*,  NP=-^  Vo»— x* 


r,  DlAr*HU- ■.  IiWtnI-HMknkr. 


,  w.Goo'^lc 
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die  Halbaxen  der  Elüpie  MP  bekannt  stod.    Die  FlAcbe  derselben  iit  (§.  54.  II)  slao 

—  ■   ■■) n.    Denkt  man  sich  nun  eine  zweite  Lo^  der  beveglioben  Ellipse  in  der 

Entfernung  i~\-^x.  von  AB,  so  wird  man  das  zwischen  den  beiden  Ebenen  liegende 
KOrperstOck  mehr  UDd  mehr  als  einen  Zylinder  ansehen  können,  dessen  Inhalt  also 

= i wJx  ist,  sodass  der  Inhalt  des  Körpers  ABC  ^ 

ab«/*',,       ,,„        sb«/",      e''\      2    ^ 

Der  Inhalt  des  ganzen  EBrpers  ist  ^so  -ö-aVoir. 

II.  Id  dem  Eckpunkte  C  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  39)  sef 
eine  Senkrechte  CD  auf  die  Ebene  des  Dreiecks  errichtet.  In 
der  Ebene  ACD  ziehe  man  eine  ViertoUellipse ,  dereii  Halb* 
axen  AC  und  CD  seyeu,  eben  so  in  der  Ebene  6CD  eine,  deren 
Halbazen  BC  und  CD  sind;  endlich  lasse  man  eine  Gerade  pa- 
rallel mit  AB  sich  eo  bewegen,  dasi  ihre  Endpunkte  immer  in 
.den  Ellipsen  AD,  BD  sich  befinden,  so  beschreibt  sie  die  Ober- 
fläche des  elliptischen  KlostergewOlbea. 

Durch  den  Punkt  c  der  Geraden  CD  lege  man  die  Ebene 

^  ach  parallel  AGB,  so  ist  ab  eine  der  Lagen  der  erzeugenden 
Geraden  und  das  Dreiei^  abc  ist  Ahnüah  ACB.     Ist  nun  J  die  FUche  des  Dreiecks 


Da  aber  AD  eine  Ellipse  ist,  so  hat  man,  wenn  CD=h,  Cc  =  »: 

Legt  man  einen  zweiten  Schnitt  parallel  ach  und  in  der  Enifemuiig  Jx  von 
demselben,  so  wird  man,  bei  unendlich  kleinem  ^x,  das  zwischenliegende  Karper- 
stück  als  prismatisch,  Tom  Inhalte  (  >—  iJJ'^-  '^^  uisehen  können,  so  dass  also 
der  Inhalt  des  Körpers  ABCD= 

Will  man  den  Inhalt  der  FIAche  ABD  hohen,  so  Terfährt  man  in  ähnlicher 
Weise.  Das  zwischen  den  zwei  parallelen  Schnitten  gelegene  Flficheustückehen 
kann  als  ein  ebenes  Parallelogramm  angesehen  werden,  dessen  Grundlinie  ab  und 
dessen  HOhe  die  (oaf  der  Flftche  gemessene)  Entfernung  der  beideu  Parallelen  ist. 
Um  nun  letztere  zu  finden,  wollen  wir  durch  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Gerade 
CE  und  dnreh  CD  eine  Ebene  legen,  welche  die  Fläche  in  DE  sahneiden  soll ;  diese 
Kurre  DE  wird  nun  auf  ab,  so  wie  anf  allen  mit  AB  parallelen  Geraden  senkrecht 
stehen.  Was  diaaeibe  anbelangt .  so  ist  sie  eine  Ellipse.  Denn  es  ist ,  wenn  ec 
parallel  EC ; 


also  aneb  ^p 

woa  beweist ,  doss  ED  eine  Ellipse  L 


i,  deren  Halbaxen  CE  und  CD  sind.  Dfe  Hahe 

Goo^^lc 


lohkU  der  paiaboHicIieD  Pyiantdej 
dei  Paralleloframms  ist  alio  ein  StQak  dieses  elUptischen  Bogen 
itack  Jx  gehört,  mithin  (§.  55,  II)  gteichV/^rij^l"''^'-    ' 
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da«  cum  Axen- 
gesetzt  werden 
AB 


wenn  man  AB  dnrch  b  beseiehnet,  die  Fläche  jenes  Parallelogramms 


b'  V     h'{h'— i'j 

Sey  nun : 
a)  h*>a'und  dann  h^ — a*^h' 
also  die  FlSche : 


iVb'-ih'-.').-' = i  Vinr: 


<-"t?)]= 


fßh+Vb'  +  ff'b' 


=  der  Fläche  des  Dteieoks  ABC  ist. 
h'— a*=  — (3*li',  Bo  iat  die  Fläche  = 

III.   Bei  der  gewöhnlichen  Pjrramide  verhatten  sieb  die  Dimensionen  (Seiten) 
der  mit  der  Qmndfläcbe  parallelea  Schnitte  wie  die  Entfernungen  derselben  t 


--■)]- 


Fig.  40. 


ipitze,  so  doss  man  sagen  kann,  es  entstehe  dieselbe,  indem 
eine  ebene  Figur  sich  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  und  da- 
bei ihre  Dimensionen  proportional  dem  durohlaufenen  Wege 
vergrOssert.  Gesetzt  nun  abei,  die  bewegt«  Figur  rergjOssere 
ihre  Dimensionen  im  VerhUtniss  der  Quadratwurzel  der  Ent- 
fernung von  der  Spitze,  so  entsteht  eine  Pyramide,  deren  Kan- 
ten statt  gerader  Linien  Parabeln  sind  (Fig.  40).  Ist  nun  h 
die  Hohe  der  Pyramide,  d.  h.  die  Entfernung  der  Spitze  E  von 
ABCD,  X  der  Abstand  des  Sehnitts  abcd  ron  £ ,  G  der  Inhalt 
der  Grundfläche ,  so  ist  der  Inhalt  des  Schnitts  abcd  =  G-^,  s 
ganzen  Pyramide  = 

Hat  man  eine  abgekürzte  I^amide  dieser  Art  und  ist  g  deren  obere  Fläche ,  h 
die  HShe,  x  die  (rabekannte)  EntfemoDg  der  oberen  Flftche  von  der  Spitze,  so  iat 

G  — g 
also  die  abgekürzte  Pyramide : 


0  ius  der  iDhftlt  d«r 


■J-W+B)'- 


i).].i««iGoOi^lc 
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IV.  Onetzt  ein«  ebene  Figur  beweise  siofa  so,  du»  kUc  ihre  Seitsn  panllel 
bleibea,  aber  derart  sich  Acdera,  dMi  wenn  x  die  Entfemung  der  bewegten  Ebene 
TOD  einem  bestimmteD  Punkte  ist,  die  Dimensionen  proportional  Vn-j-bx-^-cx' 
lind,  .d.  h.  also,  wenn  Xg,  x,  zwei  EntfemungeD  der  bewegten  Ebene  von  d«B 
festen  Punkte  »iud,  so  T-erhalten  sich  die  parallelen  Seiten  der  beiden  Lagen  wie 
Va+bx0+cxg'  zu  Va-f-bij-f*"*]^'  Da  »Ue  Lagen  mitlün  Ähuliche Figuren 
sind,  so  rerhalten  sieh  die  FiAchen  derselben  wie  a-j-bxo-j-cXo'  zu  a-f-bx,-|-cx,*. 
Sejen  nun  x«,  x^  die  Entfemaogen  der  obersten  und  nnlenten  Fl&che  eines  so  ent- 
:<tandenen  KOrpera,   O  dessen  untei^te  Flache,   so  ist  der  Inhalt,  da  ein  beliebiger 

.  a+b'+"' 

■a+bz.+<x,'' 


Schnitt  =G~ 


.+„\,.J'-+>-+"->" 


Sind  nun  y,.  y„  y,  die  Werthe  ¥on  a+bx+cx' für  x=x„  ^  ('o+*i)'» 
ist  nach  g,  54,  IX : 


fi 


d.h.  da  ^—  =  0.  — —  =  7,^?~-  =  j,  wog  die  obere  Grundfläche,  y  die  mittlere 
«wischen  beiden,  so  ist  der  fragliche  Kftrper  = 

X, — Xg  ist  dabei  die  EBhe  des  Körpers,  der  von  £wei  parallelen  Grundflichen  be- 
grAnzt  ist.  Za  dem  hier  betrachteten  KOrper  gehSren  alle  Zylinder,  PTramiden.  ao 
wie  die  in  III.  betraohteten  KOrper.  Würde  man  statt  a-f-bx^-cx'  gesetzt  haben 
a-j-bx-f-cx'-^dx',  so  h&tte  man  gefunden: 

1  2 

worin  g  und  G  wie  so  eben,  ;>  die  in  -,-  der  Htthe  nnd  j^  die  in  -ä~  der  Hohe  gemes- 
sene FlAohe  des  Durchschnitte  bedeutet  (§.  54,  IX). 

Die  erste  Formel  l&Bst  Bicfa  zur  ÄafstellDng  eber  Nftherungsformel  be- 
nützen. Gesetzt  Dämlich ,  man  habe  einen  von  zwei  parallelen  Flächen  be- 
gt&BtUn  Kdrper,  dessen  Höhe  ^h  sey;  man  theile  letztere  in  2d  gleiche 
Theile  und  mache  in  den  Theilpunkten  Schnitte  durch  den  KOrper  parallel 
mit  den  Grundfl&chen.  Die  Flächeninhalte  dieser  Schnitt«  eeyen : 
l^ri'Vi r»._i.  G- 

Alsdann  wird  man  das  Körperstfick,  das  zwischen  deo  Flachen  g  and 
yj,YK Yti-t  ""'*  ^  ''*8'  •  <i«"'«  genauer  als  einen  Körper  ansehen 

*  Man  verglriebe  hteniU  neiue  „ebene  Polygononetrle"  S.  58,  Not«.    Die  dort  geUsU 
Aotgab«  geben  offenbar  hieher  oad  würde  leicht  naeb  der  angegtbeuen  Welse  felOst  werden 

kSDD«D. 


Goo'^lc 


Icännen ,  der  aach  obiger  Formel  4>erechDet  wird,  je  grOsser  2o  ist.    'Darwis 

ergibt  sieb  dann  wie  in  §.  54,  IX  als  sehr  genäberten  Inhalt  des  KQrpers: 

^[g+ö+*(n+r.+  ■  ■  -  +r,,_.)+2(r.+n+  ■  ■  ■  +)-.._,>]. 

§.  5«. 

Soll  man  ein  begr&oztes  Stflck  einer  kminmen  Oberfläche  berechnen, 
so  ist  die  Aufgabe  die,  die  Fläche  einer  ebenen  Figur  zu  finden,  die  densel- 
ben Flächenranm  bat,  als  das  Stück  der  Oberfläche,  welche,  wenn  sie  nicht 
in  eine  Ebene  entfaltet  werden  kann,  wir  uns  aus  laut«r  unendlich  kleinen 
Flächenstückchen  zusammengesetzt  denken  können ,  von  denen  jedes  als  zu- 
sammenfallend mit  der  io  ihm  an  die  Oberfläche  gelegten  Tangentialebene 
angesehen  werden  muss. 

Sey  nun  die  Kurve  MN  (Fig.  41)  die  Projek-  Fig.  tl. 
tion  des  zu  berecbnendenOberflächenstflcksanfdie  ' 
Ebene  der  xy;  durch  Linien,  parallel  mit  den  Äxen  " 
der  X  nnd  y,  deren  gegenseitige  Entfernung  bez3g- 
lich  Jj  (parallel  mit  Ox)  und  ^x  sey,  theile  man 
die  Fläche  der  Figar  in  Rechtecke,  wovon  PQ  ei- 
nes sey.  Die  Fläche  eines  solchen  ist  Jx.Jj,  nnd  C  — 
über  demselben,  d.  b.  innerhalb  der  Seitenflächen 
eines  über  ihm  errichteten  Paraltelepipeds,  liegt  ein  ^ 
Stack  der  zu  berechenden  Oberfläche,  das  desto  genauer  als  auf  einer  Tan- 
gentialebene liegend  angesehen  werden  darf,  je  kleiner  J\  und  Jy  sind. 
Denkt  man  sich  in  dem  über  P  liegenden  Punkte  der  Oberfläche,  dessen 
Koordinaten  x,  y,  z  sind,  eine  Tangentialebene  an  die  Oberfläche  gelegt,  so 
macht  dieselbe  mit  der  Ebene  der  xy  einen  Winkel,  dessen  cosinas  := 
ist,  wo  =-,  7-  die  partiellen  Difi'erentialquotienten 

von  z  sind,  wie  sie  ans  der  Gleichung  der  krummen  Oberfläche  folgen.  Ist 
nDD  e  das  von  dem  eben  erwähnten  Parallelepiped  auf  der  Tangentialebene 
ausgeschnittene  Stfick,  so  ist,  da  Jxdy  dessen  Projektion  ist: 

v>+(:-o+(H)'  ^'"^  ^'^ 

nnd  da  das  von  demselben  Parallelepiped  aasgeschnittene  OberflächenstUck 
mit  e  desto  genauer  zuearameiifällt,  je  kleiner  Jx  und  Jy  sind,  so  wird  man 
fllr  das  Element  der  Oberfläche  die  eben  gefundene  Grflsse  wählen  dfirfen.  Die 
Summe  alldieserElemeote,'d.h.BllderGrössen\/ 1+1  ^^  I  "*"{b^)  ^"-^y' 
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zuerst  X  als  konstant ^=0p  ansehen  und  nach  y  summiren,  d.h.  alldieOber- 
flächenelemente  zusammeD nehmen,  die  über  dem  unendlich  schmalen  Streifen 
Rr  liegen;  ihre  Summe  ist  gemäss  §.48: 


-/V^HS^Ci)'-- 


^^  )'(>  y%  ^^  "'s  Funktionen  von  x  gegebenen  Werthe  von  pR,  pr  sind,  wie 
sie  aus  der  bekannten  Gestalt  von  MN  folgen.  Summirt  man  nun  alle  diese 
Streifen,  indem  man  x  von  OA=:a  bis'OB  =  b  gehen  Usst^so  eriiält  man 


ß'fv^m'^m'" 


<») 


als  Werth  der  zu  berechnenden  Oberfläche,  welche  Formel  man  auch  sofort 
nach  §.51  hätte  hinsetzen  können. 

Wollte  man  zuerst  nach  x  summiren,  so  würde  many=Oq  unverändert 
lassen  und  von  x  =  qS  =  x,  bisx=:qs  =  Xj,  wo 'Xi ,  x,  Funktionen  von  y 
sind,  summiren,  wodurch  man  für  den  unendlich  schmalen,  überSs  liegenden 
Streifen  erhielte 


W'+(rO'+tF;3"»' 


Läest  man  hier  y  von  einem  äussersten  Werth  0C  =  «  zum  andern 
0D=j9  gehen,  und  summirt  dann,  so  erhält  inon  die  Summe  all  dieser  Strei- 
fen, d.h.  die  Oberfläche  = 

Adiu.     Wir  hiben  hier  kanireg  von  anendSehAleiiieD  Elemint«!  gesprocben.  ohne  di« 

schftrfere  BegrÜDdung  duTcbznfahreD,  da  diea  genaa  immer  in  der  S-  ^3  >Dgegeheneii  Weiie 
geschehen  vird  nnd  alio  wohl  nicht  viederholt  zd  werden  braucht.  Hier  etwa  würde  e$  beia- 
Ken ,  das  Fl&checitack  e  ianerliatb  des  oft  neaannteii  PaialtelepipedB  M  — 

wo  a  eine  GrOcie  ist,  die  mit  jix  and  Jy  venchwindend  klein  wird ,  indem  der  Qnotient 
-j—f  *'*''  ^B'  Gra«e  A/  ^  +  (  ^  )  +1  e~  J  "*■"  >'"<'  "'^^^  nUiert.  Llut  mu  für 
ein  beatimmte*  x  den  Werth  Tan  j  gehen  von  j,  bi»  j,,  lo  wird  nuui  (bei  unendlich  kleinem 
Jx)  eine  Summe : 


erhalten,  wo  a"  ein  Htttelwerth  zwiiehen  allen  a  ist  (J.  49,  Till),  alao  mit  nnendlicb  kleinem 
J»  venchwiadet.  Da  ferner  /  8y  =  j(  —  y,,  »Im  endlieh  iit,  io  wird  slio  a'(y, — y,) 
Tertcbwinden  mit  unendlich  kleinem  ^x,  mo  da*a  man  jetzt  bei  der  zweiten  Sumnirang,  d.  b. 
fttr  unendlich  kleine  ^i  die  GiBise  «,  /     Bx  =  a,  (b  —  ») erhalten  wird,  wen,  Bnendllch klein 

i:  :-K,-i  I.GOO'^IC 
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iat,  a]«o  Oj^  —  s)  Terachwindat  mid  blou  duobsn^ngegabena  latagial  encheiBL  —  Wenn 
wir  dann  gesagt  habeu,  die  Flache  der  Karre  HN  «erde  tn  lanUi  Itecbtecke  getheilt,  so  ist 
die*  nicht  gaai  vahr,  da  bd  der  Grunze,  d.  fa.  an  der  Enrre  aalbit  hin  FlScheDttflckcheii  He- 
gen weiden,  die  keine  Hechteclie  sind;  jeUeiner  aber  ^i  und  ^j  liud.  desto  Ideiner  waiden 
aach  dieie  letitaren,  co  das«  sie  ECbliaulich  onr  noeb  einen  unendlich  scbmalen  Streifen  bilden 
werden,  deisan  FISebe,  so  wie  dai  darüber  liegende  Stück  der  kmmiaen  Oberfläche  Tenchwin- 
den  wird. 

Gesetzt  die  Gleichaag  der  krammen  Oberfläche  sey  auf  Polariioordina- 
ten,  statt  auf  rechtwinkliche  Koordinaten  bezogen,  und  zwar  seyen  dieselben : 
die  EntferiinDg  r  eines  Punktes  vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  der 
Winke)  ip,  den  r  mit  seiner  Projektion  auf  die  Ebene  der  xy  macht,  und-der 
Winkel  9),  den  diese  Projektion  mit  der  Aze  der  x  macht,  wobei  r  immer 
positiv  seyn  soll,  t^  von  — ^  bis  +  2-  gerechnet  werde,  während'  gi  von  0 
bis  2n  gehen  könne,  und  im  Drehnngsainne :  Aze  der  ~|-x  gegen  die  der-j-y 
gerechnet  werde.     Alsdann  ist 

I  =  rcosi^icoav ,  y  =  TCosi)iiinv,  i  =  riiiiV'- 

Tst  nnn  r  als  Funktion  von  9)  nnd  ^  angesehen ,  so  hat  man  (§.  29, 2) 

«»*(-c«.p-rrin,.J 
Wir  haben  bereits  schon  gezeigt,  dass  in  dem  Ausdruck  (a)  die  Ord- 
nung der  Integration  geändert  werden  kann;  ferner  ist  klar,  dass  mittelst 
der  neuen  Koordiaaten  ein  Element  der  Fläche  ausgedrückt  werden  kann,  so 
dass  also  nothwendig  dieFormeln  des  §.  52, 1  hier  angewendet  werden  dürfen. 
Die  dortigen  u  und  v  sind  hier  dnrch  9)  und  t^  ersetzt,  während  cp  (u,  v)  = 
rcos^cosy,  ^(u,  r)^rcos»^sin<jp,  also  x— := — rsini/»sin(jp-j-g-cos?/>Bin5p, 
—  =  rco8^cos5p-|-^cos^aingi,  tt-  =^  — r&mxf>  cosy  ^-t—  cosi/»  cosy, 
i— =  — rcoati'smtp+r-cOBü'cosai:  T-=-  t — ^-  r- =  r  cos  lü  (r  sm  li/  — 
j^  cos  i/().  «Odins 

ree8(i(rilni(— .^M»«(i)8»B*.=  — / /ry/rT-^J  +P'+re^J  Jm»'"c6»>öi(.. 
WO  man  das  — Zeichen  auch  wegias.«en  kann,  so  dass  da.s  Flächenstück  = 

*  Dies«  Fonnel  laut  «ich.  leicht  geomatriieh  ableiten,  to  daw  wir  dadurch  eine  that- 
«■ohlieha  BeiUUlgnng  der  Riehtigiceit  dsnclban  li^Mn.  Wir  wollen  nn«  nimlich  einen 
Paokt  denken,  dem  fi  nnd  >{>  xagehSren  und  dann  y  nnd  ip  um  die  onendlicii  kleineii  QiScmd 
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worin  r,  g~r  g~  als  Funktiooen  v<fn  ijpnnd  i/i  aaszadr&cken  sind,  während  die 
Qränsen  des  Integrals  den  Bedingungen  der  Aufgabe  geroftes  zu  bestimmen 
sind. 

Die  Fonnel  des  §.  66  fSr  Rotationsflächen  lässt  sich  ans  der  Formel  (a) 
unmittelbar  ableiten.  Sey  nämlich  y=:f(x)  die  Gleichung  der  sich  drehen- 
den Kurve  NIv' (Fig.  32),  so  ist  y'-|-z*=f(z)*  die  Gleichung  der  entstehen- 
den Rotationsfläche,  *  somit: 

.L-.,(.,r„.,+.5f=„,»_.^Ä«.«|==_y, 

I  I  C'">'  I  f'-V    ''+>'+'Wl-W'    iW+tM'fW    fW[i+fW1 
"^V.«  J  ^UyJ  ?~  -       f(.)'-y"      -      <W-J'     ■ 

mithin,  da  die  Gränzen  von  y  Biod  — f(x)  und  +f(x)  wenn  man  die  halbe 
entstehende  Fläche  haben  will,  ist  die  ganze  Fläche  = 
*  f(.)Vl+fW. 


es  ist 


Aber  es  ist 


also  die  Rotationsfläche  = 


J»,  J^i  lieh  Sndara  lauen,  so  wird  der  Endpunkt  des  Fahratrahli  t  aof  der  Ob«ifliche  eine 
Flache  beiohreiban,  die  »ir  al«  auf  der  Tangentj&l ebene  hegend  aniehen  dttrfen.  Wu  nwi 
dl«  Projaktion  danalben  anTdia  Ebene  der  xj  aobelvigt,  lo  ist  ns  gebildet  ron  der  durch  die 
Aendenwg  de>  ifi  mn  J^  beiTorgabraehteii  Tarltogerang  tod  ieo*v>f  d.  h.  ron  J(recMif>),  «o 
nicht  p  tlch  ändert,  nnd  Ton  der  dnreh  die  Aendaning  dei  9  om  J«  in  del  Ebene  der  xy  Ton 
Halbine«ier  leoiip  betdiriebenen  Linie,  die  lankredit  auf  der  ersten  steht  nnd  all  gerad  nun* 
«DgciebeD  weiden.     Die  Fliehe  dieiar  ProjekÜan  ist  alle,  indein  letitere  Unie  ^rcMt^y: 

J(reMip) .  ieia<p^p  =  l  r~cosifr  —  ratn^r  l^f  -  rcoai^  .  Jp, 
indem  ,il(iMt«)= — —^^^41=  ■■■■^*  -  Jyiit.  Etemnadi  Ist  die  eigentliche  FlRoheaelUt 

indem  die  Hge(itgteaTeue='Y/l-}-^^|  +fH^)   ~' ist,  ■»«nn  o  den  Wink«! 

der  Tangentialebene  mit  der  Ebene  der  z  j  Torstellt.     Daiani  ergibt  deh  dann  sehr  Meht  di« 
Fonnel  (b). 

*  Dreht  lieh  iriUnlieh  NU'  nm  OK',  so  beschreibt  FQ  sinaa  Kreis,  dessen  Halbmesicr  ^ 
PQ=  t(s).  Sind  nnn  i,;.  i  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktet  dieser  Krelilinie,  also 
eines  Ponktes  der  enuteliendea  Oberfläche,  seist  x=OP,  vUuend  PQ'=;*--|'**<it,  so  dAsa 
da  immer  PQ'=  f  (i)*,  notliwendig  fBr  alle  PnakM  der  kmmmeo  ObeiUdke  die  (SsiebnnB 
f(x)'  =  y*-t-i' besteht. 

i:.gn7Cdi/G00'^IC 


Fliebe  dM  kittiniBlgai  ElortMgWBIbK. 


di«  Formel  des  §.  56. 

Wir  wollen  nan  die  allgemeiDen  Formeln  i 


if  einige  Beispiele  anweodefc 


Fiff.43. 


L  In  der  Ebene  der  x  e  liegt  eb  Kreiiboeen  CB  (Fig.  42), 
der  an  den  Koordioatenaxen  der  x  (AB)  and  s(AC)  endet;  ^ 
Iftiigi  deaielben  bewegt  sieh  eine  Gerade,  die  senkrecht  anf 
der  £bene  der  xs  steht  nnd  alao  eine  Zylinderflbshe  be- 
sohreibt.  Diese  Zylinderfliehe  wird  dorch  eine  Ebene  ge- 
schnitten, die  durch  die  Axe  der  z  Dod  dnrcb  die  in  der  Ebene 
der  xy  liegende  Gerade  AS  geht;  man  soll  das  Stück  BCD  J 
derselben  berechnen,  das  tod  dieser  Ebene  nnd  den  Ebenen 
der  Z7  und  xs  eingeschlossen  wird.  (KreisfSnniges  Klostei' 
gewölbe.)  ■" 

Sey  r  der  Halbmesser  des  Kreisbogens  BC .  m,  ^  die  Koordinaten  seines  Hittel- 
pnnktei  (die  gewöhnlich  beide  negatir  seyn  werden),  so  ist  die  Gleiohnng  des  Krei- 
ses nnd  also  auch  der  Zylinderfliehe : 


VH-(x-.)''  ey 

Die  Projektion  der  FUohe  anf  die  Ebene  der  xy  ist  da«  Dreieck  BAD ,  nnd 
wenn  AB  =  a,  BD=b,  so  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AD  :  y  =  —  x,  also  sind 

die  Orftosen  Ton  y  fOr  ein  beliebiges  x  (^AE):  0  and  —  x  (^EF),   wAhrend  die 
Ton  X  sind  0  und  a,  so  dass  also  die  zu  berechnende  Fl&che  ist: 


Aber  es  ist,  wenn  manx — a=z,  x=g  |  a,g-=l  seltt: 

/i8i  /•     «8»        ,        /*      6i  .ZT i  ,  r  .         s  "V 

V,.-(,-.,.°yvi^S?+-/vifrr?'-V^-+--(-°Tj 

+  V^CT'+.u.  fn.  =  i^)+.m  (™  -  y). 

IitounsdkUngedfls  Bogen«  BC ,  «o  üt  (§.  55) : 


J     ▼  r'— (i  -  «)'  J  yri_(,_ö)'  V  r    J 

+rac[dn=^). 


nithin  die  fVagliohe  lUohe  =. 


i  vGooi^lc 


Nun  itt  ab«r,  wenn  AC^h,  fBr  den  Punkt  C  dM  Erei««: 

«•+ai-Ä'  =  T'.»Iior'— «'  =  01     ß)*,  V^^^^^h-l». 
eb«n  so  filr  B : 

i%-a)'+ß*=t',t'-(E.-a)'=ß;  Vr'-(»-<.)f=±iJ, 
je  naehdeni,  ob  ß  positir  cMler  negfttJT  ist.     Setien  wir  ß  negAtar  rormiu,  lo  iit 

mitbin  die  Fläche : 

■^-  4^-  IL    Cra  den  Anf&n^puakt  der  Koordinaten  O  ist  mit  den 

H&lbmesser  r  eine  Eugelfläche  beschrieben;  nun  soll  das  über 

L         -        '        dem  Rechtecke  OC  (Ttg.  43)  liegende  Stflck  derselben  bereobnen, 

M 1 1  wenn  Oä=b,  OB  =  b  ist. 

Die  Gleichung  derKugelflÜche  ist  x'+y'+z*^r',  woraus 

(i-  I  =l  +  -rH — i  =  -i  =  ,  , =:■  und  d»dieGrttaun  tmi  t  sind  Otmdb, 
vjj     ■     »      »     X      V'  — »  — y 

TOD  z  aber  0  and  a,  so  ist  die  fragliche  R&che  ^ 
Aber 

also  £e  Fliehe  =  r/    ■»/ lin  —      .  Ib. 

Um  da«  hier  rorkommende  Integral  su  bestimmen,  setze  man  in  der  Formel  (41) 
des  §.  36 : 


./     >.      v,'-.'J  V-       v?^r?J     y  (,■-■■)  Vr"-b-- 


also  die  Fl&che  = 

Daraus  folgt,  dass  r'!>a'4~l>'  <c;n  mnss,  wie  sich  von  lelbit  rerstebt,  wenn 
über  dem  ganzen  Rechteck  noch  Kugelfläche  sich  befinden  aolL 

III.  Durch  die  Kugel,  deren  Gleichung  2**^7*-j~z^=^r' ist,  wird  einZjrlinder 
gesteckt,  dessen  Oleichnng  x' — rx-{-z*^0  ist;  man  toll  das  StQck  der  ZjUnder- 
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fliehe,  das  ioneituüb  der  Kngel,  so  wie  da«  deTKu8:e]fl&ebe  innerlwlb  desZjliQdera 
berechnen. 

Die  Kugel  hat  t  zum  Halfameiser  und  ihr  Hittelpni&t  Jtt  AoAiDgapunkt  der 
Koordinaten:  der  Zylioder  steht  lenkreoht  auf  der  Ebene  ^-  '^- 

der  zs;  *  seine  Grundfläche  ut  einKreit  Tom  Halbmesser 


-Q-  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der  z,  in  derEot- 


femung  -^  Tom  An&ngspuDkt  ist.  Der  DurchKchnitt  der 
Ebene  der  xz  mit  Zylinder  und  Kugel  bildet  also  die  Fi- 
gur 44,  wo  AB&'B'  der  um  O  mit  dem  Halbmesser  r  he- 
schriebene  Kugelkreis,  der  umOAaliDnrebmesser  beschrie- 
bene Kreis  aber  der  Durchschnitt  der  Zylinderfläche  ist. 
Die  Aze  der  j   liegt  also  auf  dem  Zylindermantel.     Wem 

(He  Pri^ektion  der  Durchscbnittakurre  beider  Flächen  auf  die  Ebene  der  zy  anbe- 
langt, so  erhält  man  ihre  Uleichung,  wenn  man  e  aus  dea  beideu  Oleiobungen  eli- 
minirt.   Daduroh  ergibt  sich  j''^rz  =  r*,  eine  Parabel,  die  durch  die  Punkte  z^r. 


rgebt  (Fig.  45),  so  dass  EDE' 
diese  Friijektion  vorstellt.  Was  nun  das  KogelstOck  in- 
nerhalb des  Zylinders  anbelangt,  so  besteht  es  aus  zwei 
gleichen  Theilen,  die  sich  im  Punkte  A  (Fig.  44)  berOb- 
ren;  der  eine  Theil  liegt  auf  der  Seite  der  poaitiren  y, 
der  andere  auf  Seiten  der  negatiren  y;  ferner  schneidet 
die  Ebene  der  zy  jeden  dieser  swei  Theile  wieder  in  zwei 
HAlflen,  se  dass  aian  also  bloss  ein  Viertel  des  Gan»n 
zu  bereehnen  braucht.  Die  Projektion  eines  lolcben  Vier- 
tels ist  in  Fignr  45  die  Fl&che  DEFG,  wo  also  die  Gr«n- 
zen  Tony  sind:  Vr*— rz   (fiir  DFE).    Vr'— z'    (fSir 


Fif.45. 


DGE),  mithin,  d»  \/ ^^  (sx)  "'"C^^'  *'*'"°"'*''  '^«rti  bat  ^ 
das  Kngelfl&ehen  Stack : 


<-^)]« 


Nun  ist  ($.36(41)); 

zy.   r  +  x- 


□  ist,  da  die  Gränzen  v 


*  Senkreeht  auf  An  Ebene  der  z;  k^n  man  ihn  nicht  anfstehen  '. 
Gleichung  i  nicht  TorUme ,  ms  doch  die  Fotmel  (%)  Terlangt. 


Cooi^lc 
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ftlBO  die  Fliehe:    2r*Ä— r'ff — 4r*+»'ff=r*(2Ä— 4)  =  2r'{«  — 2).     (Verffl. 
8.  51.) 

Wtd  die  Zylinderfliehe  ümerhalb  der  Kugel  uibelMigt,  m  wird  sie  ron  der 
Ebene  der  xf  in  swei  H&Iflen  getheilt,   woTon  DFEE'F'D  die  Projektion  auf  die 

Ebene  der  xy  ist     Daus  i' — ri+^*=0  folgt:  2x  — r+2a  är  =  '>.     ä^  = 

r—  2s  r-  2z  8i 

— 5 —  =  ——p==,    r-^O,  so  iat  die  fragliche  Fl&clie: 


IV.  Eine  KegelUdie,  deren  Axe  die  der  z  ist  und  die  dnroh  Botation  einer 
dnrch  den  Anfiingspankt  der  Koordinaten  gebenden  Geraden ,  die  mit  der  Aze  der 
i  den  Winkel  a  macht,  um  die  Axe  der  z  eutalaoden  ist,  aolineidet  eine  KugelflSche, 
deren  Halbmesser  r  i«t,  und  deren  Mittelpunkt  der  n&mliohe  Anfangspunkt  iat  Ha» 
soll  das  Stück  der  KugelflAcbe  innerhalb  der  KegellUohe  bereohnen. 

Bie    Oleiehnog    der    Kugel    ist    z'  4~  7*  ~i~  ''  ^=  ''*    »nd    also    wie    oben 

■y/l  +  ril")  +(5^1  =  '  .  =i-     ^"  *"  Kegelfläehe  »«belangt,  so 

wollen  wir  von  einem  Punkte  (xf  2)  derselben  auf  die  Ebene  der  xy  uns  eine  Senk- 
re«bte  gezogen  denken ;  die  Länge  derselben  ist  ^  c ;  rerbindet  man  ihren  Fuss< 
pnnkt  mit  dem  Anfkogspuukt  der  Koordinaten,  so  ist  die  Unge  der  Verbindung*- 
lioie  ^  V x'-)-7^  und  man  bat  oAnbar : 

-~^"*g"'i   also  y'+i*  =  s'%*o, 
ab  Oleiehung  der  KegelUcbe.  Die  Projektion  der  DarohHhnittskurre  auf  die  Ebene 
der  xj  'M 

(i-+7'>(l  +  «rtg''>)  =  T',  x'+7'  =  r'du*a, 
ein  Kreis  rom  Halbmeoter  isina,  desieu  Wttelpunkt  der  An&ngspunkt  der  Koordi- 
naten ist.     Demnach  ist  die  fraglioba  FUche : 

-Kalia     Vi»U'  -»» 


oder  wenn  man  rsiaa 


»Gooi^lc 


2T/'«i«riin=  Y/^^^,)8i  =  2r'ir— atwVt'— »'=2''«(l— eM«)=4''««in'-|. 

die  bekannte  Fonsei  für  eine  apharüdie  Haube. 

Will  nmn  ein  Stück  da«  Kegela  berechnen,  da«  innerhalb  der  Koget  liegt,  lo 

zieht  nun  «■■  «'  =  (i*+y')cotg'«:  ig^  =  ieotg'«,  «g-=ycotB'«,  g^  =  — «^'« 

leotgg      8«         ywtga         i    l   f^''^'  I  f^*^*     i'+y'+ ''«»*<'■+ 7 'Wg'« 

s=l+eo(g'o=  'jTi-'    »l»o  i*t  die  FWoh« : 

'     A  A,  _   *     A/Xlli in 2     fr^to^K   .  tW»  «1 

— /8x         /8T  =Ä^/V''-'— '6»  =  ^  [-2-2+-2-  2  J 

•'-,.1.  .    -i-VÄSiSZ?  -'^^ 

y.  Ein  KiMUylindM  steht  Mhief  auf  seiner  Orundflftche;  es  soll  sein  Hantel 
berechnet  werden.  Sey  r  der  Halbmesser  der  GrundflAohe,  b  die  Länge  der  Zjlin- 
deraxe,  a  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Ornndebene  maoht;  femer  w&hle  man  letz- 
tere cur  Ebene  der  x; ,  den  Mittelpunkt  des  Gmndkreises  zum  An&ngspunkt  der 
Koordinaten,  die  Ebene  duroh  die  Aze  des  Zylinders  und  die  Axe  der  c  cur  Ebene 
der  zs,  so  dass  die  Ace  der  x  Projektion  der  Zylinderaxe  anf  die  Xbene  der  xy  ist. 
Was  nun  die  Gletohung  der  ZylinderUcbe  anbelangt,  so  denken  wir  uns  durch  den 
Funkt  (xyz)  derselben  eine  Ebene  parallel  mit  der  Qnmdflftche,  welche  die  Zylin- 
deraxe  in  einem  Funkte  schneiden  wird,  dessen  Entfernung  vom  gewKUten  Punkte 
^r  ist.  Die  Länge  des  ZylinderaxenstOoks  roro  An&ugspunkt  der  Koordinaten 
bis  SU  diesem  Durohsohnittspunkte  ist  ^-—,    so  dass   die  Koordinaten   des   Duich- 

■ehuittipunkts  sind:  ^— eosa,  0,  z,  und  man  also  hat; 
''{i«ötg«-.)'+y»+(.-,)'  =  r', 

d.  h.  die  Oleiobnng  der  Zylinderlllebe  ist  

(icetga  — i)*+y'  =  (',  iei>lga  =  x+Vr*  — y' 
wo  beide  Zeiohen  gelten,  da  jedes  z  die  ZylinderflSohe  zweimal  triflt.     Man  zieht 
daraus; 

8s     «"'Sy    ^V^flT/ 

_''0+t8'°)— r'_.   r'  — y'co«'« 
r'  — y*  coi'(«(r'  — y')' 

Sind  AB,  CD  iwei  Kreise  Tom  Halbmesser  r,  ist  die  Entfernung  00'  ihrer  Hit- 
telpnnkte  ^bcosa,  so  stellt  Figur  46,  S.  238,  die  Frojektion  der  zu  bareehnenden 


< 
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Hwtel  «IBM  •dtMeo  Eninylindtn. 


s        ^■'"         , 

r^r 

Nv               ^ 

.A, 

J.I 

T    ( 

,  w 

\" 

,j     ^ 

V 

Fl&che  auf  dis  Ebene  der  17  ror,  wobei 
00'  Axe  der  x,  OB  der  7  ist.  Dabei  ist 
AEBCHD  die  Projektion  der  einen  B&lfte, 
AGBCFD  der  andern.  In  dieiem  Falle 
ist  es  nun  bequemer ,  die  Formel  (aO  an- 
zuwenden. Fflr  ein  beliebiges  j=:OL 
sind  die  Granzen  Ton  x 


mr  die  erste  HUfte:  — NL=— LM  und  LP=00'  — PQ  =  00'— LM, 
.     ,  sweite    ,     ;  -j-LMundLE=00'4-(lR=00'+LM. 
Da  nun  LH^  Vr*— y*  und  — r  und  -j-r  die  Qränzea  Ton  y  sind,  so  ha 
für  den  Zylindermantel : 

+r  bcM«-Vt'-J*  +'  H«..+i 

._L/-.,-v/2ESp/;.      +_L/-.,\/i=zw,/-.. 

tMuJ  T  »'  — y'     J         '  eosaj      '    ▼         r'— T    J 


Setzt  man  hier  y  =  rsin9i,  T-^r^rcos^,  so  sind  die  OrAnzen  von  if:  0  und  ~^ 
und  es  ist  die  FlKche  := 

4rb/^*Vl— ooi'ailn'fie». 

Gemäss  §.  6G,  II  ist  aber  4r  /  V'l  — caa'asin*9i8<fi  der  Umfiuig  einer  El- 
lipse, deren  Halbaxen  sind:  r  und  rsina,  und  da  diese  Ellipse  die  Kurve  ist,  die 
man  erhSlt,  wenn  man  den  Zylinder  senkrecht  auf  seine  Axe  dureluchneidel,  so  folgt 
hieraus,  dass  der  Zylindermantel  gleich  ist 'dem  Umfkng  des  senkrecht  auf  die  Axe 
gefilhrten  Schnittes,  muUiplizirt  mit  der  Unge  der  Axp.  , 

VI.  Han  soll  die  Fl&che  berechnen,  die  durch  KotiUion  der  Lemniscate  (Fig.  28) 
umBC  entslohf.*  Die  Gleichung  der  Lemniseate  ist  ($.55,  V)  r'^a'cas2(i)  = 
a'{oos*o>  —  sin'i»),  also  da  r*^x*-|-y',  eos*a)=:  ,  v  1i  sin*w=  ,.  ,,  so  ist 
ihre  Gteiohuag  in  rechtwinklichen  Koordinaten:  {i*-j-y')'=a'(x* — y'),  folglich 
die  Gleichung  der  Rotationsfläche ,  wenn  die  Axen  der  x  und  y  bleiben : 

(i'+r'+«')'  =  »'(»'-y'-s'). 

Setzt  man  die  oben  erwähnten  Polarkoordinaten ,  so  ist : 

r'=a'r*(coi*^icoi*»i  — coi'v'inV  — *io*¥')  =  a'r'(2coi'»eo>V—  !)■ 
T*  =  a'(2co»'»Bo«'i(j  —  1), 
8r  ar 

Hieraus:         ^pr~  — 2»*ain^coi»co>'ip.   'ä^  —  — 3»'coi'»cos(isin^j, 


'  FiiidM  ^h  nsch  §.  G6  fOr  r'  =  a'coi'ti^ldch  \»}it\\ 


.■|-')=2a,>ff(2-y'2j. 

*-'-.LnOOQlC 


'"G";)'+''""'*(^)*+^'"'''^^ 
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:4a*«in'fi  cot'y  cm*i(i  +  4»*ew*yco»'i(rjöB'*' 


=  4l*C08'ffCOl'v 4«*C0>'»C0i'lp-t-fc*CO»*l(l  =  »'CM'lp, 

Was  nun  die  Gr&nzveTtbe  uibelän|^,  •«  tind  die  toq  9,  wenn  man  nur  die 
durch  AMB  entstandene  Hälfte  erhalten  will,  —  -7-  und  4" Xi  *''^  einem  beliebigen 
qi  entsprechenden  Grftnzwerthe  Ton  tp  sind,  wenn  der  Fol  wie  hier  nicht  im  Innern 
des  Korpers  lie^,  aus  dem  Kegel  m  entnehmen,  dessen  Spitxe  in  Fol  sieb  befindet 
nnd  der  die  ru  berechnende  Fliehe  uiuhOllt.  Für  unsem  Fall  ist  dersetbe  entsbu)- 
den  durch  Rdtation  einer  Geraden  durch  Ä,  die  mit  AB  einen  Winkel  ^-7-  macht, 
um  AB.  Da  die  Gleichung  dieser  Geraden  y^x  ist,  sp  ist  jr'-|-£*^x'  die  Glei- 
chung des  Kegels,  also  wenn  man  die  Polarkoordtnaten  einführt:  cos*)/' sin* 41 -{~ 
sin*tf' ^  cos'tfjcos'qi,  woraus  siu't^  =cob*i^  oos2^,  tg^i^  ^  DDB2(p,  tgifi  = 
V"co8 2  ip ,  so  das«  die  Gräncen  von  tf  sind:  +  arc  (tg=  VcosÄ  ip),  — arc{tg^ 
V  cas2  if)  nnd  mithin  die  zu  berechnende  Hälfte : 

Da  nnn  /cosi/'6if'=^ini^,alsödasbestimmteIntegTalnachiffgleichsinarc(tg= 
Vcos  2 ^)  —  sin [—  are (tg  =  Vcos 2  91)]  =  2ainarc(tg=:  VöösTcp),    und    allge- 
t  als«  die  halbe  Fläche  = 


Um  das  hier  Torkommeode   Integral  zu  bestimmen,    setzen  wii 
— 2sin2f)g— =  1,  0"= •  ,  da  sin^^)  immer  positir  ist. 

-i/ThV^."- 


Setxt  man  hier  noch  t 


A  /   .0.8. '     _     /■_!+«^      rt» /•       .'e.. 

J   V   l  +  m2,"-     /  l+2.'°(l+„')'-    y  (1+2,')(1+,.' 


wob«i  Dnn  die  Orftnzen  tob  u  siod;  1  und  0,  nlan  t 


J       V    l  +  eM2»''*~y  {I-t-2t.')(l+t-V 

.  Gooi^lc 


BogvoUng»  fnr  doppelt  gabOmaM  Ku««ii. 


/r 


_(V2— 1)  J 


O+af'Xt+f*)       2      V2  2  V2 

&lio  die  hftlbe  FUcli«  =2»*g         "T     ,  die  g»Die  - 


^j      ,  ...  , ^  „      .  .,. 

§•  69. 
Soll  man  die  Länge  des  Bogeue  einer  doppelt  gekrOmmten  Kurve  be- 
rechnen, dessen  Endabsziasen  (z)  a  nnd  b  sind,  eo  wird  man,  wie  in  §.  55 
annehmen  dürfen,  dass  Sehne  und  Bogen  eusammenfallen ,  wenn  beide  un- 
endlich klein  sind.  Da  nan  die  Länge  der  Sehne  =  YJt'+Jy'+Jt*  ist, 
wenn  sie  sich  vom  Punkte  (x,y,z)  znm  Punkte  (x-^-Jx,  y-j-jj,  z-\-Jz) 
erstreckt,  so  ist  also,  wenn  Js  die  Länge  des  sich  zwischen  denselben  Punk- 
ten erstreckenden  Knn'enbogens  ist: 


v^+m^m 


worans  dann  leicht  folgt,  dass  die  Länge  des  za  berechnenden  Bogens  ~ 

wo  ö^,  g-  die  aus  den  zwei  Gleichangen  der  Kurve  gezogenen  DifferenUal- 
quotienten  sind,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  Bo- 
gen wächst  oder  abuimmt  mit  wachsendem  x.  In  dieser  Beziehung  gelten 
Oberhaupt  die  in  §.  55  schon  gemachten  Bemerkungen. 

I.  Han  soll  die  LSng^e  einer  auf  einen  senkrechten  Zylinder  Tom  Halbmesser  r 
gewickelten  Scbraabenlinie  berechnen. 

Die  Qleichangen  derselben  sind  z=^rcosa>,  j^rainM,  z  =  ar<u,  wo  a  eine 
KonsUnte  igt,  und  (o  den  Winkel  bedeutet,  den  der  vom  Funkte  (x,  y,  z)  senkrecht 
auf  die  Zylinderaze  gezogene  Halbmesser  des  Zylinders  mit  der  Axe  der  s  macht, 
weno  derselbe  tod  0  bis  ins  Unbegränzte  gezKblt  wird.    Demnach: 

8t _    e«    _   rcoi*    _  8« _    e^ ar      _  a 

fli"    ds    ~  — riin«~~'"'*"'  Bi~    Bi    ~ -frin- ~  "ito^' 

i:     ,    ,,  vGoOi^lc 


»Gooi^lc 


LSng«  TDD  dopptlt  gskrfltniDtsn  Surren. 


■+fö)"+frO'-+''-+^'«- 


h'eo«'a 

also  wenn  man  die  LAaga  der  SchraubeDÜnie  vom  Scheitel  (s^O)  an  rechnet,  bis 
u  denjenigen  Punkte,  dessen  Abszisse  x::=z,,  so  hat  man  fUr  dieselbn: 


^ /VP 


+4«'tg*a>'er  =  j^[|Vb'+4«'tg;-.i.'  + 


h*      ■  f  ;■  2«tgn+  Vh'i-*»'..'tg'B-i-l 

4«tgo    ^,  h  Jj' 

I  AbkarzuDg  — r-^t=k  »ettt,  so  ist  diese  I.änge  = 


SeoaB   '       '         >     '  Skooio 


=90"  wird  die  Schraubenlinie  sn  einer  Spirille  in  der  Ebene  der  7z,  und 

wenn  dann  r,  die  Entfernung-  des  Endpunkts  vom  Pol  ist,  so  ist  oben  — — :=r,,  alsd 

2«sina    x.        Znr,    ,  2«  2«       1 

kx,  = — r -  =  ~i—,  kcos«^:-;-  und  veon  -r'  — — >  ■*>  '■'  ™"  Ij&hB»  der 

Spirale : 

i  VilHV  +  ^l  C'"^^^"'"^')  »■(*.  T). 

111.  Hau  soll  die  Lfinge  der  Durchscfanittskurre  der  zvei  in  §.  58,  m  betrach- 
teten Flächen  bestimmen. 

Die  Gleichungen  derselben  sind  s'-j-y'-[~*'^^^'''»  «'-f"*' — ri  =  0,  iiroraus 


-8»)'+" 


/-8t:.'      /-!.->■  (,-2.)'         ,■_ .    I     (t-Z»)'         


—  /   ,  , —  —  .-,  _  ,,  mitbiD,  da  die  DnrohachniUsknrra  dBieh  die 

Ebeee  der  ±j  in  vier  gleiohe  Theile  gelheilt  wird,  und  die  OrSneen  reo  x  für  einen 
derselben  sind  0  und  r,  so  ist  dieser  vierte  Tbeil  ^ 

Hui  setze  hier  x^^oosVi  ^"^  >»&"  <ii^i  ^^  ^0>  *"  "'"'  '"^  Oi&nzen  TOn 
91  :  Y  und  0,  und  es  ist  0^-:=  — 2rsinq)cos^,  also 

-7/--^±l=8.  =  -K'/  -+-°"-'        __,2,-,.,s,.„ 

*/  Vi(r'— i*)  *y  ■  Vr.nosv-rV"  — ce»  »> 

*  *  * 

j    VI— Bos'»vi+cos'»  y  J 

"V2/'Vl-i.ln',«,. 

iJijcrcahyGoOi^lc 
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Diese  Grosse  ist  aber  (§.  55,  11)  gleich  dein  TJerten  Tbeil  des  Dmfiing«  eioer 
Ellipse,  deren  Halbaxeu  rV2  und  r  sind,  ho  dau  also  die  ganze  Länge  der  Kurve 
gleich  ist  dem  Um&ug  dieser  Ellipse. 

IV.  Man  soll  die  Länge  der  Durchschnittslinie  der  Kugel  x'-f-j'-f-it'^tk' 
und  des  elliptischen  Zylinders  — +7-;^  I(h*<!a')  berechnen, 

=a».  b*x*+a*j'  =  a»b';y  =  ^Va' —"!;■'", 
-h'=e'.      Daraus^  =   — 


Für  den  vierten  Theil  der  Aber  der  Ebene  der  xy  liegenden  Durchachnittskurre 
sind  die  OrSnzen  von  x  :  0  und  a,  so  dass  also  derselbe  = 

mitbin  der  über  der  Ebene  der  xj  befindliche  Theil  =2a]T,   d.  h.  gleich  deu  Dm- 
fong  eines  grOssten  Kreises  der  Kugel. 

V.  Wollte  man  bei  diesen  Aufgaben  die  Polarkonrdinaten  des  §.68  einführen,  so 
müssten  etwa  r  and  ift  als  Funktionen  von  <f  betrachtet  werden  und  man  hStte 


,  wenn  ifg,  <f,  die  Gränzen  von  if  sind,  die  Länge  des  Bogens  = 


/V(ß)'+'-(F:)-'— ' 


wo  nnu  r  und  tfi  durch  <p   vermOge  der  Uleichnngen  der  Kurve  auszudrUoken  sind. 

Meistens  werden  diese  Polarkoordinaten  mit  Vortheil  dann  angewendet  werden, 

wenn  die  Knrre,  deren  LiJige  berechnet  werden  soll,  auf  einer  Kugel  liegt,  da  in 

diesem  Falle  r  konstant,  gleicb  dem  Kngelhalbmesser,  ist.  Alsdann  ist  die  LADge  = 


T  den  Kugelhalbmesser  bedeutet.     Wallte  man  hiernach  etwa  die  Aufgabe  IV 
ea,  so  wRre  r=a,  und  cos'i|'cosV+p^<»sV"''V=l.  "^ V=,-iriAv+b'co»> ' 


244  hikaH  MDM  beU«blKCO  ECrpan. 


—  2iinifieoii(>  —  =  ■ 


b*(2a'iinyeiuy — äb'tiD^CDiy) 


i'y+b'eoB*»)'         '  8f      u'iin'9>+b<«otV)*' 

.fa.v«>,vr^'V=,  .'■'t'";*''"-^-..  ^i»v=i-co.v=  .t''-^''^°'>_ 

e'nn'r  ,         i     __  b'e°sln'(p 

~  »*iin*»  +  li'i!oi'»'  ~  (a'«iD'»+b'coi')>)" 

(B»"\*            b'e'eoi'»  rey'V'  .       .       b'(»'»lD'»+b'tii»'y)+b'<'ci>«^y 

dpj   ~(a'tlnV  +  b'coi'»)''  M^J  '^       ^~  {».'•iB'»  +  b'ooiV)'  ~ 

ft'b'    X/r^^l'j.      i~-  »h 

alto  d»  filr  den  Tierten  Theil  der  Karva  die  GnUuen  Ton  9  lind  0  und  -^,  so  ist  di« 
Kurreul&Dge : 


r-  =  2««(S.W.VII). 


VI.  Die  Kugel  T*+y'+z'  =  b'  düTcIiielueidet  die  Fläche  (i'+y'+«')'^ 
a'z*-)-b'}''~(~c*i*,  wo  a'^b']>o';  man  aoll  die  LKnife  der  I>tirchgehjiitt4k.nrTe 
bereduiea. 

Führt  man  PDlarkoordinaten  ein,  M  ist  r^b,  also  b' =^  a'coa'tff  coi'fi^- 
b'cos'ifjBin'o) -j- o'sin'tfi,  b*  —  c'  =  cos'i^(a'co«'q)-j-b'Bin*qs  —  c*),  coa*i^  = 
,   so  daaa  wenn  B* — c'=re',  b'—c'^**,  «o**tf>  = 


{•■-«')eo.>+(b'- 


'VW: 


■~i — i — ; — r—  , -,  woraus  wie  oben   \/  I  5-  I  +e<»  ^^—   ,  -i — ; — ;  -.  ,  -.    alio 

da  fSr  den  achten  Theil  der  Dnrchtchnittokurve  die  GrSnzen  von  tp  aind  0  und  -^. 
so  ist  die  Karre  ==: 


/       e  co>  »-f*  ""  *>  ^       e  «II 


e'«in'».i-«'co»"»  ^' 

-/'.■,(..!'.,.;j^'«>V(.--.')(--?)/'V 


d.  h.  gleich  dem  doppelten  Umfang  eines  grOsaten  Kugelkreiaes. 

§■60. 
Soll  man  endlich  des  Inhalt  eines  beliebig  besamten  Körpers  suchen, 
Bo  wird  maD  durch  Ebenen,  die  parallel  gehen  mit  den  Koordinateuebeuflu 
der  xy,  xz,  yz  denselben  in  Prismen  zertheilen.  Sind  die  betreffend«!  Ebe- 
nen in  je  gleichem  Abstände  und  zwar  die  mit  der  Ebene  der  xy  parallelen 
in  dem  Abstände  Jz,  die  mit  der  Ebene  der  xz  parallelen  in  dem  Abstände 
^y,  die  mit  der  Ebene  der  yz  parallelen  in  dem  Abstände  Jx,  so  wird  der 
Inhalt  eines  solchen  Prismas  ^JiJjJz  seyn.  Je  kleiner  ntin  dx,  Jy, 
Jz  sind,  desto  mehr  solcher  Prismen  werden  sich  im  Innern  des  seineir 
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Inhalte  Dach  ztt  berechnenden  KOrperraatnB  befinden,  so  uatu,  weuu  «vir  Jx, 
Jy,  Jz  unendlich  abnehmen  lassen ,  diese  Anzahl  immer  grösser  wird.  Al- 
lerdings werden  dnrch  die  gezogenen  Ebenen  im  Innern  des  Körper»  nicht 
Unter  Prismen  gebildet  werden,  vielmehr  an  den  Begränznngen  hin  unregel- 
massigere  Körperstücke  entstehen;  je  kleiner  aber  Jx,  J^j ,  Jz  sind,  desto 
kleiner  werden  auch  diese  unregelmässigen  Stückchen  werden,  so  dass,  wenn 
man  J^,  Jy,  Az  schliesslich  als  unendlich  klein  ansieht,  dieselben  um  den 
Eürper  hemm  eine  unendlich  dünne  Schichte  bilden  werden,  deren  Inhalt 
mithin  verschwinden  wird.  Wir  haben  demnach  das  Recht  zu  sagen,  der  zu 
berechnende  Körper  bestehe  bloss  aas  den  unendlich  kleinen  Kürperelemen- 
ten  Ji.JyJz,  deren  Snmme  also  den  gesuchten  Inhalt  ausmacht  (d.  h.  letz- 
terer sey  die  Gränze,  der  sich  jene  Summe  nähert).  Was  nun  die  Begrün- 
znng  des  Körpers  anbelangt,  so  wollen  wir  uns  (Fig.  41)  auf  der  Ebene  der 
xy  einen  senkrechten  Zylinder  errichtet  denken,  dessen  Grundfläche  MN  sey, 
and  das  Körperstadi  berechnen,  das  innerhalb  der  Zylinderwaod  und  Stücken 
Ton  gegebenen  krummen  Oberflächen  liege,  die  den  Zylinder  durchschneiden. 
Sind  nun  z,,  z,  die  Werthe  von  z  als  Funktionen  von  x  und  y,  wie  sie  der 
unteren  und  oberen  dieser  krummen  Oberflächen  innerhalb  des  Zylinders  zu- 
kommen, so  wird  die  Grösse 


"ß: 


Jxdj/lb»  =  JxJf%~t,) 


die  Summe  all  der  unendlich  kleinen  Prismen  ausdrucken,  die  über  dem  un- 
endlich kleinen  Rechtecke  PQ  stebeu,  wenn  x,  y  die  Koordinaten  von  P  sind. 
Also  wird,  wenn  y« ,  Ji  die  als  Funktionen  von  x  gegebenen  Werthe  von  p  R, 
pr  sind,  die  Grösse 


den  über  dem  unendlich  schmalen  Streifen  Rr  liegenden  KSrperstreifen  aus- 
drficken;  endlich,  wenn  a  und  b  die  änssersten Werthe  von  x(OA,OB)  sind, 
so  drückt 


Jl'/ljJl' 


den  gesuchten  KOrperinhalt  aus.  Dass  man  bei  der  Summinmg  keineswegs 
die  eben  eingeschlagene  Ordnung  einhalten  nuss,  ist  wohl  klar,  so  dass  die 
Ordnung  der  Integration  eine  willkürliche  ist.  Eben  so  wird  man  unschwer 
einsehen,  wie  man  sich  in  verwickeiteren  Fällen  zu  helfen  hätte. 

Führt  man  statt  rechtwinklicher  Koordinaten  die  bereits  in  %.  66  ange- 
wendeten Polarkoordinaten  ein,  wo  nun  r,  91,  t{i  die  drei  neuen  unabhängig 
Veränderlichen  sind,  so  ist  in  §.62,  lV;9=rcos9)COB^,  t/'^rsinycost//, 
Ö  =  r8tn^,  n  — r,  v  =  gi,  w— tp,  also: 

-— z=co*fieMV,  —  =  —  rstnfieoiiii,  5-  =  — rooijitiD»,  r— =  «ia»cMV. 

0  Q  0  V  OW  C  Q 

—  =rco«^eo«»,   -- =  — rilii,!»!»?..  ■  _-=»inif.,  --==0,   --_  =  ri)mwt 


.  Qoo'^c 


24t)  Inhalt  «ioai  beliebigsu  KOrpen. 

demnach :  fff^^  *^  ^'  ^ffß''""''^'^'  "''**' 

wo  nuD  die  Gränzen  des  aenen  Integrals  den  Rediugungen  der  Aufgabe  ge- 
ihäRB  zu  wählen  sind.  Liegt  der  Fol  im  Innern  eines  allseitig  geschlossenen 
Körpers,  so  Bind  die  Gränzen  nach  r:0  und  r,  wenn  r  jetzt  die  aus  der  in 
Polarkoordinaten  gegebenen  Gleichung  der  begrenzenden  krummen  Oberfläche 
gezogene  Funktion  von  tp  und  yp  ist,  die  dort  mit  diesem  Buchstaben  bezeich- 
net wird ;  die  Gränzen  von  yi  sind  —  g-  und  +  -^ ,  von  ^ :  0  und  2  n,  so  dass 
also  dann  der  Körperinhalt  = 


/••/,  '«•■>■«»/■■•'=  t/»'/. 


ist.  Es  lässt  sich  von  der  eben  gefundenen  Formel  eine  geometrische  Ab- 
leitung geben,  die  vir  hier  beittigen  wollen,  da  sie  die  Anstände  beseitigt, 
die  eine  Anwendung  der  Formeln  des  §.  52  haben  könnte.  Denken  wir  uns 
nümltch  im  Innern  des  zu  berechnendefi  Körperraums  einen  Punkt,  dessen 
Polarkoordinaten  r,  tp,  \p  seyen ,  ziehen  den  Fahrstrahl  r  nach  dem  Pole; 
projiziren  denselben  auf  die  Polarebene  (Ebene  der  ly),  so  wird  die  Projek- 
tion mit  der  Aze  der  x  den  Winkel  <p ,  so  wie  mit  r  den  Winkel  if)  machen. 
Wir  wollen  uns  nun  r  um  Jt  verlängert  denken,  so  wie  rselbst  sieh  nm  den 
Winkel  Jtp  gegen  die  Axe  der  z  sich  drehen  lassen,  so  dass  also  r  nicht  ans 
der  durch  r  und  die  Projektion  von  r  gehenden  Ebene  heranstritt.  Alsdann 
wird,  wenn  Jt,  Jip  unendlich  klein  sind,  Jt  ein  Rechteck  beschreiben,  des- 
sen Seiten  Jr  und  rJtfi,  dessen  Inhalt  also  =  rJvJifj  ist.  Lässt  man  nun 
die  Ebene,  in  der  dieses  Rechteck  sich  befindet,  sich  drehen  um  die  Axe  der 
z  und  zwar  den  Winkel  ^9  durchtaufen,  so  wird,  für  ein  nnendlich  kleines 
J^,  das  Rechteck  ein  Parallelepiped  beschreiben,  dessen  Grundfläche  eben 
jenes  Rechteck,  dessen  Höhe  aber  =tco6ipJ^,  so  dass  sein  Inhalt  = 
t^cosypJvJipJqi  ist.  Dieses  ist  nun  ein  Kürperelement  und  äarch  Sum- 
miruiig  all  der  Körpereleraente  erhält  man  den  Körperinhalt,  wodurch  dann 
obiges  Integral  wieder  zum  Vorschein  kommt. 

I.  Hau  sol!  den  toq  dem  dreiaxigen  Ellipsoide  (g.  57, 1)  uiDschlossenen  Kflrper- 
räum  berechnen. 

Die  Gleichung  des  EUipsoids  irtp  +  TiH — ,=  1,  und  es  wird  von  der  Ebene  der 
xj  in  einer  Ellipse  gescbnitten,  deren  Gleichung  — ,+vi^l  igt.  Demnacb,  wenn 
man  die  ßber  der  Ebene  der  xy  stehende  Hälfte  erhallen  will,  ist.  Zg^zO,  z,  = 
oA/l  — — ,— -^;  ferner  ist  die  Gleiobung  der  Kurve  HN  (Fig.  41)  ^+^  =^  I: 

als«  78=^— h  y/  1  ~  «•'  ^'  ^l'  V^^  '  ~7i  ""^  ^'s  GrÄaeen  von  x  »intf  — -a  und 
-|-a,  so  dau  die  tHg'liohe  HätfW  = 


.yGoo^^lc 


-  X.v,r^  y.  -  y_.vr_T; 

Hätt«  man  di«  obi^n  PoIarHoordiiutteii  eiDgefDhrt,  bo  wäre 

, a;b'c'  • 

demiuMil)  iit 

I   /■      /+¥                          Bv- d'b'c'cOTyi  4    , 

-i/e,  /  — -,  =  j'beir. 

d.  h.  mtui  hat : 

•^       *L.  *     [b*c'««'ipcM'^-|-a'c*co«'ipiin'y  +  l*b'sin'*]l 

ein  Resultat,  auf  da«  wir  apttter  wieder  surflckkommen  werden.  Setzt  man  übrigens 
b'c*=«',  a'c'=:|^*,  a*b*--=/*,  und  a,^,/ pogitir,  so  itt  a'b*c';=a|3)',  aUo 

//•+r                               Eos(.Bii/  4« 

'»/       ^~ ^ — ~~ ~^i^oT7' 

II.    Man  soll  den  durch  Botation  ein^r  LemniRcate  (§.-58,  TI)  entstandenen 
Körper  bereofanen.     Derselbe  ist:  ^ 

t/         **/  *  (Soo*  »«''f  —  1)  oon^Bv. 

Um  dieses  Integral  mi  bestimmen,  «etce  man  ginip=:x  ,  eo*^^=  1  ,   cos'  tf 
T=l  —  X*  und  hat 

/(2eos'»cos'»  — I)*o<».('a*= /(Seos'fi  — Zi'eoa'*.— l)'Bi 

+  ^^p.f(i,.2^-2.'  cos',)'ex  (S.«) 

_  i<ici2y—  2»'<!oi'y>'      Bcft»2y{eos2yi— äi'tos'y)^» 
4  '  '  8 

1  aciw'Zy  /* e« 

''  (cos2fi— 2i*eot'fi)1  ^ 

Ignzcdi/GoO'^lc 
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'  4  "^  8  " 

,    Scos*29>         C  .  \  /2<xn*9'\ 

+  8i72ä„""  (.■'"  =  •>/ ^S^J' 
also  daxz^sinlf': 

f         ,         ,        J         ^        .i..v.(2eoi'>icoi'»— I)'   ,  3e->$Zr^'>HZ 
/(2coa'9C0«'iC— 1)  co»^^'Bt(l=— ~— T^^ ~T 

1/  oos  2  ff 
Da  ferner  gmarc(tg  =  Vcos2y)="  .  =,    «isaro(tir  = 

'  1  1  ,  .  ,  n       ,  cos'»  CW'fl 

coa'aro(lg  =  l/«»»2q))  — 1=0,  so  ist 


/,„      ,         ,         ,,j  -,         3oi»'29.        r  .         ■%  /     co»2y  cos»         „^ 

'  4V2C0*»»      V.  ^     I+C012».    yMii2ff       v 

V  Vl  +  to'S*'       -'     *V2co»» 


~  4  V  äcosfl. 
_    Sixit'2v 

aUo  der  Inhalt :    ' 


4V2     ./^«       CO«»  *V*      /.*  *"* 

=;^[iv^+"vi-«va+^;[".G+f)-<M3] 

C3* 
-7  l  =  4V2'l«T'^sJ— g-^ivä'l«"«  sj- 

(Vei-gl.  S.56,V.) 

III.  Ein  senkrech bcrKreissjüuder  wird  mit  einer  Ebene,  die  durch  einen  Durch» 
meRser  seiner  Grundfläche  geht,  und  mit  Istiterer  den  Winkel  a  macht,  geicbnitten. 
Man  Botl  das  KOrperBtück  berechnen,  das  dadurch  vom  Zylinder  abgesohnilteD  wird, 
wenn  r  der  Halhnesaer  des  Zylinders  ist. 

Nimmt  man  den  Hitielpunkt  der  Grundfläche  zum  Anbrg-spunkt  rcchlwiDklioher 
Koordinaten ,  den  fraglichen  Durchmesser  zur  Axe  der  7,  die  Grundfläche  mrEbeae 
der  X.J,   so  ist  die  Gleidiuug  des  Schnitt«:  z^xtga,  und  e«  lind  die  Grincen  TOn 
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z  :  0  und  xtga,  Tony:  —  Vr"— x'  und   Vr'— x'.   Ton  x  ;  0  und  r,   lO  d&U  der 
an  berccliDende  KUrper  gteicb 

J'.'J'jv,^J':""j':JiV0:rJ:^''-  ■•-»t-«- 

Dabei  ist  rtga  die  Höhe  des  KOrpentOoka ,  ao  dass  letzteres  =:-äT*hiBt,weiin 
maii  mit  h  die  Hohe  bezeichnet. 


Elfter  Atwchnitt 

Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 
§.  61. 
Das  beetimmte  Integral  /f(x)3x  hängt  (§.49)  bloss  von  denWertheo 

von  a  nnd  b,  so  wie  den  etwa  Doch  in  f(z)  vorkommenden  Konstanten,  be- 
greiflich aber  nicht  von  x  ab.  Gesetzt  nun,  a  nnd  b  seyen  Fnnktionen  einer 
Grosse  a,  die  etwa  anch  nocb  in  f(x)  vorkomme,  was  wir  dadurch  anzeigen 
wollen ,  dass  wir  f  (x,  a)  ftlr  f  (x)  schreiben ,  so  ist  natürlich  das  bestimmte 

Integral    /f(z,a)3z  eine  Funktion  von  a,  und  es  kann  sns  die  Aufgabe  ge- 
stellt werden,  den  Differentialqnotienten  dieser  Grösse  nach  a  zu  bestimmen. 
Sey  unn 

/f{..  «)8i  =  r(i.  «).  «Uo/f(i,  a)  Bx  =  r{b.n)-F(.,a), 

Miat(§.7): 

^     /*«,    ^fl,       aF.(b.a)8b  ,  8r(b.a)      8F<»,b)  8a      8F(ft.«) 

NoD  ist  aber  offenbar 


demmch  irt^^.i  =  f(b.a),  ^=-'=t(8,B).    Was  femer  die  Grösse 

8r(b.«)  _  eF(a.a)  _  d(F(b,a)-r(a.a» 
anbelangt,  so  ist  sie  offenbar  gleich  dem  partiellen  Differentialquotienten  von 
if(i,a)'dx  Dach  a,  wenn  man  dab«  a  und  b  als  Baabh&ogig  von  o  ansieht 
Was  denselben  anbelangt ,  so  ist  er  = 
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-./%^  »■<»•«'■ 

Bo  daes  endlich 

i/,(...).../%..+.0...>|;'-.(..)L'.  (») 

Sind  b  und  a  unabhängig;  vnn  a,  so  sind  jr~,  i-  Null  u.  s,  w. 
Der  Satz  (50)  ial  eiae  frucfalbars  Quelle  fUr  Bildung  bestimmter  Integrale.    So 
iit(8.50): 

y  .-.l.0,.)a.-,;^p.y  .— ..(bx)..  -  j^..  a>0. 

Hier&vs  folg't  durch  nmalige  Ditferentiatioo  noch  a: 

/x%-".ta(bi)8«  =  (-l)'b-!-r-jX^')./x%~"co.(bx)ei=(-l)'i-(    ■    ). 

Di«  hier  rorkonunenden  Diffttreotiftlquotieiiten  lasaen  sich  leicht,  beitinuneii.  £■ 
iatnAmlioh,  wann  wie  immer  V  —  l^i: 

_» Ar_i___L_i   8'  f  ^  1,.   '  Ff  1)'  ^•^■■■''  - 

»•+b»~      2biL»+bi     »-bj'    g^«V»*-hb*J  2biL^  {»+1,1)*^ 

(.-bl)^  -■      ^^  •-      (•■+b')+    .  J " 

wj  da«s,  wenn  a+bi^rfcM^-j"'*'"?).  also  a — bi^r  (cosip  —  isinqj)  („Gnind- 

züge"  S.  10) ,  man  bat : 

(a+bl)'''"=  r'+'fc»is(n+l),+lsln<»+ 1),].  (a-bi)'""^-  t'+'Ceos  (.  +  «.- 

l.io(.+  l),)  M.17,1V),  (.■+b')"+' -!'•■+". 

(a-bi)'''''-(.+  bl)"'''  ■lo(.+  l)>  .  »'  r     b    ->     1.2...nsl.(.+l)> 

sbi(.-+b')-+'     "     b,'+'  ■     '  ;7»-''+''-'"      ,■+' 

Eben  m 

.    ..■  8*  /:     »     1  _(-')'  a'  f      1 ,        1      1      I.2...DCM(o+l>T> 

mithin 

/"*  -"^   ,h  *«        t-2-P«h.(D  +  l)»     ff^                        1.2..nc«fn+l)y 
/i  e      nii(bi)ex= äTi^^       '  /  *  co«(bi>8i= ^^ -,  W 

wo  r=   V^'+h*,  MD»  =  ^,   CM»  =  — ,  a>0. 

Ferner  Ut  (J. 50) l  /*   S*     _  * 

Hieraui  folgt,  wenn  man  nach  a  di^reniirt: 

Goo'^lc 


/itdbx 
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Es  versteht  hiebei  aich  von  Reibst,  dass  in  dem  SatM(50)  alle  Torkammendeii 
Grüssen  bestimmte,  eDdliohe  Wertbe  hftben  mflieeii,  wenn  er  gelten  soll. 
H«n  hat,  wenn  a  aod  ß  nicht  negafir ; 

fit/   e~"im(bi>e«=:yB»/B~"räi(b»)Bl. 

Da  aber 

y  e       i.in(bi)ea=-  '-^^ ««(bi).    ^  e~",it<hi)  Öl  =  |^-.-^j^. 

ao  int  also 

Setet  man  hier  etwa  a  ^0,  ß=  oo  ,  so  ist  fllr  b>0 

ein  wichtiges  Resultat,  du  vir  sogleich  noch  in  anderer  Weise  oachweisen  wollen. 
Man  hat 


''<ibiey=ihis/e~"'e7  =  — — 


Aber  /e       iibier=  ifais/ e 

also  da  für  y  =  00  und  pasitirem  x  :  e~~*'^  0 : 


Ferner(§.50)^  /e   ''stii»8i=  j^,: 


/»Intex  _  /*  8r    _  * 


Setzt  man  hier  hz  für  X,  also  p—^  b,  so  sind  fHr  b^O  die  Gränzon  ron  siO 
und  00  ,  mithin 

/sräifli  /'iin(bi>8i        /»lobt 

d.  h.  es  ist  auch  ($.  49) : 

/=!Ö8.=  |.b>0.  (J) 

Hat  man  das  beetimmte  Ooppelintegral  ^ 

Ignzcdi/COO'^IC 


aad  sind  a  und  b  Funktionen  von  a;  a', b'  von  ß,  so  ist  natttrlich  eben  so 

wie  man  leicht  aas  der  Gleichung  (c')  in  §.  51  ableiten  wird,  die  hier  gibt: 

V  =  F(b,b',«,«  — r{b.a',(<.,fl-r(ft,V.«.j»)  +  F(»,a'.<..Ä. 
wenn  JitlH^.j.a,ß)Bj  =  FU,y,a.0). 

Wir  fügen  hier  noch  folgende  Beispiele  bei : 

1)  Wie  in  g.  5S,  11  sey  io  der  dor%en  Fig.  43  0  d«r  HiUetpunkt  einer  Kugel, 
deren  Halbmesser  aber  ^OC  sej;  man  soll  nun  OA  =  m,  OB=:D  so  bestimmen, 
dau  da*  Stßck  Körper,  das  zwischen  dem  Qber  OACB  stehenden  ParaUelepiped  und 
der  Kug«lflilcho  liegt,  ein  Maximum  sey. 

Nachg.  eObt  der  Inhalt  ~lix  Itj  ftt.  x'4y'-)-i"— r,  in*+n*  =  r*. 


ti= /Bi  /  V'''  —  »'  —  y'fly  ^1  MaiimniD,  and  m'-i-n'  =  t'. 

Also  ist  nach  §.  32 ; 

8F«>-Um'+n'-r')3 ^ ^ ^  6 [»-Jl(m'+n'-r')] ^ ^ 

Mtsen.     Aber 

*»"  ^~i^'l~""  =  *'  '-^^' f -210  =  0.  "i'+n'=r'. 

«ans  ni  =  ii  =  rV'T' 

Da  wenn  n  Funktion  von  m: 

cm  vta  Dmoncm      pnVi3  m^        Un  tl.m 


t>«  iitfllr  m=:n=r  VI: 


b(">  = 


V8' 


.  also  negativ,  so  daas  v  ein  Haximnm  ist  (§.  24). 

2)  Wenn  man  zwei  R&der  kgnsUruiren  soll  so,  dass  ihre  Winkelgeachwindig' 
keiten  m  einem  gegebenen,  sonst  aber  beliebig  veränderlichen  oder  konstanten  Ver- 
hältnisae  stehen ,  nnd  es  ist  a  die  Entfernung  der  beiden,  parallel  angenommenen 
Drehazen,  also  auch  die  Entfemuiig  der  zwei  Punkte,  in  denen  diese  Axen  die  Ebene 
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treffen ,  in  der  die  beiden  R&der  liegen ,  so  kommt  die  Aufgabe  offenbar  daranf  hin- 
aus, in  dieser  gemeinaohaftlichen  Ebene  iwei  Suiren  eq  konstruiren,  die,  indem  sie 
lieh  um  die  Äzen  (Funkte  in  der  gemeinseliafUichen  Ebene)  drehen,  aioh  auf  einan- 
der abwickeln ,  wobei  die  Oeschwindigkeit  der  Bewegung  das  gegebene  VerhUtuiss 
hat.  Nehmen  wir  (Dt  jede  Knrre  den  Drehpunkt  als  Anfangspunkt  von  Polarkoor- 
dinaten, d'e Linie  a  alsPolaraxe,  so  sejen  r,  lU  die  Polarkoordinaten  fttr  einen  Punkt 
der  ersten  Kurre ;  r, ,  m,  fSr  den  entipreohenden  Punkt  der  Eweiten ,  wobei  wir  das 
Wort  entsprechend  so  Terstehen,  dasa  in  diesen  zwei  Punkten  zu  einer  gewissen 
Zeit  die  Knn-en  sich  berühren  weiden.  Da  die  Karren  sich  auf  einander  abwickeln 
snlleii,  so  nrau  (j.55): 


fvm^--fvm- 


sejn.  Da  ferner  die  Drehung  mSgliob  sejn  soll ,  so  muM  r-|-r,  =a  seyn,  und  da 
endlieh  das  Yerhaltnisi  der  Winkelgsscbwindigkeiten  ein  gegebenes  ist ,  so  ist  a>( 
all  Funktion  xon  <u  bekannt,  d.  h.  w,  ^fio>).  Die  erste  Gleichung  gibt  durch  Di& 
ferentiation  nach  ni 

Da  wir  annehmen,  es  wachsen  a>  und  m,  ni  gleicher  Zeit,  d.h.  es  *ej  'ö~^  0> 
so  hat  man  also  « 

aus  welchen  drei  Gleichungen  r  aU  Fnnktjon  von  m,  und  r,  als  Funktion  Ton  », 
darzustellen  ist.     Nun  ist  r,;=za— r,    g^  =  f  («),  so  das«  also 

r  ^  (a  —  r)  f  («) ,  Ti>raiu  r  als  Funktion  Ton  ■.  , 

Dann  gibt,  wenn  man  r=B-^r,  setzt  und  <a  durch  ü)^  mittelst  oi,  =f(a>)  ersetzt, 
dieselbe  Gleichung  auch  die  Oleiftiung  zwischen  r,  und  a>(.  Wir  wollen  etwa  an- 
nehmen, es  tej  «D, ^=(ia>~|-j3iinjni0,  so  ist  f  (a))^=a-{-m^cosm(u,  so  dass  dieOlei* 
ohung  der  ersten  Kurre  ist: 

~     '  l-|-n-|-  mffcosms' 
dl*  der  iveiteD  ladet  sieh  durch  Elimination  ron  a  aoi 

r.  = ; — ■ — ■- — — — ,  tt,  =  om+iJiinm«. 

Ann.  Dl«  Konitanten  a,ß,m  kann  mau  in  i«nohied«ner  Weite  bartimmen.  0«*M(t 
etwa  maa  lerlange,  das«  das  aine  Rad  den  Tjeiten  Theil  seiner  Bewegung  in  dendben  Zeit 
■nrfleklega  vie  das  andsre,  so  mnsi  für  d  =  - ,  «,  ~i«,  £ff  auch  Oi  dieselben  WeiÜM  ha- 
bw.d-h.  eemiisi|-  =  a.|-  +  flsln^,  «=B«-|-ß»lnn)«.y«  =  «-g«-|-^iin-|^.   , 

Z«=(i2i(+,4tiu2ni«ieyn.  Verfangt  man  daiu  noch,  dassnro=  -5-,  «,  — «,  2«  such 
T  denselben  Wertb  anninmit,  wie  fBr  ■  =  0 ,  lo  mnu  sejn : 


i/Goo^^lc 


Daa  iDtegnl 


a-\-nijlcot2mn 

Diesen  Bediof^Diigen  genügt  a  =  i,  a  =  1 ,  wlhrsDd  ß  noch  uobflstinmit  bleibt.  —  Di«  Grilgse 

Or.  -j-^ ,  d.  h.  ~-  drtokt  io  Jedem  Zattmoineot  du  Verbaltalu  der  WinkslgatcbwiDdig^elteD 

-    vu.     QeiMtC  nun .  e>  M7  Torgeichriebeii ,  ei  m1I«iii  der  grOttta  und  der  klalnite  Werth  ttm- 

Mlb«D  (d.h.  0^-4^  und  11  —  4^)  la  einuider  lieb  wie  J  tu  y  TerluUWn,   lalit  t  — 4()  = 

1     1— V 
y(l+4C).|*=-7-  YjT^'  **^**'  ****  fllr  nniMn  Fall : 

I+^co.4. 

_  l  +  r a _      I   1  — y  m_p4« 

2+i^«i4*'    '      2+1^00.4»'    '  '■*"'      * 

1+y  ,1+7 

Die  beidsD  BJtdei  bewegen  lieh  dann  lo ,  dsu  Tenn  du  «nte  gleichfSrmig  gedrabt  «ird ,   du 
ivaite  bftld  etwa«  laogiamer.  bald'  stwu  KhneUer  lich  dreht,  ala  du  erat«. 

§.62. 

/■"-»■ 
E»  sey  das  Integral  /     «.     ^^  Eiir  BestimmuDg  vorgelegt.     Setzt  man 

den  Werth  tlesaelben  =k,  80  ist  auch  /  «      3y=:k  (§.49)  und  A    e  "  Bx 

/•*  -7« 

/     •     (Jy  =  k*.     Aber  es  ist 

/:-/.'    "'M.'  •'"/.•■  "/.'"■ 

Mdwalic.  /^'  /    •  »y  =  k'' 

Setzt  maD  hier  (§.52, 1,  1)  s  =  u,  y  =  uv,  so  ist  x*+y*  =  u»(l-|-v*), 
und  also 


'-/ao+t.')    2 


'  2  ■  2  ■ 


r.k--5-v- 


1=--  V«.  («) 


/•*'  -»•        1 

v>  du*  alte  /      e      8 1  =  —  ' 

Hau  kwin  dasielb«  Resultat  Mif  einen  hieTon  ganz  rera^iedenen  W«ge  erbal- 
lau.     St(>l)e  a&ntich  HN  (Fig.  47)  «ine  Kurre  vor,  deren  Gleichnog  L=:r~*      ist. 


Dw 


und  mui  lasse  diese  Kurve  sich  um  die  Aze  der  2  drehen, 
M>  wird  sie  ein?  krumme  Oberfläche   besehreiben ,    deren    -^ 
Gleichung  ist  z^e  ,  und  der  Inhalt  des  von  dieser 

Oberfiäche  und  derEbene  der  ny  eingeschloMenea  EOrpers   n 

;«(§.-"    ■ 

-»-OD  _ 


£J:^' 


■>!. 


4a,  wie  man  leicht  sieht,  die  Graasen  nach  x  und  y  sind  — ac  und  -|-Q0  .  Sej 
nun  ab«  OF=:z,  PQ^r,  so  ist  £^e~  ,  und  wenn  die  Surre  sich  um  die  Axe 
der  z  dreht,  so  beschreibt  PQ  einen  Kreis  Tom  Halbmesser  r,  dessen  FlKehe  also 
^r*;r  ist.  Denken  wir  ans  nun  in  der  Entfernung  /1e  Ton  PQ  einen  zweiten  mit 
dem  eben  betrachteten  parallelen  Kreis,  so  wird,  wenn  dt  unendlich  klein  ist,  zwi- 
sehen  beiden  ein  SlAck  KOrper  liegen,  dessen  Inhalt  :^r*R  Jz,  oder  da  r*  =  —  l(z), 
so  wird  der  Inhalt  = — nl(ij  Jz  seyn.  Der  niedents  Werth  von  z  ist-O,  derhOcfaite 
=  1  (fürx^O);  demnach  ist  der  ftagliohe  KOiper,  den  wir  zu  berechnen  haben, 
auch  gleich  (§-6'): 


'fi- 


1(.)8.). 


-•/i'we 


«[— lJ(».3e.lundS-2 


,  m)= 


—  CC         -00  —40        »  0  • 


=  T'   k=-^»/*.    «.62,3.) 


Setzt  man  in  (a)  x  — az,  a>0,  so  ist  r- 
sincl  ebenfalls  0  nnd  cc ,  so  dass  (§.  49,  IV) : 


/.-"■».=./.-■•.., 

■ialM 

'/?-'..l^'.      .. 

Setzt  nun 

hier  V«  fHi  »,  «0  i.t/\— "'».»^ 

Dan  nmal  nacl 

/?.-■.. 

=  1^.5y.,_„-±^.. 1.1.1 

i^%^i^.->»- 

=  a  und  die  Or&nzea  von  't 


woraae  nun,  indem 


i/Goo^^lc 


eben  bo  nan : 
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OD 

Will  iDan/Ä*'"'"'e^'*'9x  erhalten,  so  ist,  da  /xe~'*'3x= — '-e""', 
nach  §.36,  (41)': 

y>-.--..,A'-„-2..-q^.l=y;"-.^-., 

unddaförx=cD:x*''e"^*'=-"^=0(§.22,  11).  so  ist  (§.49,  V): 

Dm  Integral/— -=1;^  kommt  niuniUelbar  anf  dai  obige  sorück.     Man  Mts« 
y  V— It» 
« 

nliiüii*  x=e~   ,  l(x)= — z',  ör  =  — 2Be~*  ,  lo  ist 
und  da  di«  Grlozen  Ton  b  sind  X  und  0,  so  iBt 

1  «  CC- 

0  OD  s 

Will  man  weitet  den  Weith  von   /e~*'''cos(bx)9x  ermitteln,  so  setze 
man  denselben  =o  und  hat  nun  (§.61): 

Aber  es  ist  (§.36),  da  /ie~''''Bx  =  — ^.e""''*: 


Bo hn^       l_  8b_        b 

Bb~       2s'*     a   8b  2^ 


i/Goo^^lc 
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Danns  folgt,  dass 

worin  C  Dicht  von  b  abhängt-    Also  da  l(n)  =  —  I7i~l~  *^>    so  Ut  u  = 


,  d.  h.  da  e   eine  williarliche  Eoustaote  =  C,  es  ist 


Je  oai(bi)E 


worin  C.  nicht  von  b  abh&ngt.     Setzt  man  also  hier  b  =  0,  eo  ändert  sich 
natfirlich  C  nicht,  and  man  hat: 

00 

J.      8.=e.d.h.c-  =  :^. 

und  endlich 

y.-"''co.{bx)d .  =  ^ r*'*.  a>0.  (.) 

« 
Dass  man  dnrch  Differentiation  nach  a  oder  b  hieraas  neue  Formeln 
bilden  kann,  ist  klar. 

Das  DoppeliDtegraiy  8 1  y  ■     ,  =^  lÄi«t  lioh  leicht  hiedurch  auf  ein 

einfiwhea  gurflckfBbren.     Hau  hat  n&mlich  nach  §.  61 : 

Vi   ~vr+?      -/vTT?/  '*  = 

/'.""''»?/'-»■•+»■,■).•      V«A~"''er        1 

§.63. 
I.  S«7  das  Doppelintegral 

y  i+jV  i+r' 

das  »ffeabv  =  /  ^  i^'  9x  ist,  vorgelegt,  so  hat  man  nach  S. 61  (g') ; 

DUa(*r,  Dmr«tM-i.lBM|nl-Rwt>*l(.  |f  ^^V^ 


/•'a.    /•'i,  _  /.».  /»>    _  /■'  / iB. 


_      l(l+»rt  1  1(1+.')   ,      ; 
/        »li  _  _  1(1  +  1)  1       1(2)       I 7_  «^ 

yii+««0+i")         i+r''^z(i+j')"^i+;' «■ 

y%;?..=f.(...     (., 

Sstst  man  hier  x  =tgz,  ao  siod  die  Gränzen  von  s  :  I)  und  -r  und  man  bat 

y,  ■+«■.  .=.■=  8  ""• 

'■'•  y*l(l+i,.)8,  =  il(2).  (••) 

n,  N«ch|.62i8t 

A-  1    -K)'  /■"-  /•*■■•• 

•  /b         co»{2bi)ex=yl/«e       '    .  /«e      «a  /  e         ciw(2bi>e»  = 

Aber  die  erste  Seite  ist  auch 
vährend  die  zweite  gibt 


indem  nach  §.50,  VIII  iinmer/^f(^x-f^^ei-ytCV4V-fi')8i  ist,    wenn 

b  >  0.     Demnach  ist  die  zweite  Seite 

iv.."/>  +  -'..=  iv.."/r--'..4v^...-».|v.(5.62,--,-» 

l)r.„rdi.G00l^lC 


BeBtimmnng 


OD 
J  0  *  +» 


»dM,  y_-^-j-8.  =  -e       .yj-^.8.  =  -.      ,b>0.  (b) 

Uebrigens  gilt  dies  auch  noch  fUr  b  =^  0.     Darch  Differentiation  nach 
b  folgt  bieraoB : 


/l-fi' 


.  b>0.  (0 


Setzt  man  x  =  ~,  vo  a>0,  so  sind  die  Gränzen  TOn  z  wieder  0  nnd 
00  ,  nnd  man  hat : 


■o  mflsstc 
(inb: 


d.h.  wenn  man  ab  fflr  b  setzt: 

Eine  weitere  DtfftrentiatiDn  nacb  b  iat  nicht  mehr  geRtattet,  da  dieselbe  geben 

y  »'-!-»•"-    2*   ' 

/X  «  OD  OC 

'  /c(Mbx8x  =  0  seyn,   was  nicht  «ul Assig  ist.     Denn  /eosbx  8xt=— ~. 

zwar  0  fUr  x::=0,  aber  fQr  x^X  iat  dieser  Werth  unbestimmbar.  (Vergl. 
ä.88.) 

Cbigegen  werden  Differentiationen  nach  a  ganz  unbedingt  gestattet  eeyn. 
So  w&re 

nnd  durch  Integration  nach  b : 

Das  Integral  /"*c<..(»tg.)8i 

kommt  auf  Obiges  inrück,  wenn  man  tg>^=a,  also  ^7^g~=  '•  r~=]'_i..'i  »etitt 
WD  dann  die  Orftnzen  von  z  sind  0  und  Od,  so  dass  Coonlp 

17»        ^         o 
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y"%-(tii.)i.=yi^,a.=|-.-'..>a    (ö 

m.  Wir  won«D  das  Doppelintegral 
in  Shniicher  Weise  behandelD ,  wie  in  Nr.  I  geschehen.     Da 

•       •  • 

Nun  ist  aber 

/•    («■+"■")»« iL/ifi 1_ ■^,,, 

y  l-t-2nco.i-|-a*i'      2aiy  V        l-i-a»ieMi+»'»'J      ^ 
J^       /*  8i I a'i'— 1 /•  e» I 

2'V  l+«nco«i+a*»'~2««''"    2s(  y  l+g»iwi»i-fä^~  2»i 

.■v„;'::rr'->....-"(-'-'iVijggiH) «--.. 

Da  aber  a<l  nnd  z<l ,  so  ist  (1  -f-a'z*)'  —  4a*z*  =  (l  —  a*z')' 

V(l+a'z')'  — 4a'z'=l  —  a'z',  nnd  eben  so  "X/j  t '1^,'^^*'    = 

/>,-ir;'.'..-^.-,-f;°°- 
^„  /;'./'' '"+"")gv,,o. 

y    y  i-t-2t»t«x+«'i'  , 

d.h.  sDdlieli  /l(l+2«<(«i+s'}8x  =  0,  l>s>0,  <h) 

Ist  a>  1,  SO  setze  man  a=— ,  iro  «<  1,  nod  man  hat: 

0  «  f 

yi(i+8.CTii+.')»i-i(«")y8«, 

d.h.  dayi(l+2«co<x+«')3x  =  0,  l(o')  =  — l(a=): 

.  Gooi^lc 
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/l(l+2»ci>ii+»»)ei  =  j(l(«'),  »>1.  (h-) 

Setzt  man  n — x  ftir  x,  so  ergibt  sich  leicht 

l>a>0,  1<»<«  . 

Fttr  a=  1  geben  alle  Foimeln : 

yi(n-ooii)Bi=-*i(a>=yi(i-M.:i)8.,    (i) 

d.h.  da  l-^aosx:=2c(M'-=-,    1  — oosx^Zsm'-n'i  wenn  man  2x  fttr  x  setzt: 

y'i(««)Bi=y*i(«iix);8i=- 1-1(8).     (i-) 

IV.  Es  ist,  immer  nnter  der  VoraDSsetzung  1  >  az>  0 : 

y  l+2aico«i+»*«'~l— »*■'' 
* 
*       1  I 

.Im  /fl'/',  I,   ""'.    .  .  =  «''/U^=-^l(l-»').a>?.       (k) 

y      y  l-l-2aEMai+a*s'         J  l~»'a'         2»  ^  "    <1 "        *■  ' 

*       •  0 

Aber  es  ist,  daBiiiz>0: 
und  da  arc  (tg  =  cotgx)  ^  ~ — z : 

f        ci i_r    f^  .»+«0*»'^    *  +  1 

y  l+2»tco«i+a'.'-»riiixL*"V*"    das    J      2 ''"  J 
Nim  iit  über  (§.36,  Formel  C41)): 

,   Gooi^lc 


2M 

Dm 

r-tegmiy    B 

8i 

»+mß 

■a+. 

«coa 

2 

o+in|9cc«.m 

1  +  ß  +  m/* 

!+«-!■ 

mi»c 

"*   2 

mir 

l+a+mfltot- 


Diwen  BedinguDgeii  genügt  m  =  4 ,  a  =  1,  «Bbreod  ff  noch  nDbe&timmt  bleibl.  —  Dis  OrSsBe 
Gr.  -j-^,  ib.  g-^diOcUia  jedemZeitnameiit  duVerblltniMdbrWiiikelgeKbirindigkeitMi 
'  MU.  Oeietit  DOD,  ei  m;  nrgMehriflbflD,  ei  lollen  der  grOnte  and  der  klslnate  WaiA  des- 
Mlben  (d.h.  a^i-i^  and  tt~iß)  m  einander  «leb  *ie  1  ta  f  reAiiiea,  le  iit  l'-4|f  = 
j.(l+4)»),j»=-^y^,K.d4MBl»fQT  ODiern  Pill : 

,-,    —J+X . i . uij^!?!^ 


,   "^00.4.'    ■      2  +  i£?«,.4«'     '  '  +  ''      * 

Die  beiden  Rftdei  bevegen  sieb  dtum  *o,  tut  venn  du  ente  gleiehKinnig  gedreht  vird,  du 
i*eite  bald  etwM  langniner,  bald  etwa*  HfaneDer  «ieb  drebt,  all  dai  erste. 

§■  62. 

Es  sey  das  Integral  /     <     Bi  zar  BestioirnnDg  vorgelegt.     Setzt  man 

*  '       r'^-j'  r^  -.' 

den  Werth  desselben  =k,  80  ist  auch  /     a     8y  =  k  (§.49)  «od/     e     6» 

/     e      dy^k*.     Aber  es  ist 

00        00  _,^,,    „  „«      „OC  _   ,   _  ,  OD  _  OO  _    , 

/:'/.'"'/:'/.•  ■"-/.'■  "/.'"■■ 

todauabo  /ei    /     e^   ^"BT  =  k'. 

Setzt  man  hier  (§.62, 1, 1)  x  =  u,  y  =  uw,  so  ist  x'+y'  =  (i'(l-|-w*), 
und  also 

'  -y.'  y.      "-Ji'Jr     "■ 

.00 


MduoUD  /     e      6*=2  V.  <») 

Hao  kann  duHlbe  Resultat  «af  «inen  hieToo  gwu  venchietknen  We^  erhal- 
ten.    Stelle  nSialich  HN  (Fig. 47)  eine  Kurve  tut,  deren  Gleichung  ■=e~*     ist. 


L.- 


!■  rntegrkl    /     e      8x. 


und  man  laue  diese  Kurve  sich  um  die  Äxe  der  z  drehen,  f^g-  V. 

M>  wird  sie  ein»  krumnie  Oberfläche    beschreiben ,    deren    -^ 
Gleichung  ist  z^e  ,  und  der  Inhalt  des  von  di< 

Oberfläche  und  derEbene  der  xy  eingesehlosseneD  KOrpers  • 
Ut(§.60):     • 

da,  wie  mau  leicht  sieht,  die  Grtefen  nach  x  and  7  sind  — 00  und  -^<fi  .  Sej 
DUD  aber  OP=z,  FQ=t,  so  ist  E=e  ,  und  wean  die  Kurve  sieh  um  die  Axe 
der  I  dreht,  so  beschreibt  FQ  eiueu  Kreis  vom  Halbmesser  r,  dessen  FlSohe  also 
=r*!T  ist.  Denken  wir  uns  nun  in  der  Entfemong  ^i  von  FQ  einen  iweitep  mit 
dem  eben  betrachteten  parallelen  Kreis,  so  wird,  wenn  ^z  unendlich  klein  ist,  cwi- 
seheo  beiden  ein  Stück  Kflrper  liegen,  -dessen  Inhalt  ^r'n  4t,  oder  da  r*  = — l(z), 
so  wird  der  Inhalt  =^ — nl{i)dz  aeja.  Der  niedersts  Werth  von  £  ist-0,  der  höchste 
^I  (fiirz^O);  demnach  ist  der  fragliohe  KOrper,  den  wir  zu  berechnen  haben, 
auch  gleich  (§.  5<): 

«y{-lWes)  =  -*/l(i)es=-«[-IJ  (S.3ß,I  und  8.22,  ni)  =  «. 
Mdassalao  fii       /«"''"^^''exs«. 

■'-OO      •'-OD 

Aber 

+  00       +00  +00      OC  00       OD 

yix    /,-"•*'••>,-*/».     /■.-'■■+'-'.,=4ya./.-'-+'"'aH!.«.vn), 


,.'»      «' 

/••/• 


—  00 


Setzt  man  in  (a)  x  =  az,  8>0,  so  ist  g^  =  «  and  die  Gr&niea  von  i 
sind  ebenfalls  0  und  00  ,  so  dsss  (§.  49,  IV)  : 

/.   ..-./.    ... 


OD 

Setzt  man  hier  y/itta  i,io  ist /«   ' 

woran«  naD,  indem 

/^.-•...iv.!^.,_.,-iv. 

]     8     6 

Sil:- 

...-i-.-»-. 

l.S.6..{2ii  — 1)V« 

•>o- 

D» 

nGooi^lc 


£56  Dia  iDtegrala  / 1  •         8i,      /e  cDi(bT)ai. 

Will  man / x**^'e~*"  9x  erhalten,  so  ist,  da  /xe'^*'8x= e~'**. 

J  0  J  2»  ' 

nach  §.36,  (41): 

und  da  ffir  x=  00  :  x*°e"^*'  =  -^=0  (§.22,  11),  bo  ist  (§.49,  V): 

eben  so  nun : 

Du  Internl  /— : kotnmt  immittelbar  auf  das  obise  zarück.     Man  Mtie 

und  da  die  Grkiuen  roa  z  sind  30  und  0,  bo  ist 

0  CO  • 

Will  man  weiter  den  Werth  von  /e~*'''cos(bx)8x  ermitteln,  so  setze 
man  denselben  ^n  und  hat  nun  (§.  61) : 

OD 

Aber  ea  ist  (§.36),  da yxe~''''Sx  =  —  jL  ,-■'■■. 

/..-'•.ta(brta.  =  -!l|a^.--+i/.--»(l,„B.. 
/■"   ..  b     /■-....  1, 

anGoOi^lc 
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Danns  folgt,  d&as 

worin  C  nicht  von  b  abhängt-    Also  da  l(u)  =  —  ITi"!"^'    «>i8tu  = 
e    *•'  .    =  e"  e    *'',  i.  h.  da  e''  eine  willkflrliche  KouBtante  =  C,  ea  ist 


/  e         eM<bi)ei  =  C'e    *', 


worin  C.  nicht  von  b  abh&ngL     Setzt  man  also  hier  b  =  0,  so  ändert  sich 
natflriich  C  nicht,  und  man  hat: 


DasB  man  dnrch  Differentiation  nach  a  oder  b  hieraus  neoe  Formeln 
bilden  kann,  ist  klar. 

Da«  DoppeliDteBTal  /  B i  /   .  ,  .  .— ■  Uiit  üoh  leieht  hiednrch  auf  «in 

*  •;    ■;  vi+x'+y' 

«iofochea  mrftckftUireii.     Man  hat  nämlich  nach  §,  51 : 
00      Vrf^  00  i 

f       A-(«'''+fc'>')„        f        /•  -<A'+i.V+M«'j')ft 

•;    ■;  vi+x'+T-  -;    '^  ^  •;  vi+x'+a+>v 

go      i  i  00 

§.63. 
I.  Sey  das  Doppelintegral 

/H-x'/i+t' 

daa  offenbar  =  f-rr  -r^^  >Bt,  vorgelegt,  so  hat  man  nach  8.51  (g'): 


268  DMlntegnjy  ^^-*'ei. 

Aber       /" It" =  --L_/L!i_j._i_ /'.iiL.i-    r     /"  •• 

UI_L....t        KIJ n  _  '  ' 


l(i+»r)  I  Ki+i')     

1  +  ,'    "^2(1  +  ,') ■^1  +  ,'" 


y(n-w)(i+.-" 


/uH--r>..=j,«,    ,., 

Setzt  man  hier  x  =tgi,  ao  sind  di«  Gränzen  Ton  z  :  0  nod  -j-  and  nuui  lut 

(f- 
'■'•  /*I(I+«.)»._|-I(2).  (,■) 

11.  Nach  |.  62  ist 

>y  •~""c«.(2bi)8..  iv"«    .  y""-«  ■/•"""■»•(2b,)»,  = 


i-/ 


°--(t)'. 


Aber  die  erste  Seite  ist  auch 


/«.(2b„.,y7.-<'+-  '-a-  |/f|?^ »,  (8.62), 
während  die  zweite  gibt 

iQdem  nach  §.  50,  VIII  inimeryf(x4-  |^Bi  ^y*! ( ViT+T') 8 x  ist,   wenn 
b  >  0.     Demnach  ist  die  zweite  Seite 

.  Gooi^lc 


Beatimmmig;  ii 


Uebrigens  gilt  dies  aacb  Doch  fUr  b=:0.     Darch  Differentiation  nach 
b  folgt  bieraus : 


Setzt  man  x  =  — ,  wo  a>0,  so  sind  die  Gränzen  von  z  wieder  0  und 
00  ,  and  man  hat : 


ß 


d.h.  wenn  man  ab  f^r  b  setzt: 

Eine  weitere  Differentiation  nach  b  ist  nicht  mehr  gestattet,  da  dieaelb«  geben 
wttrdo; 

OD  ac   '  OD  00 

nndda      J-~^Bi=  /tMbxhi-».>J  ^^,61  ^ /ccbi  Bi  — ^e"**, 

so  mOsste  /coshx8x  =  0  aeyii,   was  nicht  auliUsig  ist.     Denn  1 00a  bx  dx-= — 

— r~  ist  swar  0  für  x  =;  0,  aber  filr  x  ^  QO  ist  dieser  Werth  unbestimmbar.  (Vergl. 
§.  98.) 

Dagegen  werden  Differentiationen  nach  a  ganz  unbedingt  gestattet  seyn. 
So  wäre 

y,OD  00 

nnd  durch  Integration  nach  b : 

Das  Integral  f'cot(»tgi)6i 

konunt  auf  Obiges  turflok,  wenn  man  tgx=TS,  also  — Cö~  =  ^'   0^=.   ,    i  setzt, 
wo  dann  die  Grauten  tod  z  sind  0  und  OD,  so  dass  C^'oonlp 


260  B»rf«iwg  «nyio  +2»«»»+oe". 

IQ.  Wir  woDen  das  Doppelintegnl 

y  y  i+2»ico..+«'i'-/  «V  i+3»ieo.i+.'.-  '>■>•*• 

in  Sbnlicher  Weise  bebaadelo ,  vie  in  Nr.  I  gesclieh«!.     Da 

-     /'/■'+v.tr;'.-...-A>+3...,+.,.. 

NnD  üt  ab«r 

y  i+2..™i+.-."-  2.<y  l.'-i+2.,„,+...'J'"+ 

1../ 8.  _    .        ....-1  /- 8j_ . 

2      y  l4-2&t«<MX  +  «'t*      2»i^     2n  y  l+2»ieo>i  +  »'«*~2«i 

Dsabera<l  iindz<l,  bo  ist  (1  4-a*r')' —  4a'z*  =  (l— a»L*)» 

V(l+a'z'J'  — 4a'z'=I-  a'z',  ood  eben  so  \/^ +*'''+ '^"    =' 

/,/2-.:rr.-=2-^+.^--(-.=-^2i^o. 

/  l-t-2»ico.i-|-i'z'""2*i      2«i~    ■ 

.idiiüi.  /ex  /*   ("+<^-)e. 

y  y i+2MM.a-j-«»i'-"* 

d.h.  eudlieb  /l(l+2«*oii+»')8i  =  0.  l>t>0.  (h) 

Ist  a>I,  SO  setze  man  a=  — ,  wo  «<1,  und  man  bat: 

yi(i+2.,,«.+..,«.=/i(;i+?^i)!„y'"(;i±if|=H:fr) ,. , 

yi(l+2.c»ii+.")8i— l(.")/8i, 
d.h.  ilayi(14-2<.co«it+n")3>'  =  0.  !(«')= —I("'): 

.  Gooi^lc 
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Setzt  mau  tt — x  ftti  z,  so  ergibt  sich  leicht 

'l>«>0,  \<»<oo. 

Für  a^l  ^ben  alle  Formeln: 

/i(l+'«»i)8«  =  — >«l(2)  =  /i(l— «.1)81,  0) 

(Lh.da  l+Mwi=2oo8'-ö^,    1  — (iaax=2iiii* y,  wenn  nmn  2x  fQi  x  tetzt: 
y*l(eo.x)ex=y*l{»ini):ei  =  -|-l(2).  (i") 

IV.  Es  iBt,  immer  unter  der  Voraossetzmig  I>8Z>0: 
f  8» «^ 

""'  y'Vn-8..-»+.-.'°./"./i+2..-«.+.-.-°2~."'~'^ 

Aber  es  ist,  da  bId  x  >  0 : 

/l+2a,i'.+^  =  I^[""(^  =  ^)— "t'«-'-""^- 
und  da  arc(tg^cotgz)=c— — x: 

/8i l_r      f       a+ewi-fc      «    ,  1 
l+2a»cMX+a'i'~aiiniL'"v.*~    •!"    J      2  "•"  J 

Nun  ist  >ber  (§.36,  Formel  (41)): 

.  .Gooi^lc 


--^-/.:-^r-.- 


o»x= — »I.  äas  ü>!T  i^lailfA  st  —  -^  icr^L^a.  «as  tü^  ul^m  Auf,  m 
Dsaati  Silin.  ^»  fif  x  =  *  i»r  x  =  ■•  ä:  «irrisBe  s  —  sc  ftg  =  -  ^"^    1 


X'  •— »*=  j^'* ^^~J l—'t.amx~~-^^' 

Seat  B>a  X— X  fxT  X.  M  «r^r:t  äc&  bk^ 

i>*>*  *    l<.<X- 

Ana.     )iHl«H«*BMMlHi(«i(n^^Ng|taik«al«BM^(rita^WB^ 

Diqn.r.nHvGoO'^lc 
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AlfdMiniit 

-«c(tg  =  catg.)J-/      t^a,^,^^.      ■ 
vorani  dun  dUMlb«  K««üut  dcfa  ergibt. 

y.  Die  Besaltate  in  IL  setzen  nns  in  Stand,  eine  ziemlich  allgemeine 
Formel  zur  Ermittlang  des  WerÜiea  bestimmter  Integrale  aafznstellen.  Ge- 
setzt nämlich ,  es  sey 

F(i)  =  .+bi+M'+ds'+ 

wobei  die  Reihe  endlich  oder  unendlich  seyn  kami,  wenn  sie  nnr  im  letztern 
Falle  konvergent  ist  (wo  dann  F.(x)  ihre  Summe  ist,  vergl.  §.I6),  so  ist, 
wenn  man  x=r(cosy-f-isin9))  setzt: 

P[r(CM»  +  i«inf)}  =  »+brCMit;4-e»'M»2).  +  ...+i(brÄ»  +  cr'«lii2»...). 

SO  dass  wenn 

F[r(coif.  +  i»li.,)]  =  F.fr.*.)  +  ir,(r.,),  (q) 

WO  F,  ir,g>),  Fj(r,<ip)  zwei  reelle  Fonktionen  von  r  und  91  sind,  man  hat 
Fi(r,(i)  =  »'|-bre<)ifi  +  ai*co>ar+---.  F,(r,»)f:bril(ni  +  6T'rin2»+..,, 

natürlich  a,  b,  c, reell  vorausgesetzt.     Gemäss  den  Formeln  (d)  folgt 

hieraus: 

Nun  ist  aber  a+bre"*+cr*e~'"+...=P(re~"),a=P(0), sodass 
demnach 

Setzt  man  in  der  letzten  Formel  (n')  «=0,  and  snbtnthiit  daiiD  das 
Resultat  von  derselben,  so  erhält  man  noch: 

/%^-|[r(0-r«,]./^,..=,^.[.<.)-..O].     .-. 

Es  igt  lelir  leicht,  biernach  Integrale  zu  ennitleln.  80  ist  ftlr  F(x)^I(l~j-x); 
F[r(Mi«(p-j-iHingi)]  =  l[l+roo«v+irwiigi].  ao  daes  wedd  l+rcos9i~|~irsm9 
=k+lii=m{cosn+isinn),  man  hat  ni»=k'+li»=l+2reoB^i+r',  «««n= 
k        I-^iEoiy  rtlD^  ■!  , 

~= — ^ ,  iinn=——,  folglich  l+rco«9~j-ir8infli^ni»    ,  l(l+rco»^ 

-|-iriin9i)^l(m)>|-Di>  «ad  mithin 

.  Gooi^lc 
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wo  r'^1  uyn  mau  (damit  l-f-2Teoa9i~|-r'  nicht  Null  werde),  wm  tcfaoB  dataaa 
folgt,  dui  looit  l(I-f-x)  nicht  in  eise  nneadliohe  Beili*  entwickelt  werden  kaim, 
Ton  welcher  Vorauuetzung  wir  doch  ansgieDg^n. 

Setzt  man  r=— ,  lo  musa  ^^1  tejo,  und  man  hat 

/*  I  rg'+gtca«»+i-|  oe 

■  • 

§.64. 

00 

Bereits  in  §.61  haben  wir  gesehen,  daes  das  Integral/ -^^-^6«=  -|-, 
wenn  b>0;  für  b=0  ist  es  offenbar  =0,  nirb<0  aber-:-'|^,  dafilrb= 
-b':/%...-/%^.x  — f 

« 

Nun  ist  8in(az)co8(xz)  =  -5-8in(a+x)t+2'*™C* — ^)'''  demnach 
/•rin(a»)co»(x«)g^_  1   /•dS(a+«)«fl,  |    1  /•»hi(a-i)»^,^ 
•  *  0 

Von  diesen  Integralen  ist  das  erste  =  -^ ,  wenn  a+z  >  0 ,  d.  h.  x  > 

—  a;  0,  wenn  a+x=0  oder  x=. — aj  — -^,  wenn  a+x<0,  d.h.x< — a; 
das  zweite  ist -^  I  v«nn  a — z>0,  d.h.  x<a;  0,  wenn  a — x=0,  x  =  a; 

—  y,  wenn  a — x<0,  d.  h.  x>a.     Daraus  folgt  nun  Incht: 

||.  ""-<•<+- 

/■to'ntci 
Ganz  flb«D  eo  ist 


..<-.. 

iii>+.. 


-T'-«--»<«<-'. 


ß, 
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Da  feiner 
■in»  iinfti  tlnbi  =  -j- A((i+»— b)»-f  ^^^(x-f  b-  ^,—  -^dnU+Ä+b)!  - 

^dn(i-*-b)t, 
also 

/•riS'»tto«iiü»big^_  1  /jS(x+*-b)»g^      1  /S(«+b-«)«^^ 

1  /S(»+>+b)tg^      1   /a(«-»-b)t^^ 

und  da  ferner  von  diesen  Integralen  das  erste -g-  ist  fUr  x>  —  (a — b),  0  fKr 
x  =  —  (a  —  b), — -j-  für  x<  —  (a — b),  u.  b.w.,  so  folgt  daraus,  dass  wenn 
8>b>0:' 

0,-QO<I<-(.  +  b),         ,        ^ 

.■T— <■+">•  +;•       "-'■" 

0,«+b<i<-+ao  . 


-(.-b), 


0,— (.-»<,<.-b 
Daraas  für  a^b: 

0.  ™i.-oo<.<-2i., 

l+i-.».<'<S'. 


ß 


dnxEilii'ai 


ets/ 


"  4' 


=—2», 


-2.<j<0. 


0.  2»<x<ae. 


wie  sich  leicht  aoch  daraus  findet,  dass' 

(iDiiaia'aE  =  ~ilBXB— ^riii(x+Sa>t— — •lii(i— Za)(. 
Wie  man  in  dieser  Weise  weiter  gehen  tunn ,  ist  klar. ,   Wir  werden 
von  diesen  Formeln  später  mehrfach  Gebranch  machen;  ftlr  jetzt  mag  es  an 
ihrer  Ableitung  genügen. 
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»Gooi^lc 
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Zwölfter  Absdmitt 

Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

§.65. 
Eine  jede  Gleicbong  swiechen  z,  y  und  den  DifferentUlquotienten  von  y 
nach  X  beisst  eine  Differentialgleichung  zwischen  y  und  z,  und  zwar 
ist  si«  der  ersten  Ordnung,  wenn  nur  der  erste  Differentialqnotient  von  y 
vorkommt,  der  zweiten,  wenn  auch  noch  der  zweite  vorkommt,  u.  s.  w.  Wir 
wollen  hier  zunächst  nur  die  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  in« 
Auge  fassen.  Was  diese  nun  anbelangt,  so  können  wir  nns  eine  solche  in 
folgender  Weise  entstanden  denken.     Gesetzt 

fU,r.«)  =  0  («) 

sey  eine  Gleichung  zwischen  x  and  7,  in  der  die  Konstante  a  (nebst  vielleicht 
noch  andern  Eonstanten)  Torkomme ;  ans  ihr  folgt  (§.  8) : 

g^+^g^  =  0.  (b) 

in  welcher  Oleichnng  im  Allgemeinen  aach  noch  die  Konstante  a  vorkommen 
wird.  Elinünirt  man  nun  a  aas  den  beiden  Gleichungen  (a)  and  (b),  so  wird 
man  eine  Gleichung 

f(„,5i).o        <„ 

erhalten,  in  der  a  nicht  mehr  vorkömmt,  die  aber  sicher  aus  (a)  folgt.  Diese 
Gleichung  (c)  ist  nan  eine  Differentialgleichnng  erster  Ordnung,  wfifarend 
die  Gleichnng  (n)  ihre  Integralgleichung  ist  Darana  folgt  ganz  unmiU. 
telbar,  dass  die  Integralgleichung  einer  Differentiulgleichung  eine  (willkRr- 
liche)  Eonstante  enthalten  kann,  die  in  der  letzteren  nicht  vorkommt,  nnd 
dass  sie  also  eine  solche  enthalten  muss,  wenn  sie  allgemein  genug  seyn  soll. 
Zwei  Konstanten,  die  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen,  kann 
die  Integralgleichnng  aber  nicht  enthalten ,  da  man  zwei  solche  nicht  elimi- 
airen  kann,  wenn  man  nicht  Aber  die  erste  Ordanng  hinausgeht. 

Es  fragt  sich  nunmehr  bloss,  ob  jede  Differentialgleichung  (c)  auch 
nothwendig  eine  Integralgleichung  habe,  oder  vielmehr,  ob  es  nothwendig 
eine  Funktion  y  von  z  gebe,  die  der  Gleichung  (c)  genflgt,  und  eine  willkfir- 
liche  Konstante  enthält,  die  in  (c)  nicht  vorkommt  Dass  dem  so  ist,  wird 
man  sich  am  Einfachsten  durch  eine  Art  geometrischer  Eonsniktion  verdeut- 
lichen.    Wir  sagen  nämtich,  mittelst  der  Gleichnng  (c)  lassen  sich  Kurven 
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kOnstrairen,  and  wenn  vir  dies  gezeigt  haben,  so  haben  vir  hiemit  aach 
nachgewiesen,  doBS  es  eine  Funktion  von  z  gibt,  welche  der  Gleichung  (c) 
gen&gt,  indem  die  Ordinate  einer  Knrve  nothvendig  eine  Funktion  der  Abs- 
zisse ist,  und  eben  diese  Ordinate  ja  der  (c)  genfigt.  Nnn  drfickt  aber  ^ 
für  einen  bestimmten  Werth  von  x  die  Tangente  des  Winkels  aus ,  den  äie 
berührende  Gerade  in  dem  Pnnkte  der  Kurve,  der  zu  x  gehört,  mit  der  Äbs- 
zissenaxe  macht  (§.3);  kennt  man  also  r^,  so  kennt  man  auch  die  Richtung 
der  berührenden  Geraden,  von  der  wir  sagen  dürfen,  dass  sie  auf  eine  un- 
endlich kleine  Entfernung  hin  mit  der  Kurve  zusammenfalle.  Nehmen  wir 
nun  an,  der  Abszisse  x^  entspreche  die  (willkürliche,  aber  bestimmte)  Or- 
dinate 7o,  so  folgt  ans  (c)  der  zu  x=Xj,  y=yo  gehörige  Werth  von  jp,  also 
die  Richtung  der  berührenden  Geraden  in  dem  batreffenden  Kurvenpunkte. 
KoDstrairen  wir  diese  und  nehmen  dann  eine  Abszisse  Sg  -|-  Jx ,  wo  wir  uns 
Jx  als  unendlich  klein  denken  wollen,  so  werden  wir  die  zugehürige  Ordinate 
einfach  dadurch  erhalten,  dass  wir  die  im  Punkte  x:=x,,-\-Jx  errichtete 
Senkrechte  auf  die  Abszissenaxe  an  der  vorhin  konstruirten  berührenden  Ge- 
raden enden  lassen.  Wir  kennen  somit  auch  die  neue  Ordinate  7, ,  die  zn 
Xg-l-^X'^x,  gehört,  können  also  ans(c)  den  gehörigen  Werth  von  — finden, 
also  die  neue  berührende  Gerade  konstmiren.  Gehen  wir  dann  zur  Abszisse 
x,-\-Ji:=Xj  über,  so  werden  wir  ganz  in  derselben  Weise  die  weitere  Or> 
dinate  y^  finden,  und  dann  aus  (c)  den  neuen  Werth  von  ~  ziehen,  also  die 
dritte  Tangente  konstmiren  können  u.  s.  w.  Man  ersieht  hieraus  wohl  scboo, 
dass  man  also  mittele  der  Gleichnng  (c)  eine  stetige  Kurve  konstmiren  kann, 
deren  Ordinate  y  ihr  genügL  Da  y,  ganz  willkürlich  ist,  so  gibt  es  unend- 
lich viele  solcher  Kurven ;  das  einmal  bestimmte  y^  spezialisirt  jede  einzelne 
und  vertritt  also  die  willkürliche  Konstante. 

Von  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  werden  wir  nun  zu- 
nächst diejenigen  betrachten ,  in  denen  -^  nur  in  der  ersten  Potenz  vor- 
kommt, die  also  die  Fonn 

haben,  wo  P,  Q  bekannte  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Man  nennt  dieselben 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades,  wobei 
wir  bemerken  wollen ,  dass  man  die  Gleichung  (d)  wohl  aiich  in  folgender 
Fonn  schreibt : 

Pdi-l-Qiiy^O.  (d') 

die  wir  jedoch  in  der  Regel  vermeiden  werden ,  da  die  Formel  (d)  klarer  die 
Bedeutung  der  Gleichung  ausspricht. 

Die  einfachst«  Gestalt  nun,  welche  die  Gleichung  (d)  haben  kann,  ist 
di»,  in  der  die  VerSnderlichen  getrennt  sind,  d.h.  da  P  kein  y,  Q  kein 
X  enth&lt     Alsdann  ist  die  Integralgleichung  von  (d)  einfach:  r'.^.-iQlr 


der  TertnderUchMi. 


WO  C  «'ce  willkarliche  Konatante  bedeatet,  nnd  /pdx  das  Integral  nacli  x, 
Qdy  nach  y  bezeichnet.     Aus  der  Gleichang  (e)  folgt  nämlich  (§-8): 


ß 


6j 


und  da  /  Q  9y  kein  x  enthält ,  also  —  :,—  =  0,  aber^-^—  ^P  ist;  femer 


/P9xkeiDY  enthält,  also-^:^ =  0,  aber-=- —  = 


/Q8t 

=  Q  ist,  so  folgt  also 
aus  (c') : 

d.  h.  die  Gleichimg  (d),  so  dass  (e)  wirklich  die  IntegralgleichDng  von 
(d)  ist,  nnd  augenscheinlich  die  nicht  in  (d)  vorkommende  ganz  willkürliche 
Konstante  C  enthält. 

Sehr  oft  lassen  sich  aber  in  der  Gl^cbung  (d)  die  Yerfinderlichen  leicht 
trennen,  wenn  sie  es  noch  nicht  sind.  Seyen  etwa  X,,  X,  Grössen,  die  kein 
y;  Y,,Tj  GrJfssen,  die  kein  x  enthalten,  nnd  man  habe  die  Gleichung 

X,  Y,  +  X,T,^  =  0,  (0 

so  folgt  aas  ihr 

X,^Y,  8i         ■ 
woraus  onn,  da  jetzl^die  Veränderlichen  getrennt  sind: 

/^■+/^»'-- 

Einige  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

1.)  .+h|j  =  0,  («d»+bdy  =  0). 

Hier  sind  die  VerfinderUohen  ^trennt,  also  ist 

/■8i+/b8y=C,n4-by  =  C. 

2.)  Ein  mit  einer  Flüoigkeit  gefOlltea  Oeftti  wird  um  eine  rertikale  Axe 
gleiohfllrmi^  gedreht.  Dabei  entsteht  enichtlich  eine  Vertiefling'  der  Oberfläche  der 
nUisigkelt  und  man  toll  die  Oestalt  derselben  ermittieln. 

Sicher  ist  dieselbe  die  einer  Rotationsfläche,  die  durch  Rotation  um  die  Dreh- 
axe  des  Gef&cses  entstanden  ist,  so  dass  es  genflgt,  einen  Schnitt  derselben,  der 
durch  diese  Axe  geht,  zu  kennen.  Betrachten  wir  nun  ein  Wassertheilchen  in 
einem  solchen,  und  sej;  die  Entfernung  desselben  von  der  Drehase,  x  seine  Er- 
höhung über  der  durch  den  tieftlen  Punkt  der  Fläche  gelegten  HoiizontalebeDe, 
(also  X  und  j  «eine  rechlwinklichen  Koordinaten),  so  muss  die  Kraft,  die  anf  dies 
Theilchen  wirkt,   senkrecht  auf  die  Fläche  gerichtet  njn,  da  dasselbe  sonstauf 
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dieser  FlAobe  fortgUiten  irttrde.  Auf  du  Theilohen  aber  willen :  du  eigene  Gfl- 
irioht  Terdkal,  «odaan  dia  ZentrifligaUuaA  nwxb  homontftler  BichtuDg.  Ist  ^  dKt 
Gewicht  de*  Theileheni ,  so  ist  letstere  ^  — ,  wenn  r  dia  QeKihwindigkeit  de» 
Theiloheni;  üt  aber  a  die  Rotfttionigeichwindig'k.ut ,  so  iat  v:=:ay,  aXto  ist  die 
ZentiiAigalknft  =  ^^-^  (wo  g  dieselbe  Bedentauig  hat  wie  in  §.  14,  X).  Die  auf 
dtw  Tboilohon  wirkende  Kraft  ist  al*o  =  \/ n'  +  **  "/  .  und  sie  vaaOA  nut  der 


Axe  der  X  einen  Winkel  160"  —  ^,  so  dnss  tgff= ,  und  dk  diese  Kmft  auf  der 

Fliehe  oder  auf  dei  Tangente  an  den  Heridiansohnitt  senkieoht  stehen  mU,  so  mnsi, 
wenn  t  det  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Axe  ist ; 

«ejrn.     Daraus 

«■/y8T=|/fli.  ^  =  8"+C. 
Da  aber  hier  fllr  x^O  auch  7=0  seyn  mass,  10  niius  C=0  se^n,  so  da» 

ist.     Duwu  folgt,  dui  die  ftkgliclie  Fliehe  daroh  Rotation  einer  Fanbel  um  ihre 
Hnuptaze  entsteht. 

3.)     »t'|^+4x'— 2i'+bx+12  =  0,  odtr»y'dr+{4x»-2j'+bx+I2)d«=0. 

y>r'8T+y(4>"-2i"+hx+lS)8j.C. 

4.)  •(•f'+b)+r(.i+B)5^=o. 

X    ,    '    'y  0   /"xiix   ,  fj'f    c 

cx  +  B^.j"+b»x-"-  yox  +  ,T/.y,_^-". 
-)-b),  10  iat  nlto 


X       g 


l("+l)+j;l(«7'+b)  =  c, 
_2«,2y, 


l(.T'+b)  =  2.C-=^+=^l(.x+,), 

.^„    ..0  !^'.<"+.>  -H-' 

woftitt  *y  M-b  =  •       •  e  , 

und  da  e       eine  willkttrllche  Konstant« ,  die  man  fitglieb  mit  C  bezeichnen  kann ; 

V,'k"+ii         ,    '-¥ 

e  =::(ax-^g)      ,  to  ist  also 

ay>+b  =  C{ox+B>  ••  e      •  . 
5.)  (fliy+Si)  |Z+(5x'+8x)=0 

(durch  DiTision  lail  i):    3(27+1)^4-61+8=0, 


i>  Google 


B«b;toh  bei  getnniitoD  Tarinderilchn. 


y8(2y+l)8j+  /(C; 


8(2y+l)8j+  /(6i+8)8x=^0. 

S.)  In  einer  engen  prismatisdien  oder  eyUndrJscben ,  abetall  gleiph  <licken 
Hshre  ttrOme  heiue  Lnft,  wftbrend  sie >on  einer  FIQwigkeit  mngebea  lej,  die  im- 
mer dieselbe  TemperSitnr  t  habe.  Unter  der  YorwiMetaung,  ea  strOme  dnrcli  jeden 
Qneraehnitt  der  RSkre  in  derselben  Zeit  dieselbe  (GewiohU-)HeBge  LnA,  ea  bleib« 
ferner  in  jedem  einselnen  solchen  Qnenchnitle  die  Temperatur  der  durehitrOmOnden 
Lnft  zu  jeder  Zeit  dieselbe  und  es  gebe  die  lUlhienwnnd  alle  emp&ngene  W&nne  an 
die  Flüssigkeit  ab ,  soll  dia  Wärmemenge  bestimmt  werden ,  die  in  der  Zeiteinbeit 
durch  diese  Wnnd  str&mt. 

Sej  1^  die  Temperatur  der  in  die  Rohre  einströmenden ,  t^  die  der  ausströmen- 
den Luft,  p  dos  Gewicht  der  in  jeder  Zeiteinheit  durch  einen  Qaersohnitt  strömenden 
Luft,  t  deren  Temperatur  in  d«D  um  x  Tom  Anfkng  entfernten  Schnitte,  also  t-{~ 
Jt  die  im  Quersdinitt ,  der  x4-^x  cugehOrt.  Ist  c  die  spezifische  WSnue(§,  34,11) 
der  Luft,  so  Terliert  in  der  Zeiteinheit  die  durch  das  (unendlich  kleine)  Element ^& 
stramende  Lnft  die  WArmemenge  — po^t.  Sej  s  der  (konstante)  Dm&ng  des 
Querschnitts,  als  siiz  die  Fläche  der  Wand,  die  du  BOhrenelMient  begiftust;  / 
die  Wärmemenge,  die  in  der  Zeiteinheit  duroli  die  Wandeinheit  sttOmen  wOrde,  wenn 
LnftundWasseiumI''TemperstiirrerM;hiedenwb«n,  seist /Siix  (t — t)  die  Wärme- 
menge, die  in  der  Zeiteinheit  durch -das  thtgliche  Stflck  der  Wand  strOmt  (rergl. 
$.  72,  Nr.  9  und  10).  Da  diese  letztere  der  gleich  ist ,  welche  die  Luft  rerliert ,  «o 
hat  man 

— pcJt  =  jsJx(t-i),-po-.^  =  7s(t     1), 


PC  fit^ 
?•/ t— f' 


—  '-Ht~t)  =  x+C.  t— f  =  Ce    '"    . 

.  Für  x=0  ist  t=t«,  also 

-^. 
t, — «  =  C,  ntid  «llgeraein:    =:s    ''    . 

■        bt  hdie  Länge  der  Bohre,  also  sh  ihre  innere  Fläche  ^a.  so  ist  (fDr  x:=h: 
t=t,)  = 

J— -|=e    ",  t„-t,=(i,_T)(l-e    •"). 
Die  in  der  Zeiteinheit  ron  der  durchströmenden  Luft  verlorene  Wärmemenge 
ist  (8.  48): 


-pc/at. 


.pe(t,_..)  =  pc(t,-.)(l- 


welt^s  nun  die  Menge  ist,  die  an  die  Flüssigkeit  gelangt. 

T.)  Han  soll  eine  Eurre  besehreiben ,  in  der  immer  die  Tangente  des  Winkels, 
den  die  berührende  Gerade  in  dem  Punkte  (x,  j)  gemacht ,  gleich  tej  —■ 

Han  hat  also  * 

Dl*af«r,  niflkieatW- ■.  liUp»l-B*chnii(, 


'Gooi^lc 
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T-^.yr:-«=o. 


/,8,-/;e 


=  C,  j'-i' 


wo  wir  itatt  2  C  bloH  G  gesohriebeii  haben.     Die  Karre  ist  abo  eine  gleichseitige 
Hyperbel ,  fflr  welohe  der  AnSuigspunkt  Hittelpnnkt  ist. 

Dieses  Beispiel  (nebst  dem  Torig«Q  und  Nr.  2)  zeigt  uns  zngleicti ,  wie  man  im 
gegebenen  Falle  die  willhfirUehe  Konstante  eu  bestimmen  habe.  Sagt  man  nBmIich, 
die  gesQohte  Kurve  mÜMe  dorch  den  Funkt  gehen,  dessen  Abszisse  und  Ordinate  a 
und  b  sind,  so  ist,  da  C  filr  alle  zusammengehörigen  z  und  y  dasselbe  bleibt,  und  a 
und  b  solche  seyn  sollen ,  nothwendig 

b'— »■  =  €, 
wochiroh  nun  C  bestimmt  ist.  Man  wird  also  im  Allgemeinen  die  willkOrliehe  Kon- 
stante bestimmen  ktanen ,  wenn  man  fUi  einen  bestimmten  Werth  ron  x  den  suge- 
bOrigen  Werth  Ton  y  kennt.  ~  Es  rersleht  sieh  Qbrigeus  hier  auch  ron  selbst,  dass 
nothwen^g  y  eine  solohe  Punklion  ron  x  sejrn  muss,  die  atetig  rerlauft,  wenn,  x 
stetig  Terlaoft,  da  sonst  die  Konstante  nicht  oothwendig  immer  dieselbe  bliebe 
(»S.35.4»). 

Die  Hauptaufgabe  bei  Integration  der  DiffereDtialgleichungeu  erster 
Ordnung  und  ersten  Grades  ist  nun  die,  durch  irgend  welche  Uüfsmittel  die 
Veränderlichen  zn  trennen ,  nnd  wir  wollen  nun  die  wichtigetan  Methoden, 
die  7.U  diesem  Endziele  f&hreo ,  angeben. 


I.    Sejen  X,  X,  GrOssen,  die  kein  y  enthalten,  nud  die  Differential- 
gleichung 

zur  Integration  vorgelegt.  Man  setze  y^uv,  wo  u  nnd  v  zwei  noch  zu  be- 
stimmende Funktionen  von  x  sind,  bo  ist  T-^=n^+v-^,  mithin  wird  die 
Gleichung  (a) : 

d.h.  n^^^.X„^^„J^+X.=0.  <«) 

Gesetzt  nun,  v  werde  so  bestimmt,  dass 

so  folgt  aus  (a')  von  selbst 

t.J^+X,=o.  (b'> 

Dnd  umgekehrt,  wenn  v  und  a  den  Gleichungen  (b)  und  (!>')  genügen, 
fo  genügt  y  =  uv  der  Gleichung  (a). 

Die  Gleichung  (b)  gibt  aber 

und  da  hier  die  Veränderlichen  getrennt  sind,  so  hat  man  (§.6&): 
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y\"+yk».=o,i(,)=c_yi.,..=.'.-'"-=or'"-, 

wenn  man  C  für  e  schreibt.  *     Setzt  man  diesen  Werth  iDd/),  so  hat  man 

c.-^'"-!^+x,=„,c5^+x,.''"=.o. 

also  nach  §.65: 

wenn  C  eine  Konetaate.     Also 

,=..=.-''^'(C'-yk..'""8i). 

d.  h.  die  Integralgleichnng  der  Gleichung  (a)  ist 

,..-'"  ■(c-/x,.''»"e«.        (.) 

vie  nun  durch  direkte  Sabstitotion  in  (a)  eich  leicht  dberzengea  kann. 

1.)  Adi  T — t-y  =  «i  t  odM^T+y8^  =  a*  ^^ 

folgtalKi,  i]ajet2tX=l,  X,  =  — ax*,  /xex=:x:  ■. 

T-.~"(C+»y .'.■»•).    ».38.11). 

2.)    ,,._.,|l+x,«.,  »I+j^-.V.j^,    x=j^„I.._.ji-,. 

/xex.-i-.(.-.-).-,(Vi^.  .-'"■-. "^'-=Vnr?..'«- - 

d.h.  j=cV'^— *'+*»- 

3.)  Sudtt  mau  die  Summe  der  nnewllieheii  Reihe  ^'^'9"^'»"^ ^"^ 

Htct  dieselbe  =t,  so  irt  fDr  x'<l  ($.27): 

^  =  1+1  +  1'+....  =  j^,«Iw«.66):.=yi4^+,C=-l{I-i)+C. 
und  da  für  x^O  anch  z=0,soiitC=:0,  mithui 

■+T+T+' ■■■=-'"-'>• 

Geaetst  nun ,  man  habe  die  nnendlieh«  Btthe 
welcAe  fQr  z'<ri  konTergirt.  and  ley  denn  Summe  =7>  ao  ist 

BX-2  +  8  +  4  + '6.-2  +  8^4^ 


■  Begreinioh  wtU  damit  niditgei^Mrn,  eitare    sC,  w»dKn  hu,   •     ley  «bw 
eine  KouMant« ,  die  mui  fDglieh  aaeh  mit  C  beiaiahnen  kau. 

1:  ,i8»Goo^^lc 


iDt^rUioD  dw  Oltiebn«  P  |^+XT+X.  =  a 


Hieniu  folgt 


filr  x=0  ($.22).  10  da» 

*        ^+^+J!-+ ^^.O-Oiq-x)  - 

1.2^2.8^8.4^  ^  >  .  >  <^^- 

n.  Ist  Y  eine  bloss  von  y  abb&ngig«  Ortase;  X,  X,  wie  oben,  so  kann' 
^ie  Gleichung 

n|Z+ir+x..o        (d) 

leicht  auf  (a)  znrQckgefShrt  werden.     Setzt  man  nämlicb  {§■£):    ip   r^ - 
g*-Y,  8oistdie(d): 

uqd  aas  ihr  folgt 

Hieher  gehSrt  u.  A.  die  Gleidmng 

Unltiplitirt  man  diese  Gletohoog  nKmlieh  mit  m,  m  iit  aie 
my*"*  gl+mXy'+ial,  =0. 

und  geht  in  (d)  Aber,  wenn  T  =7*,   nndniZ,  mSj  itaU  X.Xj  geteUt  werden. 
Demnacli  l*t  die  Integialgleiebung  reo  (e)  i 

Eben  m  gehOrt  hieher  die  Gleichung 

^+XT+3t.y'  =0.  (l> 

Denn  au  ihr  folgt 

und  geht  in  (d)  aber,  wenn  T=—:if  =  T~'     ,  und — (n  — 1)X,  — (ni — l)X, 

y 

fQr  X  und  X^  geseilt  werden ,  so  das*  die  Integralglelolnuig  ron  (!)  Ist : 

^..'-m-^o+in-nfz,.-'--""',.'} 

III.   Setzt  man  in  der  Qleichung 
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.    .  8t        8»  ,     8n  .   ■    . 

wieder  y  =  n»,  rj^'äi+'äi«  **  *"■"  ^^ 

'8-I+''J+"'8i+-       =•■ 
alBO  wenn  x||+»=0,  -^  ^+T— ***  l(t')+l(x)  =  c  (§.66),  l(xi.)=c, 
xv=e*,  XI»  =  0,*  r  =  — ,  ao  ist . 

ßu  ,     •«  Bn  ,    ««  _         c       8a  ,    1      ^ 

"!;+•  "■"r.+'  — =»■  ■;=i;ei+T='»' 

J   •    — » 

Um  das  Integral  zn  b«Btimiiwn ,  aÄy  e" — a=z,  ce^r^^  1,  ^  =  -^ 

und  mithin,  da  aach  C*  konstant: 

IV.  Als  Beispiele  zn  dem  Vorstehenden  mögen  noch  folgende  dienen: 
4.)  Dia  aieichnag 

m  integtinn.     In  (0  ist  jetst  X=Y' ^i  =T'  "=2i /xex=  »l(x),  e"'''  = 

4.h.  y=— ^. 

Ci— b 
welche  Gleiohnng  für  a=0  QnEuliuig  ist,  in  mlehsm  Falle  aber  die  rorgelegte 
Oleichuiff  sa  %.  66  (f)  gehOrt 

*   Wo  abMmab  für  t     blsu  e  gaMttt  «)id. 
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Weiter«  BeiipieU  lolclier  Iiit«gt«iioiieii. 

^-  *S.  5.)  Oä,  ob  lind  zwei  durch  den  Änfangipunkt 

0  gehende  Gerade  (Fig.  48),  die  mEl  der  Abiziisen- 
axe  OM  Winkel  tnftchtii,  die  «ich  zu  ISO"  ergftn- 
'        sen,   deren  OIeioliDiig«ii  also  sind  y  =  inx,    y  ;= 
—  mx  (in!>0).   In  einem  beliebigen  Funkte  %  der 
Geraden  OA  zieht  man  die  Ordinat«  ES,  £F  poral- 
_Jt  lel  mit  der  Absciwenaxe,  und  loU  nun  eine  Kurve 
PQ  finden  der  Art,  das«  wean  man  den  Dnrch- 
«ohnittcpunkt  B  dieser  Kurre  und  der  Ordinate  £S 
mit  F  Terbindet,  alsdann  RF  Tangente  toq  PQ  gey. 
Die  KoordinalCQ  des  Punktes  E  aejen  x=or,  j-^taa,  so  iit  die  Gleichung 
der  Geraden  EF  :  y^tua,  und  dieselbe  sehneidet  OB  im  Punkte  F,  dessen  Koordi- 
naten sind:  x^ —  a,  j=mtci  die  Koordinaten  des  Punktes  B  sejeo  x,  y,  so  ist 
die  Gleichung  der  Geraden  BF: 

,,-,^'°''-y  (t-,^  -  7-""  n 


'-<i-i>  = 


-«->). 


wenn  £,  e  die  laufenden  Koordinaten  tob  RF  sind.     Zugleich  ist  aber  auch  a  = 
und  da  BF  Tangente  an  die  Karre  seyn  soll ,  ■«  ist 


2x 


aas  welcher  Gleichung  die  Kurve 


bestimmen  ist.     Nach  I.  Tolgt  hieraus ; 


[o-f/.--'.-^-..]=v.[c-f/i^]=v.[c-.v.] 

(y-+mi)'  =  Cx(C  statt  C^ 
Diese  Gleichung  stellt  (fOr  i 


D  positives  C  z. 
n  OG  senkrecht  auf  OB  zieht  und  : 


B.)e 


P^abel  Tor,  die  man  er- 
— -  macht,   sodiwn  GH 


parallel  OB  und  =:— 


;  alsdann  ist  H  der  Scheitel  der  Parabel ,  HJ  deren 


td-pm*)*  ' 
Hanptaxe .  nnd  die  Entfemang  de»  Brennpunkts  vom  Scheitel  ist  - 


4(1+™^' 


Für 


C=0  würde  die  Parabel  in  die  Gerade  OB  Obergehen.  Da  C  wiHkirliob  ist,  so  gibt 
es  unendlich  viele  Parabeln;  da  wir  m>0  voraussetzen,  so  haben  bei  positivem  C 
alle  ihren  Scheitel  zwischen  OB  und  OM,  so  wie  auch  alle  dnrch  O  gehen  und  dort 
von  der  Ordinatenaze  berOhrt  werden. 


§.67. 
.  Die  GIejcbnng 


U«8t  sich  leicht  integrireD.  Dividirt  man  dieselbe  durch  x  y,  so  heisst  sie  »nch : 


r!+4+- 


nnd  wenn  man  nnn 


•m+\y- 
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lDU«nÜoa  Ton  (»j-f-b»"^'y")|^+cy+h«'y""'"'=0. 


netzt,  so  iet  die  vorgelegte  Gteichang: 

1   ei  ,    1   8d      am 


h  th        h      Im   e 


and  wenn  znr  Äbkürzong  . " |2'V  =  — «.  c^^T"''*^****''  *^'''^- 

."-«i+.K-'  «.".o,  ^+^  =  c  (§.M). 
d.  h.  man  hat  als  Integralgleicbuog  der  vorgelegten : 

mh-bn     ^    me  — n«  ^' 

Die  gegebene  AuflOsuDg  Ut  unznlJUug,  weDn  a  oder  ß  Nnll  oder  UDendlich 
werden,  d.  h.  wenn  entweder  bn — mh^O,  oder  cm  — an  =  0,  oder  bc  —  nh  =  0. 
Sej  also 

1.)     a  =  0,  d.h.  bn  — nbsO, 
nicht  aber  am — an  oder  be — ah  Hall.     Alidann  iet  x'j'  ^u*^.  alao 

£   vi  €  1  p  Cm  — ün 

y"  =  l~' 


2.)    /)  =  0,d.b.« 
nicht  aber  bn  —  mh,  oder  bc — ah  Null.     Alsdann  ist  x  7    =c~*',  also 


3.)    he-ah  =  a 
ab 
Jetzt  ist  b=^  — -,  also  die  Torgele^  Oleidtung 

Cah  H-i   »"»Ör  ,        _i_w  •    ■+'      n 

^x(e+hx'y')||[+y(i>+hx'T')=0. 

-71*^+7  =  0.   -5-^+^=0.  al(y)  +  clW  =  C. 

l(x'r')  =  C,  xV=C. 
Dies  ist  nnn  richtig ,  was  immer  auch  u,  m,  h,  b  te j«n,  also  wenn  auch  noch  zu- 
gleieb  etwa  bn — rahr=0,  oder  cm — an^O. 

4.)     a=iO,  |4  =  0,  Di^tttbsrbc  — ah  =  0. 
Alsdann  ist  x  y   ^  1 .  also 
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IL  Die  Gleichung 

läset  sich  anter  gewiesen  BediDgangea  ebenfalls  integriren.  Man  setze  nämlich 
so  wird  (§-5); 

&n      BiBn'    Bn         8i   8b  '  '^  80      8«  '8t       o  '        "         Bn" 

mithin  die  Gleichung  (c): 


Was  nsn  a  und  ß  anbelangt,  so  -wollen  wir  sie  so  bestimmen,  dass: 
o(ih-r+l)-I+o,  i_j»(,+  i)  =  o.  (i) 

was  immer  mSglich  ist,   wenn  nicht  8  =  —  1,  ni  =  r — 1;  atedann  ist  die 
vorgelegte  Gleichung: 

J|  +  ^«*  =  ^/.  a-j»(D^.-I)+l.  «'  =  -(l-r)-I. 
Diese  Gleichung  ist  geradezu  iotegrabel,  wenn  i=0,  d.h."~'''~" — |-  1 
=<(,  n  —  s — 1+8+1=0,  n  =  0,  wie  sich  von  selbst  versteht,  da  dann 
in  (c)  die  Veränderlichen  getrennt  werden  können ;  sie  kommt  auf  §.  66, 1 
pm*ck,  wennd=l,  d.h.  °~'~ — 1-1=1,  n— s — 1=0,  o  =  8  +  l,  nnd 
kann  also  ebenfalls  integrirt  werden. 

Bestimmt  man  aber  zweitens  a  nnd  ß,  so  dase 

^(n_,_i)  +  l  =  0,  „(i_,)_]=o,  (e) 

was  möglich  ist,  wenn  nicht  n  =  B+I  oder  r  =  l,  so  wird  die  vorgelegte 
Gleichung : 

s;+i;°'=H-'''  .—("—+"-1.  ,•=1-«.+!). 
eu    ß*       *,ß 

Diese  Gleichung  ist  geradezu  integrabel,  wenn  ^'  =  0,  d.  h.  1  +  -'"''— 

=  0,  n=0,  wie  vorhin;  kommt  auf  §,  66,  I  znrttck,  wenn  f'  =  l,  d.  h. 

1+;^^  =  1,S+1=0,S  =  — 1. 

Daraue  nnn  folgt : 

„Die  Gleichung  (c)  kann  integrabel  gemacht  werden,  wenn  n^s+1, 

indem  man  x=:n'~^*,  y  =  z'   setit;    femer  wenn  8  =  —  1,    indem  man 

x  =  u*^,y=:z    '  setzt.     In  beiden  Fällen  kömmt  sie  auf  §.66, 1  zarflck." 
|st  xujleioh  n  ;=■+!,  m  — r+I^O,  also  r^m+1,  sa  kann  der  ante  Fall 
nidit  angewendet  werden.     Dann  bt  die  Gleiefanng  (0): 

und  getiOrt  EU  $.  66,  U,  woT=:7  bt  femer  zugleich  ■  =  —  landr^l,   »> 

Kann  der  sweite  Fall  nicht  aof^wendet  werden.     Alsdann  heiut  die  Qleiohung 
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■«ey.^««        ey    •    ,b«-i.-H„ 
-jj+b.  j  =.,  J-_,+-.      ,     =0, 

und  gdSrt  SU  $.  66 ,  II,  Gleichung  (f). 

Wir  wollen  nan  gleichfalls  daith  einige  Beispiele  das  Vorstehende  er- 
läutern. 

In  (ft)  ist  jetEt:  »=4,  b=— 3,  c=2,  h=5,  m^2,  n=l,  bn — inh= 

—  13,  cm— an=0,  bo— »h=  — 26,  *l»o  ^  =  0  und 

-2(.'y*)-*+l(y-'x')  =  C.  j-',*=.'^«-"''"'''=C.^,  .'«Ct-A 
2.)     (lx,'-3x')J|+2y-6K'y  =  0.d.h.(4.-^')||+2T-y-'  =  0. 

gibi»=:4t  b= — 3,  0=2,  h=— 6,  n=2,  »=— 2,  mh — bn=16,  om— »a 

=— 12,bo— »h=U,  atto 

16  12  -^f^VK'JJ        gK«7^-v. 

3.)  (3..-4ri|^-8x'y  +  ^'  =  0,[3x-tl-)il_3y+^'  =  0. 

a=3,  b= — 4,  e^ — 8,  h^4,  n=],  n= — 8.  bo — ab=:0,  also  i«t  die  tor- 
gelegte  Gleichung: 

<»-l?)L'-'(»-7'>»-H-'=».|H-T=».'«-'w-<^ 

während  allerdings  der  Fakt«  3  —  — '=0,  y=-^i' aock  genügt  (§.88). 

gibt  in  (e):  a=6,  r=4.  a=2,  b=—4,  ni=2,  n=3,  c=l.  dm  n=a+l, 
nicht  aber  m — r+l=0,  bo  dags  man  setzen  wird  x^n— •^— ,  y^i*  ,      a  = 

—  1,  |S=-a-,  tlta  4=1,  <'=2,  so  dass 

=,-[c-i/...%.]=c.-_i..+-L.-|, 

_  £ 

d.  h.  «Bdlieh  T'  =  Ce     *— -L+J-— 1.. 

8.)  5«'^-3xV  =  2y.  d.h.y-'^-3x'y«  =  2. 

gibt  in  (o):  a=5,  t=2,  s= — 1,  b= — 3,  m=3,  n=4,  e=2,  also  dai  = 

■    _i  ^ 

— 1,  so  batman  sn  letsen:  izzu""*,  7^1     *,  u=x"~',  z=:y~*,  ~^~li.li) 

1     .-78«  »■ 

=  -T-n'»        rr.  ond  erhalt:    ■ 
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4  8n  •  Bn       B  B 

mithin  ($.66,1): 

,  .=>[o+^y;-vH.], 

i  =  .^c_Ly„-.^..]. 


Ein  aas  x  nnd.y  zneamniengeBetzter  Ansdnick  heist  homogen,  wenn  er 
80  beschaffen  ist,  d&gs  veno  man  y=:xz  setzt,  alle  einzelnen  Glieder  ein 
nnd  dieselbe  Potenz  von  x  als  gemeinschaftlichen  F^tor  erbalten ,  wfibrend 
sonst  X  nicht  mehr  vorkommt.  Ist  x'  dieser  gemeinschaftliche  Faktor,  so 
heisst  der  Äosdrack  eine  homogene  Funktion  von  x  und  y  vom  n"*  Grade. 
So  ist  6x*y'-|-7x* — 8yx'  —  7y'  homogen  vom  5""  Grade,  indem,  wenn 
man  y^xz  setzt,  x'-ttberall  als  gemeinschaftlicher  Faktor  erscheint  nnd  z 
sonst  nicht  mehr  vorkommt;  eben  so  ist  — — — ?H — J-  —  8  homogen  vom 
.O^Grade,  -f y-\ — j f-  homogen  vom  Grade  — 2  n.s-w. 

I.  Sind  nun  in  der  Gleichung 

P  nnd  Q  homogene  Funktionen  von  x  and  y  des  n"*  Grades ,  so  kfinnen  die 
Veränderlichen  in  (a)  getrennt  werden.  Man  setze  ntUnlich  y=xz,  also 
-?  =  z+x~,  80  werden  P  und  Q  den  gemeinschaftlichen  Faktor  x"  erb^- 
tes,  so  dass  dann  etwa  P=x*Z,  Q,  =  s.'Z',  wo  Z  und  Z'  blosse  Funktionen 
von  z  sind.  Alsdann  wird  die  Gleichung  (a) ,  veno  man  den  gemeinschaft- 
lichen Faktor  x*  gleich  weglässt; 

woraus  mmiittelbar  folgt: 

z+V.H+T='>-/2t"^+'«-''  «■">■ 
in  welcher  Gleichung  schliesslich  z=  —  zn  setzen  ist 
n.  Die  Gleichung 

(„+by+c)J|+a'i+b'T+C'  =  0.  (b) 

kann  homogen  gemacht  werden.     Man  setze  nämlich  z  =  u-|-a,  y=:^ir-|-j?, 

bI80^  =  -^— =-TT-T-r-=5-,  80  Wird  Sie  zu: 

Ol  Ol  Ota-t-B)  DB 

en  Sa 

(au+l.v  +  »«+b(»+c)^+a'D  +  b'v+»'a+b'#+c'  =  0 

i:     ,    1  vGoC^lc 


und  wird  eine  homogene  Differentialgleichimg  zwischen  n  nnd  v  dee  ersten 
Grades ,  wenn  man  a  und  ß  so  bestimmt ,  dass 

..+b,+.-o.  ...+b.,+.'=o,  .=m;=^.,,?^. 

Diese  Anflösnng  ist  nicht  anwendbar,  wenn  ab' — a'b  =  0.  Für  diesen 
Fall  ist  aber  b'  =  —  and  die  vorgelegte  DiSerenüalgleichnng  heisst  anch 

(ax+l,7+.)^+a'.+'-^\+«'=0,  (a.+by)  GJ+t)+"B+«'=**- 

Man  setze  nun  ax+by  =  z,  a+b  si-el' 8x^Y  8s~T'    *°  '^'"^ 
diese  Gleichung  zu 

^{«+»c)+{»'b-*»)x-»'o+ab«'  =  0, 
welche  nan  za  §.  6fi,  (f)  gehSrt.     SchliesBÜch  ist  z  =ax-|-by  zn  setzen. 

III.  Versucht  man  die  Gleiohnog 
(ai''7"'+l>-'7'+"'y'+...)J|+»'»"V'+'''«''y''  +  t'/r''+...=0        («) 
durch  die  Substitution  y=  z",  ~=az'^  ~  zn  einer  homogenen  Differen- 
tialgleichung zwischen  z  und  x  zu  machen,  go  wird  dieselbe  zunächst  seyn: 

,     n   «i+o— i  r    ari i    .       p    <rt+o— 1    .        ,8<  1     ,  ■'  ■'«  1  .,   i"  «"o 

o(«i   y  +b«   1  +ex    y  +...)g^+«'x    »      +b'x   ■ 

+  «'/."'*•+....  =0, 
und  wird  homogen  seyn,  wenn  es  möglich  ist,  dass  die  folgenden  Gteichungeb 
ZDgleich  bestehen: 
m+{i.4-l)«-l=i+{.  +  l)«-l  =  p+(q  +  l)»-l=...=m'+ii'«  =  r'+.'« 

=p'+q'« 

1)     Xg— — y^VxM-y*  >•*  *™*  lomogene  DiflbreDtialgletahvng  der  ersten 
Ordnung.     Sie  gibt: 

■+•:-!-= VI+?.v!^|--i=o./^.-.«.o,>,.+VITr, 
-i(x)-c.  iff +'\A+2^_,(,)»c.  i(r+V?+7")-2i«=c. 

+iw=c,  _.,(VSii=i)+,(rt=c.  ,.c(^''+''-'y. 

i),„„cd  1,  Gooi^Jc 


B«lipl«lB  homogenar  DiffftrenlialgleicluiDg«!!. 

3)  Man  soll  (Fig.  49)  «ine  Eurre  FQ  konstrniren ,  lo  be-  ' 
«ehaflen ,  daai  wetm  H  ein  Punkt  denelben ,  BH  leine  'Ordinate, 
nnd  OH  sein  Badiiu  rector  ist,  ferner  BD  Mnkrecht  onf  OH  ge- 
sogen und  bi»  cam  DuTobscknitt  C  mit  der  Ordinatenaxe  Terlftn- 
gert  wird,  die  Gerade  CU  Tangent«  aey  an  PQ. 

Hui  findet,  wenn  X,  jr  die  Keordinaten  Ton  U  lind  -,  leiobt 
Bis  GleiehnDgen  der  Geraden  OH:v  =  ~|,  BC:v= — -(|~y), 
CM:  V — y:= — ' — r^(^— x),  so  dass  also,  da  CM  Tangente 


an  die  Emre  leja  soll : 


wnlofae  Gleiciinng  homogen  Tom'  xweiten  Grade  ist.     Sie  gibt  sehliesilidi ;  j*~f- 
2x'l(i)=Ci'. 

4)  Die  Diflerentialgleiohnng  g~  =  M  —  l>  wo  '  *>i>«  beliebige  Fnnktion  be- 
deutet, iatbomogen  Tom  0'™  Grade,     Sie  gibt  «-i-iä-  =  f(«>.  .■■  äZ+Y==  **• 


fr. 


IW 


+1W-C.I 


5)  Han  nieht  di^enlge  Knrre,  in  der  der  Winkel,  den  die  berührende  Gerade 

in  einem  Punkte  derselben  mit  der  Absnisaenaze  macht,   eine  gegebene  S^uktion 

des  Winkels  ist,  den  der  Badiuareotor  in  denselben  Punkt  mit  derselben  Axe  maoht^ 

Ist  a  der  erste,  ^  der  zweite  Winkel,  so  ist  tga^ng-  (§.3),  tg^^—,  miüiin 

aHr.4: 

=  1., 


Sey  S.B.  Terlangt,  dau  a^2ß,  so  ist  tga=tg2/}= 


y— i^+iw=o.  -/;rrp?j"+'«-c,  i(i±^)+i(.)-c. 


eis,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Ordinatenaxe  liegt,  in  der 


d.h. 

d.h.  die  Knrre  ist  ei 

Entfernung  -^  vom  An&ngspunkt,  w&hrend  der  Kreis  dnioh  letztera  geht.    (Et  ist 

dies  der  Satz  vom  Winkel  der  Tangente  und  Sehne.) 


I.  Ea  kann  sich  ereignen ,  daes  die  Differenüalgleichnng 
P+Q^  =  0,oderPdx+Qdr=0  (») 

geradezu  durch  Differentiation  einer  Gleichung  r(x,y)  =  C  entstanden  ift, 
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d.h.  diES  P  +  Q~  identisch  ist  mit  ^-^ä-  r^(§-^)-  AUdsnn  inusa  offen- 
bar P  =  ll,  Q="eeyn,  vorana  folgt  (§.12): 
8P_e<J 


er" 


0") 


Ist  die  Gleichang  (b)  nicht  richtig,  so  vird  sicheriich  (a)  nicht  anmittel- 
bar  durch  Differentiation  entstanden  seyn.  Umgekehrt  aber,  wenn  (b)  richtig 
ist,  ist  diess  der  Fall.  Statt  diesen  Satz  theoretisch  zu  beweisen,  wollen 
wir,  unter  Voraussetznug  der  Gleichang  (b),  die  Grösse  f(z,f)  thatsftchliofa 
bestimmen.  Vorausgesetzt  nämlich,  f(x,  y)  sey  so  beschaffen,  dass  e-=Pi 
ö-  :=  Q,  so  folgt  zuerst  aus 

l-J  =  Pif(..r)  =  yp8.+B. 
worin  die  Integration  bhws  nach  z  geschiebt,  and  R  eine  Fanktiou  von  y, 
ohne  X ,  seyn  wird  (§.  47).    Bieraas  folgt  (§.  45) : 


"+7 

Da  noD  B  bloss  y  enthalten  soll,  so  mnss  auch  Q  — /  ^dx    kein  z 
enthalten,  also  der Differentialqnotient  dieser GrOsse  nach  z^O«eyn.  Der- 

selbe  ist  aber  ^~ — ■  ■  — — =  g    ~-5~t  ""^  ist  0  vermöge  der  Gleicbnag 
(b).     Demnach  ist 

wo  C  nun  weder  z  noch  y  enthält;  also  endlich 

tfc  rt  =/p.. +/!;« -/iSa  .]8,+o. 

woraus  wirklich  folgt ; 

so  dass  also,  nnter  Toranssetzong  der  Gleichung  (b),  die  Integralgleichung 
von  (a)  ist: 

Offenbar  erhielte  man  ebenso : 


EsUteoB  du  iitcgriTlDdeii  Fakton. 


+-/lf  — .  «-/ly-='-'/[«-yw"]'?  = 


U.  Es  ist  Diui  aber  ganz  wohl  denkbar,  daes,  DacMem  die  Gleichnng 
f  (x,  y)  =  C  differenzirt  worden ,  ein  allen  GJiedem  genaeinschaftlicher  Faktor 
gi(x,  y)  weggelassen  wurde  and  dadurch  erst  die  Gleichnng  P-j-Q^  =  0 
ectstanden  ist.  Alsdann  wird  freilich  letztere  nicht  in  dem  oben  betrachte- 
ten Falle  seyn,  würde  jedoch,  wenn  man  den  Faktor  ^(x, y)  herstellen 
konnte,  leicht  in  denselben  zu  bringen  seyn.  DiftssiiFakter  nnn  nennt  man 
den  integrirenden  Faktor  nnd  es  läset  sich  leicht  nachweisen,  dass  ein 
solcher  immer  vorhanden  seyn  muss.  Gesetzt  nämlich,  die  Integralgleichung 
der  vorgelegten  Difierentialgleichnng  P+Q-^^O  sey  ^(i,y,  C)=:0,  und 
man  ISse  letztere  Gleichnng  nach  0  anf,  wodnrch  sie  die  Form  F(x,y)  =  C 
annehme ,  so  folgt  hieraas 

8x"'"8y  tu"-    '6x~        bj  ' 

wo  nun  von  der  willkDrlichen  Konstaaten  keine  Spar  mehr  vorkommt.     Da 
auch  ^=  —TT  ist,  so  moss  also 


seyn,  d.h.  wenn -ö-  =  ?,  so  ist  nothwendig  auch  g-=pj-  nnd  t — rö-ö^  = 

»iO+rO=?;a+rO=|-['+«a.  •»  ^•»  •^».  -»  - 

P-^-Qs-^  mit  ^  ä~  multiplizirt ,  diese  GrOsse  dann  identisch  ist  mit  'g~i-l~ 
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—  ^,  80  daes  iDitbin  -^^  ^  ein  mteerireiider  Faktor  seyi)  wird.   Afan  kann 
sich  dies  ancb  DOch  in  folgender  Weise  erklären.    Ans  (d)  folgt,  dass  P  = 

•^^"b«    'Ui^ByesJ'  f  l^^BxJ    eifere.* 

daes  also  —  ein  integrirender  Faktor  ist    Aber  — =  -Tr  ^  =  -s-  s-.  wie  oben. 
*•  p      *i  fly     F  es 

Kennt  man  aber  einmal  einen  solchen  Faktor,  so  kann  man  sogleich 

unendlich  viele  finden.     Sey  oiUnlicb  v  ein  solcher,  also  v  rP~l~QD^)  =  g~ 

+  |iÜ,  und  B.a«to  t(.,y)  =  «,   |;'+?^'^-^f(x,7)(§.7),  "»t. 
venn  ^(n)  eine  ganz  beliebige  Fonktion  von  n  bedeutet : 

und  da  91(0)  g—  immer  ein  genauer  Differentialqnotient  naoh  x,  nämlich  von. 

/«|p(a)3a  ist,  so  ist  auch  «^»(u)  I  P-|-Qg^)  ein  solcher,  so  dass  auch 

V  gp  (u)  ein  integrirender  Faktor  seyn  wird. 

Man  kann  sich  nun  die  Frage  stellen,  ob  man  nicht  mittelst  der  Glei- 
ehong  (b)  im  Stande  ist,  den  integrirenden  Faktor  zu  finden.  Sey  also  wie- 
der (a)  die  vorgelegte  GleichuDg,  v  ihr  integrirender  Faktor,  so  müsste 

6(.>p>    8(i><i>    B»     6P      8» ,   Bit    pp    »Q-i^oe^_p8j:      ,, 

By  ~  Bs  '  By^  67  ^^61^  Bx'  Uy  8«J~^ex  By  ^' 
seyn;  allein  diese  Gleichung  ist  schwerer  anfzalösen,  als  die  vorgelegte,  so 
dass  sie  hier  Nichte  brachten  kann.  In  gewissen  besonderen  Fällen  jedoch 
leitet  sie  zur  Kenntniss  von  v.    Gesetzt  nämlich 

4  Lsy      BiJ 

enthalte  kein  y,  so  kSnnen  wir  annehmen,  auch  v  sey  onablUüigig  von  y, 

also  r-=0  setzen  and  haben  dann  aus  (e) : 

l?j;=J.ref_?«^  ,(,>=/lri£_e«-ie<       „^cA^"l^^      rt) 

Dessgleichen ,  wenn  -p\i ^J  unabhängig  von  x  seyn  sollte,  wäre 

V  unabhängig  von  x  und 

.  8y      P  V»;      tiJ'  1» 

.    Kann  mno  die  Gleichung  (a)  in  folgende  Form  bringen ; 

M+»j{+l(,+H.Ü+H,+K.j|+ 0.  (W 

ond  mau  wäre  im  Staude,  integrirende  Faktoren  v.fi.v, Ar  M-|-Nr^ 

M,+N»T^,  M,+K,g^ anfzufinden,  BD  dass  identisch       ^ 

Gooi^lc 
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»(M+K?-Q=r(..T).  «.(M.+N,|-Q=f.(.,7).v,(M.+K.Q  =  f.{K.r),.... 
SO  wäreD,  wenn  f(x,y)  =  u,  f,(x,y)=n,,  .  .  .,  auch  vgt(u),  i', ip,(n,), ... 

iDtegrirende  Faktoren  von  M+Kp,  M,-f  Ni  ^, und  wenn  mau 

fpCn),  ^((li, ),....  Bo  bestimmt,  daas 

l>t>(D)=«,«>,(D,)=V,«g,(B|}= fl) 

so  ist  v<pia)  ein  integrirender  Faktor  der  Gleicboog  (h). 

III.  Seyeaqi{x),%l)(x)  bekannte  Funktionen  von  x,  und  dieDifferenttal- 
gleichaog 

vorgelegt,  so  Usat  sie  sich  in  der  so  eben  angedeuteten  Weise  abtrennen 
und  es  ist 

M=.,W'-^,   K  =  b,w2|^.H.=0,J.,  =  ,W. 

wo  nuD  Ht  +N,  ü^  =  g~  /  V(y)9y  "'>  so  dass  »,  =  I.    FerBer  ist    g—  = 

MjäSj«     »M    b»>(.)8>W     ,,,„irlM     8!r|_     1     r,  »»W 
*  ej     8i  ■    8i~    e«      ey  ■  *"*"  n  Ley    exJ"~b^(i)L     ei 

"  Tr]  =  T^  -^-^  ÄKyW).  mithin  n«h  (f): 

•  =  .'  =•«'! 

,  ,     1  reM     8N1    a  — I>8^(y)    «  — b81r(y)     ,  , ~-i9W 

.b.r  .oci^^,--jjj=;^  TT""^ — rr-  •''»«■''"■•=« 

—  <p(7)  '  >  i<°^  gerade  diese  letttere  Form  ist  beqnemer,  da  jede  Funktion 
von  7  auch  integrirender  Faktor  von  V(7)ä^  i^^-    Moltiplizirt  tnaii  also  die 

Gltichang  (k)  mit  91(7)  *,  so  hat  naan 

woraus  als  Integraigleichuog  voD  (li)  nomittelbar  sicli  ergibt : 
a»»»(T)  ■  +y  »W     »(r)«r=c.         »■) 

Ut  B.B.  9:(x)=i",  so  iat  die  (k); 

„..— ,-  +  ,al,x-y-'  5|+,W  »J  =  0,   II+       ".'C*''  -  -0. 
deren  iDtegTalKleichnng  also : 

""y'+yi    '    'p(y)BT=c. 

Ignzcdi/GoO'^IC 


Integrttioo  TM  B  ff  W  ^^  |?+  b  9  < j) 


biDi   +y  -    —  - 


'  mb-i-»' 
IV.  Die  Gleichung 

kauu  in  ähnlicher  Weise  behandelt  venlen.  MaD  hat  dann  M=:bqp(7)  -7 — ■ 
X  — »«r,^*''<^J    »w*"— h^'Wevd)    8H_   B,(i)a»(T)    1  reM     ■ 

etrt    b— «8iv(i)      ,  ^iw»)  —  ,  .-^   .    . 

—  1  = ~-^,  also  11=  e  '         ^y(x)  '  ,  80  da88  y{.x)       ein  inte- 

grirender  Faktor  von  (I)  ist.     Mnitiplizirt  man ,  so  erhält  man : 

i.  h.  ^  [»*  W''»(7)]+^y"pW»W~^8i  =0. 

so  dass  die  Integralgleicfanng  von  (1)  ist: 

»*'W^»(7>4-yv'(")»'W  *  »i=c.         (I') 
Die  Gleichang  (a)  in  §.  66,  I  lässt  sich  unter  die  Form  (I)  bringen, 
wenn  9>(y)  =  y,  da  alsdann  (I)  gleich  ist: 

80  dass  bloss  b  =  a^l  und 
81y(x) 


y»»'< 


zu  setzen  ist.     Demnach  ist  nach  (I'): 

was  eben  die  Gleichung  (c)  des  §.  66  gibt. 
FAT  <f  (i)  =  iiD  X  hat  man : 

»»lnicMyg|  +  b«iiircoii  +  *{i)  =  0,  «•in'iimy+ /vWiin  '  x8i  =  C. 

ror?.W=l(x).- 

Füra(»)=x": 

üia«"y"  '^+nibr"i"  V?'W=o."' j"+yt(")>     '     e«  =  C. 
V.  Bei  der  Unmöglichkeit,  den  integrirenden  Faktor  direkt  zü  bestim- 
men, kann  man  steh  die  Frage  stellen,  wie  eine  Gleichung  beschaffen  eeyn 

Dltttti,  DJflnwlKl- 1.  Iii«fT*]-lt«cbniir  19 
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mUsse,  damit  sie  durch  einen  der  Form  nach  TorgeBchriebenen  Faktor  inte- 
grirbar  verde.     So  wollen  wir  etwa  uns  die  Frage  stellen,  wie  die  Grßssen   - 
X,  X^ ,  i,i\,  die  wir  als  blosse  Funktionen  von  x  voranssetzen ,  beschaffen 
seyn  müssen,  damit  die  Gleichung 

||+Xy'+X.=0  (m) 

darch  den  Faktor 

mtegrirbu-  verde,  wo  F(x)  eine  bekannte  Panktion  von  x  ist.     Es  mnse 
also  tdentiech  seyn : 

ei  er 

d.h. 
(T'+2(r+i.)rw-(2rj^+t^^F(,)=<r'+2(r+(,)2rrM,-(j7'+x,) 

rw(2i+2i), 
oder 

;':r'(i)-2(XF(.)J+,[2ir(.)-2yFM-2(,IFW+2X,F«]+i.  PC»)  - 
^r(.)+2tJ[,F««0, 
so  dass  also 

FX.)-2iIFW=0,iP«-?iF(i)-J.XF(>)+][.FW.O,  (.?■»- |4f(,) + 
2iX,F(x)  =  0. 
L  nierans  folgt 

F'W  et    ifwf-(,)-F'w[?|f(.)+xf-(.)] 

*"2XrW'  *'*"Bi"  2X'FW  ■ 

und  dann  ans  der  zveiten  Gleichung: 

XF«F"(i)-  ~F(i)F'«-2XP'(l)' 

^.-^l.  + äpTjS. . 

somit  nenn  man  diesen  Werth  in  die  dritte  Gleichnng  einsetzt; 

XF(i)F"(.)-J?F(.)F<i)-2Xr(.)"l 
i,  F'W-:-^  FM+  i^  |(,  XH 


£W|, 

2XTW 

».          F-M          XFMF'W-i^FWF'W-ZXr'W' 
T^-'m'' 2X'FW F-«,0, 


mithin  da/|^j3x  =  lF(i),  nach  §.66. 1: 

^FWF-«-5?r(.)rw-2XF-w 

i,  =  Fw[c+-y ^,^. p.«..], 

SO  daes  mithin  in  der  Gleichnng  (m)  X  eine  beliebige  Funktion  von  x  seyn 
kann;  dann  aber: 

DiqnzeciOyGÖO'^lc 


iDMgrttion  »OD  ^  +Xy'+X,  =0. 

»XF(.)F"(x)-|fFWP'(»)-2XF-W'  ' 
-2Xfh'  *.=<=»-">'+ 2  FW-y- ^^^^, F'(, 

Xr(i)F-{i)— ^F(i)F-{i)-SXF'W 


2X'FW 
seyn  muse,  damit  (m)  durch  den  Faktor  (n)  integrabel  vird. 

3)  SeyT(x)=l,  Z=ad.h.  kMutaiit,soi8tF'(z)=0,  F"<x)=0,  also 

1  =  0,  t,  =  C,  X,  =  aC, 
d.  h.  die  Gleichuo; 

wird  integrabel  durch  deo  Faktor  ■  i Xn'  ^^  DatHrlieh,  da  derselbe  die  VerSnder- 
liehen  trennt. 

4)  S^  F{x)  =-.r",  X=a,  bo  irt  F'(x)=nix"~*,  r'(i)=m(m—l) «■""',  alw 

tnitbin  ist  die  Gleicliiuig 

integrabel  ea  nwohen  doreh  den  Faktor 


+ 


n.(m+l)     .^_i-     .ntm+a) 


Will  man  dod  wirklioh  inlegriren,  so  ist  in  I: 
n  die  Form  (o')  wählt: 


Ferner 

ASjy^      a«'."[g..y-(2..y+m>(e.+l)) 

.  Gooi^lc 
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ßa  1"+'"    ~     <.■■     r  2...y+„(m+l) 

HO  daxa  also  die  Integralgrleichung  ut: 


Fat  m=: —  1  tritt  an  die  Stelle  Ton  '  :  l(x).  (Die  Bweite  Form  kftnii  übri- 
gens BUS  der  ersten  abgeleitet  werden,  wenn  man  die  Gleichnng  (10)  in  meinen 
„GrandtOgen"  S.  199  beacbtet.) 

5)  SeyX=aF(x),  seist 

.         '■'■>       .       rrM'   I    '  '(')•  f'(')^"M-3T'W 

' '  üttw  '.  -"w  +t  -p-y fsr      '^'""'• 

X  -aCrM'-l--!  tW  ^(.ir  w-3F-(.)-  r(.)F-(sl-3F(.>- 

FiirFdl^x"  wfiiv  also 

'"i7;""T'' '-"'  +4..S-+"  ■- ""    4..-+'  • 

HO  da*t  die  Gleichang 
integral  wird  durch  den  Faktor 


AU  Integralgleichung  findet  sich  wie  oben 


nGooi^lc 


DifibraiÜsIt^lebBDgaii  entw  Ordmmg  und  n<*>  OndM. 


Im  Seitherigen  haben  wir  immer  voransgesetzt,  g^  komme  in  der  gege- 
benen Gleichnng  in  der  ersten  Potenz  vor.  Wird  diese  Beschränknng  auf- 
gehoben, 80  stellt  sich  die  Aufgabe  allgemeiner  so:  Die  Integralgleichung 
der  Gleichung 

zu  finden,  irenn  ¥„,  F,,  ..,F  gewisse  gegebene  Punktionen  von  x  und  y  sind. 
Der  direkteste  Weg  hiezu  wäre  nun  allerdings,  die  Gleichung  (a)  nach 
~  aufzulösen,  d.  h.  sie  in  ihre  einfachen  Faktoren  zu  zerfallen,  eo  dass  sie 
identisch  wäre  mit 

wo  fi,  f],-  •■,  f,  bekannte  Funktionen  vou  x  und  y  sind.  Da  alsdann  die 
Gleichnng  (a'),  d.h,  (a),  befriedigt  ist,  wenn  entweder 

80  wird  auch,  wenn 

»'>('.r.c.)=o.  9,(i,r.c,)=o ^^(,.7,0^=0  (e) 

die  Integralgleichungen  der  Gleichungen  (b)  sind,  jede  der  Gleichungen  (c) 
der  Gleichung  (a)  genttgen,  und  also  eine  Auflösung  derselben  seyo,  wobei 
Ct,  Ct, — ,  C,  willkürliche  Konetanten  sind.     Die  Gleichung 

ft(i.y,C.),,{i,,.C,) *._^Cx,y.C_)  =  0  (d) 

wird  eben  so  der  (a)  genügen,  da  aus  ihr  jede  der  Gleichungen  (c)  folgen 
kann,  indem  man  den  einen  oder  andern  Faktor  Null  setzt,  und  andere  Glei- 
chungen als  (c)  hieraus  nicht  folgen  können.     Die  Grössen  C,,Ci C^ 

kann  man  ganz  wohl  dnrch  dasselbe  Zeichen  C  bezeichnen ,  da  die  Gleichnng 
(d)  doch  nur  sagt,  dass  einer  oder  der  andere  ihrer  Faktoren  Null  ist,  wäh- 
rend es  die  Übrigen  nicht  sind,  Ist  also  z.B.  9), (x, 7,  C,)=:0,  so  Ist  eben 
Ci  eine  willkürliche  Konstante,  ob  dieselbe  nun  mit  G  oder  C,  bezeichnet 
worden.  Man  kann  also  als  allgemeine  Integralgleichung  von  (a)  ansetzen: 
•.(i.r.C),.(i,r,c)....,.(x,  1,0=0.         (d') 

abor  g|+»=0«'bty-j-ai+C=Oj    |^— a=0  gibt  y— ax-|-C=0,  aI«o  ist 
(y+ai+C)(y-a»+C)  =  0,  (r+C)'-a'i'  =  0. 

ij-V»i=o  sibt7-|-iVi5+c=o.  j|+V«i=o.i>.i»o  j+f » V»x 

-1-C=0,  »Uo 

(i-f  .V"+c)  (j+|.VS+c)=o,  (j+c)'-i..'-o. 
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3.)   Giy-<"+''+>-)  (^n'+<'''+'"+'"''>  H— ■'■=»• 

|I-IJ  =  0,   i-Ü-,  =  0{i.6S),l(y)-i-.'+C=0.  !=C.''*.  I-C.'"=0; 
||-x"_0.,-y  +  C-Ol 

4.)  Die  QleiohDDg 

UiJ         2   I.61J  ^y   Bi      2r 

flUurt  eben  so  CT 

Wie  man  Bieht,  verlangt  diese  Methode  die  Auflösung  höherer  Glei- 
choQgen  und  ist  schon  desshalb  nicht  immer  anwendbar,  abgesehen  davon, 
dass  man  in  manchen  Fällen  leichter  zum  Ziele  gelangen  kann.  Wir  wollen 
nachfolgend  einige  der  liesondem  Methoden  angeben,  nach  denen  in  ge- 
wisson  Fällen  sich  die  Integralgleichung  findea  lässt. 

I.  Sey 

die  vorgelegte  Gleichung,  in  der  Y(,Y,, ,  Y^  kein  x  enthalten  und  im 

Allgemeinen 

Y^=A+Br+Cy'  +  ...  +ll,'~\ 
also  eine  ganze  rationale  Funktion  von  y  höchstens  vom  Qrade  n  —  1 
(wobei  A,B, . . .,  M  konstant  sind).     Man  setze  nun  ö-^=u,  BOwirddie(e)in 

u'+T.  n°~'+r,  ■>'"*+  ■  ■  .  +T___^u+Y^  =  0.  («') 

und  ist  in  Beiag  auf  y  von  niedererem  Grade  als  dem  n*™.  Rann  man  also 
nach  y  auflösen,  so  erhalte  man  etwa  daraus  Werthe  der  Form  y  =  y(u), 
und  hat  nun 

e«         Bi  6a     ei'  ea     ei'  n      81' 

woraus  (§.  65) 

welche  Gleichung  nnn  mittelst  (eO  einen  Zusammenhang  zwischen  %  und  y 
liefert 

5.)  Sey  z.  B. 


1 
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-m'+--mT+-+^.-"^  .   »»6 


/ 


»:«..._,(.,+j|,.. =_,(.,+ j|,+c. 


Eliminirt  man  also  n  zwisolieD  den  Gleichungen 

■0  erh&lt  man  eiae  Gleichung  swucben  z  und  y,  die  der  Toigelegteo  genügt.  (Aller- 
ding«  wird  diese  nicht  immer  die  allgemeine  sejn ,  da  ganz  wohl  noch  andere,  «ben- 
&11b  genügende  Gleiehnngen  Torkommen  können.) 
II.  Hat  man  eben  so 

wo  X, Xb  ganze  rationale  Fanktionen  von  z  sind,  von  niedererem  Grade 

al«  dem  n"",  so  setze  man  wieder  -^=^u,  und  hat  dann 


n  +X,n      +....+X,_,n+X_^=0, 

nnd  wenn  hieraos  folgt  x  =  g>(ti),  so  ist  da 

87   8y  Bu   8r   I       ey   1    ey     ,,  ,     /"  ,,  »a   1  ,, 
Bl   en  Bx   Bn  »'(n)      Bn  ^'(a)  8a  J 

woraus  dann   in  Verbindung  mit  x^yi(u)  eine  Gleichung  zwischen  x  und 

y  folgt. 

6.)  Sey  etwa 

■  •+,«■-.■.=  0,   !■-..=.■.   I  =  |(l+Vt). 

■J»  »>)  =  -i-(l±V5).  ;-/|-0±l/5)eii..''-li>^'>+C. 

Die  direkte  Auflösung  gäbe 

,+C  =  0,y+il^i:^>  +  C.O.y  +  ?^l^«  +  c  =  0, 


(i+v6)i'      i'a+v5) 


hVß         1—6 


so  sieht  man,  dau  nnsere  obige  Auf- 


lOinug  nur  ewei  dieser  möglichen  Auflösungen  gegeben  hat.  was  flvilioh.ron  der 
AUHwerfung  des  Faktors  u^^O  herrührt. 

m.  Kann  man  die  vorangehenden  Methoden  nicht  anwenden ,  so  muss 
man  eich  durch  Einfuhrung  neuer  YerELnderlichen  zu  helfen  suchen ,  die  bald 
in  einer,  bald  in  anderer  Weise  gewählt  «erden  müssec. 

Man  letw  g^=ny,  so  ist  u'y'+y*uy+7*='*,  y'(n'+uy4-7)  =  «.  oirf 
da  y:=  0  wohl  auch  der  Torgelegten  Oleichnng  genfigt,  aber  keine  Konstante  ent- 
halt, so  hat  man  u'-|-ny4-y=0,  j= —  -.   .     ,  also 

Ignzcdi/GoO'^IC 


Elnnliraiig  neaer  TerladerBohw. 
"l  +  n"    ei~en8i~  (l+n)' 


~n* 8u'+2n'8D        _    3+2ii   8n  A8+2n)8..  »   ,   ,  r>+'''ia.n 

l+n-         <I+n)'    8x''-u'(l+a)Bx-^V    n'(l  +  n)  ~      » "^    L    n    J"*"^' 
also  erb&lt  man  eine  LOning'  der  Aufgabe  dureb  ElimioBtioii  von  u  ans 
.■+1IT+T-0.  ..- 1  +  ]  (i±^)  +  C. 


?+?;+' ="•'= 


a'        6r_      an — Sc* 


1 l+n'     l+n' _ 2Ti— 8n'  6y        _  8n*— Sn*  Bn 

nr"         n'     •       n"     -(l+n-)"  « -  O+n')'  »<' 

Die  beiden  Integrale  beatämnt  man,  wenn  man  I-J-ii>=;z  setzt  (§.36),  wo- 
durch dann  erhalten  wird 

■       I  ä     ' !_}_    J.C 

tll+nV^B  n'+l      10(1+.')'^'- 
.,l.n»nb..  ,,_j^.  .  =  i-j-L__i.jjJ_^,+C, 

iwifohen  welchen  Oleichnugon  n  KU  eliminiren  ist. 

9.)  (H)'~'''B'^''=^'  ||  =  ni.B'i'-ani'+.'  =  0.n'i-.n+i=a 
an       8x      a(l  — an*)    Bn        (l+n»)'     eT_8yBD 
'"lH-u''en~    (l+n*)'   'öi-aO— 2n')'ei-6o8*' 

8r    q  +  n')'        an'        8r    O  +  o')'      8y      a'n'Q  — gn*) 
BnaO— Zn*)'  l+o'~8a  a(l— Sn")'  8a  ~      (l+o*)'      '' 

,„../.ia-^+,„^.. 
ü.n,.  -..'+.._.+,=».  ..=:^l±i.!|=-?-^', 

es     e»Bo  8n'— *n+6  8n  8n'— 4n+ft  8n 


/Sn'— 4q+5 
4' 


+<==^-i^+«^.+'^' 


-  4n'     Öo'^en»^ 


'~n'— n+1' 4u'      B> 

rV.  Hat  man  die  Gleichung 


'•frD +'.&:)  +<H)  ++'.-,  if+'.=» 

und  es  sind  Fg ,  F, , F.  homogene  Funktionen  von  x  nnd  y  deuelben 
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r*"  Grades  (§.68),  so  setze  man  y  — xz  und  es  werden  Fo  =  Zo  x',  F,  = 
Z,  x', . . . .,  F.  =  Z.x',  so  wird  die  vorgelegte  Gleichniig  zn 

Gesetzt  maa  erhalte  hierauB  ~  als  Fanktion  von  z,  so  ist  also 

wo  noch  z  —  —  zu  setzen  ist.     Setzt  man  r^  =  d  und  kann  z  als  Funktion 
von  Q  finden,  so  ist 

z=r(Ti).-^  =  t+-T~.   d.h.  n  =  »{o)  +  i  — — . 

A]M  ;.»<.(n).l(.)^ /''''•'    e.+C  =  -l(.-»M)-/'-rT' H"^' 

Oft  ist  es  besser,  die  Gleichang 

nach  Xr^  aofzolOgen.     Folgt  daraus  x  r-^=9}(z),  so  ist 
J-i!-- L   IM     /'•    IC.     ' 

"J  "■+•■(^D'-'•=»«"■•■+(^D'-■-»•     _ 


2l(x)  =  C±I 


(f+Vf?-OT 


Hau  hätte  dieselbe  Gleichung  übri^ns  auch  nach  der  iweiten  Weiie  auflOieii 
können. 

12.)  Han  «lU  eine  Knrre  mchen  so  beacbaflan,  da«s  alle  Liehtctrahlen,  die  Ton 
einem  gegebenen  Punkte  an«  an  sie  gelangen,  surüokgeworfen  mit  einander  parallel 
laufen. 

Sejr  der  gegebene  Punkt  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten ;  die  Bioktang,  mit 
der  alle  zurückgeworfenen  Strahlen  parallel  gehen  soUen,  aey  parallel  der  Axe  der 
xi  femer  «ejen  x,  j  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Kiure.  Die 
Gleichung  de«  in  diesen  Punkt  gerichteten LichtstiabU  ist  also  xv^y  |,  wenn  wie- 
der |,  v  die  laufenden  Koordinaten  sind;  die  Richtung  de«  £urfickgeworfenen  Strahle 


-OH) 

üt  parallel  der  Axe  der  x,  olao  ist  die  Gleinhimg  dieau  Strahls  v^j.     Die  trigtf 
noroetrische  TaD^nte  des  Winkels  der  berUbrenden  Geraden  und  des  eia&Uenden 

x_ii 

X    ex 

Strahls  ist  somit r—  ,  während  die  des  Winkeb  derselben  Geraden  und  des 

«urflokgeworfenen  Strahls  =x~  ist,  so  dass,  da  beide  Winkel  gleich  seyn  mOisen: 

woraus  nun  die  Gleichung  der  Karre  zu  suchen  ist.     F^  y=xs: 

1— n' 
=-'(^^t^)-'('')+l(l+"'>+C  =  l(-l)-21(ii)+l(l-B')+C, 

oder  wenn  man  1( — 1)-^C=;C  setzt,  was  man  darf ,  da  ja  sicher  1(—1)  konstant 
ist,  so  folgt 

i(i)  =  l(^l^')  +  C,  x  =  C~-*, 
,  2xn  ^/'l  — ""i    ,       I     «■'  2C 

•^  ^  =  T^'-  '  =  H"^J'  i-«'=-c-.  y=- 

_ZC      ,_4C'  ,      y'— 4C' 

""y'^-y';       --      j.     • 

MdM.  ^^C(r'-4C')^^  4Ci  =  y'-4C',  y»  =  4C(x+C> 

Diese  Gleichung  stellt  Parabeln  vor,  in  denen  der  Brennpunkt  Anbngsponkt 
der  Koordinaten  ist. 

Dieselbe  Qleictuing  bAtte  Qbrigens  auch  gemftss  dem  zu  Ebgang  diese«  §.  Ge* 
sagten  integrirt  werden  kOnnen. 

y,  Lässt  sich  die  gegebeoe  Differentialgleichung  nach  y  anfl&sen,  d.  h. 
bat  man 


so  folgt  daraus,  wenn  man  nach  x  differenzirt : 

_  ti^ii  ^ 

welche  Gleichnng  nur  u  nnd  x  enthält.  Kann  man  dieselbe  integriren,  und  ist 

»(n.x.C)  =  o 
ihre  Integialgletchang ,  so  eliminire  man  u  zwischen  gi  (n,s,G)^0  und 
y  =  f (x,  u),  und  erhält  eine  Integralgleichung ,  die  der  vorgelegten  genOgt. 
Wäre,  wieder  für  j-=:n,  die  vorgelegte  Gleichung: 

y=,(«)x  +  VM.«l.ou  =  »{n)  +  [i,'(u)  +  .p'(Q)]J-^. 

.  Goc^lc 


Bdt^alf  Uen. 


so  hätte  man,  Tenn  man  beachtet  (§.  14),  dass  a~  ä~~  =  ^ 


»o  fin      ff(n>  — n        »(o)  — u 

also  nach  §.  66, 1: 

L       c/  »i(o)— n  J 

In  dem  speziellen  Falle,  da  9(D)  =  n,  kann  man  dieses  Verfahren  nicht 
anwenden.     Alsdann  aber  hat  man 

d.  h.  entweder  x-j~t^(a)  =  0,  oder  n^C.    Also  ist  eioe  Integralgleichung: 

y.=  Cx+v.(CD, 
während  eine  andere  dnrch  Elimination  von  a  zwischen  y  ^  nz-j-i//(D), 
x-{-i//(n)  =  0  folgt;  diese  letztere  enthält  aber  keine  willkürliche  Eonstante. 
(Vergl.  §.87.) 

,3.,  .=.H+-(rO^  -"+"•-•  .-.+4:+"-+""-H- 

0  =  2..«'+i  1^(1 +2.1.).  0  =  2.i.'+i|a+a>x«). 


4[-Äy^-]= 


14.)  Man  soll  diejenige  Knrve  finden ,  bei  der  die  von  dem  Anfangs- 
ponkte  der  Koordinaten  auf  die  berQhrende  Gerade  gefällte  Senkrechte  eine 
beliebige  Fnnktion  der  Abszisse  des  Punktes  ist,  in  den  die  berOhrende  Ge- 
rade gezogen  ist. 

Seyen  x,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  gesachten  Knrve ,  so  ist 
die  Gleichung  der  Tangente  ip  demselben: 

-r-H«-.). 
also  die  Länge  des  vom  Anfangspunkt  geßlllten  Perpendikels : 


und  da  dies  =f(s)  seyn  soll,  so  hat  man 

aus  welcher  Gleichnng  die  Ktnre  zu  beBtimmcD  ist.    Man  zieht  hieraue  für 

«;  =  "•■ 
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In  dem  speziellei)  Falle,  da  f(x)^^ax ,  hat  nuui 

»rc(di.  =  n)  +  -[al(l  +  n')  +  «l(i)  =  C.  j  =  oi  +  ai  Vl+i'- 

Für  f(x)^a,  d.h.  da  alle  SenkreehteD  einander  gleich  tejn  sollen: 

Die  ente  Qleichang  gibt  

T=:Cx+aVH-C'. 
d.  h.  eine  Qerade,  bei  welcher  der  Satz  freilich  richtig  i((,  da  sie  sich  selbst  Tan- 
gente iiL     Die  zweite  Qleichung  gibt 

j'  =  a'— x',  y'+i'  =  a'. 
d.h.  einen  Kreis,  dessen  Hittelpunkt  derAnfongspunkt,  und  desMii  Halbmeuer  a  ist, 
VI.  Hat  die  gegebene  DifferentialgleichuDg  die  Form 

.=-0.|l)=-(,..,..=H. 

so  zieht  man  aus  ihr 

eo     8n8r     8d 
oderda  -  =  __  =  _„. 

~er''''~8n''8y' 
in  welcher  Gleichang  bloss  u  und  y  vorkommen.     Kann  man  sie  integriren, 
so  eliminirt  man  n  zwischen  dieser  Integral  gl  eich  ang  und  x  =f(y,  u). 

15.)      \AT(|Ör=2.+27|^.  .--y+iVT+T, 


also  nach  §.  66.  r  da/ ~-,=^  i(l+u')  =  ]  Vl+o*: 
SO  da»  also 

i),„„cdiiGooi^lc 
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VII.  In  gewiss«!!  besooderen  FäUea  kann  man  sich  darch  eioe  «igen- 
tbümliche  Methode  helfen,  die  wir  an  einigen  Beispielen  aaseinandersetzen 
vollen. 

16.)  Sey  die  Gleichung 

'     "8i       f)x\Jf>xJ'  »j      ~'UexJ 

gegeben,  worin  f  eine  beliebige  Funktion  bedeutet.     Man  setze  nun 


wo  a  eine  Eonstante  bedeute,  so  mfisste  die  erste  Seite  =f(a)  seyn.     Aus 
der  angenommenen  Gleicbnng  folgt 

worin  C  eine  willkürliche  Konstante  ist.     Aus  dieser  Gleichung  nnn  er- 
gibt sich 


.»z       yc+2^---m=^ 


VC+2n_+(C+2n)+2s 


göj      --  ^        2a  ~  +2»  ~2»' 

so  dass,  da  diese  GrOsse  auch  ^  f(a)  seyn  soll ,  nothwendig 

c  =  2»f(») 
seyn  mnss,  mithin  der  vorgelegten  Gleichung  genQgt  wird  durch 

y'  — 2a»  =  2Bf(a), 
worin  a  eme  willkttrliche  Konstante  ist.  Der  ganze  Erfolg  beruhte  hier  darin, 
dass  die  erste  Seite  der  vorgelegten  Gleichung,  nachdem  y  aus  der  zweiten 
gelündeii  worden ,  zu  einer  konstanten  Grösse  wurde.  Hätte  man  übrigens 
g^  mittelst  der  Gleichung  yr-^=a  eliminirt,  so  würde  die  erste  Seite  = 
j'— 2»i    .  .        C  ,       ' 

"2,     ■  d.h.  =  2i  geworden. 

17.)  Sey 

und  man  setze  wieder 

so  ist  zunächst 

il-iHi     ■  I  CfV    >'+.'-2..+  .' 


also  da  y\/l  +  (||y=f(a),  so  ist 

i),„„cdiiGooi^lc 
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also  bt  die  allgemeine  Integr&lgleichong  der  vorgelegten  Gleiehtmg,  wenn  a 
die  witlkfirliche  Konstante: 

i'+y*— 2ftx  =  f(a)  =  -a*.  7'+{*- «)'=  fW* 
18.)  Sey 


und  man  setze  vieder 


...  &■- 


=-;,  also  ist 

y'— »'+2«»  By  ,  2xy— 2»y_^ ^ 
y'  8i  y*      .     ^ 

geradezu  integrabel  nnd  man  erhält 

''~^*'  +  y  =  C,  i'+y'— 2n  — Cy  =  0. 


8i      y'-.'+2»x'      2^        ^«y-\  2y(i'+y>) 

d.  h.  die  I&tegralgleichuDg  der  vorgelegten  DifferentialgleicfaiiDg  ist: 
.'+y'-2M-2((«)y  =  0. 

Man  siebt  leicht,  dass  der  Erfolg  dieser  Methode  davon  abh&ngt,  dass, 
nachdem  die  eine  Integralgleichung  gefunden,  die  daraas  folgenden  Werthe 
von  7  und  —■  die  erste  Seite  zu  einer  OrOsse  machen,  die  bloss  a  und  C  ent- 
hält, wodurch  dann  C  als  Funktion  von  a  bestimmt  wird. 

Vffl.  19.)  Die  Gleichung 


(F9--»-+'-H=<"- 

+bl')  " 

gibt. 

wenn 

8i 

1   1 

n'^  *' 

nGooi^lc 


V- 


Hi«her  gehttrt  etwa  die  Gleichnng 

■'  2.-(.  +  b.)t 
20.)  Hao  Boll  eine  ebene  Enire  bestimmen  so,  dass  der  im  Aaßuig'apiinkte  dei 
'  Koerdiiiftteii  Bnfon^nde  Bogen  =Vj*>^iix*  ist  (ii!>l),  wenn  z  und  7  die  Koot- 
dinatea  seines  Endpunktes  sind. 

Voiansgesetzt  der  Bogen  wachse  beständig  mit  waebsendem  x,  so  ist  also  (§.56) 

woraOB  leicht  fblgt : 


»V- 


±V^v 


=a  nnd  (§.  68)  j^xe,  so  ergibt  sich 

±«i{.)  =y-^^+c  =1(1+ V'?+T)+  c.  i*"=c(«+VP+^), 

d.h.daE=  — ; 


Da  a<Cl  aber  pMitiv,  so  genügen  x^=0,  y^O  dieser  Gleichnng  der  Knrre, 
■o  dass  letctere  doich  den  Aniaagapunkt  geht.  Die  Konstante  o  bleibt  gani  vill- 
kfirlioh. 

21.)  Man  lege  über  eine  Knrve  (z.B.  BC  in  Fig.  29,  §.54),  einen 
Faden,  den  man  in  einem  Punkte  fest  mache  (z.B.  in  0>  w&hrend  das  freie 
Ende  ao  bevegt  werde,  daes  der  Faden  eich  abwickelt  von  der  Kurve  und 
das  frei  gemacht«  Stück  Tangente  ist  an  die  kmmme  Linie,  so  beschreibt 
der  bewegte  E^dpnnkt  des  Fadens  eine  Evolvente  der  gegebenen  Knrve. 

Seyen  nun  x,y  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punktes  der  gegebe- 
nen Knrve;  a,ß  die  Koordinaten  des  entsprechoiden  Punktes  der  Evolvente, 
so  dass,  wenn  die  Abwickelung  des  Fadens  bis  znm  ersten  Punkte  fortge- 
schritten ist,  das  freie  Ende  sich  im  zweiten  befindet.  Es  ist  nun  leicht  ein- 
zusehen, dass  der  Faden  zugleich  im  ersten  Punkte  Tangente  an  die  eine, 
und  im  zweiten  Normale  ao  die  andere  Kurve  ist.  Da  ß  als  Funktion  von  a 
gesucht  wird,  indem  man  sicher  die  Gleichung  der  Kurve  sucht;  femer  die 
G-Ieichnng  der  Tangente  im  Punkte  (x,y)  an  die  erste  Kurve  ist  v — 7^e 
(S — x),  die  der  Nonnale  in  (,a,ß)  an  die  zweite  Kurve:  v — ff  = thtt 

(S — «),  wenn  5,  v  jeweils  die  laufenden  Koordinaten  sind,  und  diese  zwei 
Gleichungen  dieselbe  Gerade  ausdrücken  sollen,  so  mass 
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Zieht  man  nuD  aos  der  Gleichang  der  gegebenen  Knrve  ~,  setzt  dessen 
Werth  in  diese  Gleichungen  ein  und  elimlnirt  daan  x  und  j  ans  dieser  und 
der  Eurvengleichung ,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung  der  Evolvente. 

Sey  die  gegebene  Kwrre  ein  Kreis,  dessen  Glsichung  x'4"r'  =  '*'    •*•  '**  ä~ 

:=  —  — ,  bUo  hat  man  x  und  j  zu  elimioiren  an« 
'  ta 

wodurch  man  erh&lt 

Wird  diese  Gleiohiuig  in  derselben  Weise  integrirt,  wie  Nr.  15,  so  erhilt  mui : 

'-  ykt.  [c+"-.-.to=.)l.  .=  ~^-^,+^^,~.<«~.-,. 

oder  wenn  o^rtgoj: 

|i  =  Cct»»-|~ '''"''  —  raeoi»,  a  =  tcoib  —  CiinB-t~r**iDB. 
Ewiiclien  welchen  Oteiehongen  «)  lu  elimiBiren  ist,  um  die  Gleiokimg  der  KreiseTol- 
venten  zu  erhalten. 

Soll  (Qr  iu=:0  :  a^r,  ^^0  seyn,  so  mnsa  C^O  seyn,  und  man  erhält  dann 
;t  =  i[iini»  —  ■go*b],  a  =  r[e<H*>-|'«iinai),_ 
für  die  gevShnliohe  Ereiserolvente. 

§.  n. 

Als  letztes  Mittel,  wenn  kein  anderes  gefunden  worden  kann,  bleibt 
noch  der  Versuch,  eine  vorgelegte  Reihe  mittelst  einer  (endlichen  oder  un- 
endlichen) Reibe  eu  integriren.  Wir  wollen  einige  der  hier  möglichen  Fälle 
als  Beispiele  näher  untereuchen  uud  etwa  nflthige  allgemeine  Bemerkungen 
an  den  speziellen  Fall  anknüpfen. 

I.  Aus  §.  15  folgt,  wenn  man  in  der  dortigen  Formel  (27)  z  =  a,  h  = 
X — a  setzt: 

F(x)  =  F(«)  +  5^F'(.)  +  ^^F"(s)  +  ^i=^F'"(«)+....  («) 

Bricht  diese  Reibe  von  selbst  ab,  so  ist  oothwendig  F(x)  der  alsdann 
endlichen  Reihe  gleich;  bricht  sie  nicht  von  selbst  ab,  ist  aber  konvergent, 
so  gilt  dasselbe  (§.  16).  Die  Reibe  wird  immer  abbrechen,  wenn  etwa 
F"(x),  F"'*"'(x),  ....  sÄmmtlich  Null  sind  für  x  =  a  oder  gar  flir  ein  belie- 
biges X.  -FBr  unsere  Zwecke  ist  F(z)  =  y,  und  wenn  also  etwa  aae  der  vor- 

T^ , sämmtlich  Null  sind  fQr 

=  a  oder  für  ein  beliebiges  x,  so  ist 
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^     \^     1      UiJ.         1.2     VBi'J.^     ■^l.-.n— ll.g^»-«A' 
worin  y^  ganz  villküriich  (anbestimmbar)  bleibt ,  an  daas  dann  y^  ^  C,  d.  h. 
gleicli  der  wiUk&rliclien  Konstanten  zu  setzen  ist. 
1)  .?-|-ar+b.'=o(!.6e). 

ö  X'        öl*         Ol  0  X       0  X' 

6 »         8 1       B 1  6  X 

?lZ+,  fiil  =  o,  x5LT+2?!:y  =  0 

8i'     ■    8x»        '     ex*^    8i'    -     

so  dftu  klio  ö~it    o^  .....  afinuntli^  Nnll  sind  für  jedes  x.  Settt  man  ^;=a=l, 
7,:=y,  ^0,  (o  i«t  fllr  diesen  Werth: 

|l  =  8c-b,  J-^  =  ee-4b.    ^^  =  e(c-b). 
»Im  y  =  e+(36-b)(x-I)+ä5=*^(,_l).+«(^>(,_])«=(c_bV+biV 

welcher  Werth  der  vorgelegten  Gletebung  genügt. 

oder  wenn  inui  mit  47  moltiplizirt,  was  gestattet  iit,  da  nicht  73=0  da«  allge- 
meine Integral  aeya  wird: 

und  wenn  y'^«: 

Ana  dielet  Oleiohnng  folgt  dnrch  nnialige  Differentiation  naeh  x.- 

wo  nun  (§.10): 

<M+^-)  t:?^:+'-«:^>T  ov.+^o  [':7.+<-«:^] 


n^--l)e] 
"^     1.2      B 
*o  dau  alio  filr  x=0  (d.h.  a=:0)  und  n^l,  2,  3, 

I>l<i(*r,    nmnatitl.  a.  tu*t"l-B*<kiut. 


l.gnzafr/GoO'^IC 
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t.w.  alle  folgenden  Differentialqnotienten  Null.     Ist  alio  z  tilr  x^O  gleich  c,  so 
hat  mau 

Anm.  Mao  komme  auf  obige  DiSbientialglelebqnK  bei  AnflSiang  folfender  An^be: 
Di^enige  Knrre  m  «neben,  velehe  alle  Ellipien,  die  dieselben  Brennpunkte  haben,  outet 
Techten  Winkeln  BchneideC.  Sey  nlmliEb  2e  die  gegebene  Entfernung  der  iwei  Brennpunkte, 
2a  die  groue  Aie  irgend  einer  der  Eilipien,  to  i«t  (a'  —  e')i'-j-a'y'  =  a*(a'  —  e*)  die  Glei- 
chnng  derselben,  wenn  die  Roordinatenaxen  wie  iu  %.  b3,  II  gewählt  weiden.  Die  Gleichnng 
der  berührenden  Geraden  in  einem  Punkte  dieler  EUlpae ,  denen  Koordinaten  {,  v  lind,  i«t 
alio  (g.  3):  y— v  =  —  *  ~'  .  —  (i  — £)■  Geht  nan  die  geinchte  Knrre  (Trajectorie)  dnrcb 
dieien  Punkt,  nnd  ilnd  alio  £,  t>  auch  die  Koordinaten  denelben,  lo  itt  die  Gleiehnng  dn 
berührenden  Geraden  an  lerttere:  y  —  ir=  jr-A*  —  ö'  '"'  ^  *•"  der  noch  nnbekannten 
Oieiebang  der  Trajeetorie  zu  inchen  ist.  Da  beide  Tangenten  aof  einander  lenkrecbt  itehen 
laOeu ,  10  ronsB ä~i  —  —  ^  >eyn,  d.  h.  wenn  man  nnn  mit  i  nnd  j  die  Koordi- 
naten der  Trajeetorie  bezeichnet ,  so  mnu : 

^'fn- ■■<••-■"■+■■'■—(••-■) 

teyn ,  da  dietei  Punkt  anch  in  der  Ellipse  liegt.  Eliminirt  man  a'  Ewiichen  dleten  Gleichun- 
gen. Bo  bekommt  man  eine  Gleichnng,  die  für  alle  Ellipien,  alio  fQr  alle  Trajectorienpnokte 
gilt,  d.  h.  man  erhUt  die  Gleichung  der  Trajeetorie: 

mithin  y.  =  c-^a'.  (e'+c)y'+ci'- e(e-|-e'). 

In  c  potitiT,  «0  hat  man  die  Torgelegten  Ellipien  wieder,  v>  dau  ein  podtitei  c  niefat  pant; 
für  negative  c  hat  man  Hyperbeln,  welche  dieielben  Brennpunkte  haben,  und  Ton  denen  jede 
wirklich  alle  EUipaen  rechCwinklich  trifll.  Hatte  man  Hyperbeln  Ton  den telben  Brennpunkten 
gewählt,  so  wKre  man  auf  Ellipun  gekommen. 

Durch  nmalige  Differentiation  folgt  hieraus,  wenn  ni>I ; 


während  (Qr  n^l 


Hieraus  fllr  x^O  (d.h.  a= 
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so  ist  für  D> 2; 

"*■-  ei  8«  8i      -*        "*   *-  8i 

2(„_2)x?^^+{n'-ö«+4)55]+....+?^r(x--g)^-2.T"I  =  0. 
w8)irend(fllrn=l,  2): 

2x71  —  2  =  0. 
Hieraus  folgt  für  x^O:  

ei     'ei'        g-      g     ■  g^,-».B.'-w., 

SeUt  man 

_i.+  V£lllI  =  l,„irt„=_c+V^^,«*+2c<,+«»=e'-g.c=— ^-i^, 
g  g  «  -  r         B.    -r       T-  s.  2      2b 

■Ito  ^'^~T~h'^^a'  »'— 2ey-g— c'  =  0. 

wo  c  (d)  die  villkOrliche  Konataute. 

II.  Oft  fahrt  die  eben  aagegebeoe  Methode  auch  auf  eioe  unendliche 
Reihe,  die  dann  oothveiK^g  konvergiren  niuss,  wenn  ihre  Anwendung  mög- 
lich seyn  soll.  Lässt  Bich  die  Sarame  der  unendlichen  Reihe  angeben,  so  hat 
man  eben  dadurch  das  Integral  der  Gleichung  in  geschlossener  Form.  In 
der  Regel  wird  man  dabei  bequemer  so  verfahren,  dass  man  fUr  y  eine  Reihe 
von  der  Form 

,-Ax"+B.t'+C."+'+.... 
wählt  und  dann  a,  A,  B, . . .  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  diese  Reihe  der 
Gleichung  genügt,  ohne  zwischen  x  undy  irgend  eine  Beziehung  festzustellen. 
Oft  ist  e»  bequemer,  ftlr  y  eine  Form  (p(x)j^(x)  zu  wählen,  wo  i^(x)  eine 
Reihe  obiger  Art,  dagegen  etwa  91(2)  =  e  ",  sin  txx,...,  ist;    oder  auch 

.S)  Sej  z.B.  die  Qleicbujlg 


•l 


+  7". 
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vorgelegt,  und  man  setze  y ^     .- ,  ,  wo  ^'(x)  den  Difl^rentiftlquotientea  von  ^{x) 
bedeutet,  so  ist 

8y_T.Wy"(i)-»'W' 

Sey  also  »{i)  =  A„+A,i+A,i*+ 

^"(i)  =  2Ä,+3.2A,i+4.3A,j'+ 

SD  mms  2A,+3.8A,x+4.3A,i'+  . .  .  =sA„i+»A,i'+aA,x'+  .... 

sejn ,  woraus 

A,  =  0,3.2  A,  =  aA„,  4.3A,  =;aA,,  6.4A,  =  kA, ,  n(a  — 1)A  =aA        , 

so  dtus  Ag  und  A,  ganz  vrillkttrUeh  bleiben  und 

*'-2.3'  *'-3.4*  ^•-''•^•-ö.e '*--(o- Da- 
ist; folglich 

''"'''•['-'-ö+rix8+2.3.'t'.e'.8.9  +  -]+'-'['+n+3:t-.lT<--J- 

und  wenn  man  die  beiden  unendlichen  konTergenten  Reihen  mit  2,X,  bezeichnet: 
»(»)  =  A,X4-A,I.,,'(x)  =  A.  II+a/^, 

ex        Bx,    8x       ex. 


'~     AoX+A,X,      ~    X+CXi    ■ 
wo  C  1  =  7^  I  die  willkOrliche  Eonitamte  ist. 

Man  sieht  schon  aas  den  obigen  BeiBpieten,  worin  dag  Wesen  dieser  Me- 
thode besteht,  ohne  dass  wir  weitere  Beispiele  znznfSgen  hätten.  (Vergl. 
auch  §.  83.) 

III.  Zuweilen  fGhrt  die  Annahme  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y ,  in 
der  noch  zu  bestiiDmeude  Konstanten  voiitommen ,  zu  einem  Integral. 
So  wenn  etwa  die  Gleichung  

vorgelegt  w&re,  wllfale  man  einmal  die  Gleichung 

A.  x'y*  +  Ä.(»'  +  j'>+2A.iy-l  =0, 
.n.  H-  M«         ^y  -      A.xy'+A.i  +  A.  y  _      (A.y'+A.).+A,y 
audertolct.       fl-- -A^^.j_t.A,y+A,.  ^ -(A,,'-t-A,)y+A,i- 
Aber  die  angenommene  Gleichung  heisst  auch 

(A,y'  +  A,)i*+2Ä,y.-|-A,y'-l=0. 
iror.iis  (A,y'  +  Ä.)'i'+2Ä,y(A,y'  +  A,)x+(A,y'-l)(A,y'-|-A,)  =  0. 

[A.  y'  +  A.)'.i'+2A,y(A,  y'+A.)i  +  (A,  y)'^  (A,  y)'-  (A.y'- 1)  (A.y'  +  A.). 
(A,  j'+A,)x+A,  y  =  ±V(A.y)'-(A.y'-l)(Aty'+*.) . 
ebeuso  (A.i'+A,)r+A,i  =  +V(A,K)'  — (A.x'  — l)(A.i'  +  A,), 


ey_     •*   /— A,A,y'-KAi'+A,-A.')y'+A, 
e»~-  V    — A,A.i'-i-(A,'  +  A,  — A,*)i'+A,' 

luss  man  habet 

Goo^^lc 


und  wenn  diese  Gteicliung  identisch  sejrn  soll  mit  der  vorgelegten, 

—  A,A,  =  aA,,  A,'-A,'+A,=bA, 
d.h.  A.  =  -a,  A,=V'A.O>+A,)+», 
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wo  DOD  A]  ganz  willkürlieb  bleibt.     Demnach  ist  die  Integralgleichungp  der  vorge- 
legten Gleiehiug:  

— •i'T'+C(i'+r')+2iyVc<b+C)-|-.=l. 
Setat  man  hier  etwa  C=T-,,  also  peeitiT,  a^nl^  also  ebenfiilU  poiitiv,  b:=^ 

—  1  — m*.  so  ist  diese  Gleiohuagj 

l'+;"+2ljV(l-k")(l-ni"k")-ni>k".'l"»k',  (.) 

und  ist  die  Integralgleidinng  r 


'r    I  -t  /(i-rta-n.'?-)  . 
li--  V  (i_,'Kl_         ■ 


(b) 


'«■)■ 

(Han  Toigl.  „Oniaerts  Archir",  XI,  S.  395.)  Weitere  Hilämittel  zur  Integra- 
tion der  Diftireutialgleiehungcn  erster  Ordnung  gibt  oft  die  Integration  der  hoberen 
Differentialgleichungen ,  zu  der  wir  jetzt  Obergeben,  an  die  Hand. 


leiebnng  (a)  folgt; 

-V(l-h')(l -»■>■) r±hV(l-7')H- 


.V) 

1  — m^k'7' 

Setzt  mau  nun  Toraus,  ss  so;  fOrT=Onuthweudigx  =  k.  so  gilt  das  obere  Zeichen:  das  un- 
tere, »sun  für  r=0,  r=—k;_Ebenso____  

-sV(l-k')(I-m'k')tkV(l-«')(l-»'z') 
'"  I— nj'k'i' 

wo  das  i^^Jf  Zekhen  gUt.  wenn  fDn  =  0:y={j;J. 

Abs  (a>  folgt  durch  Diflhrentiatioji^ 

«r_       z-hVd— k'Kl-m'kIj-m'k'.,' 
•s°       T4-V(l-k')(l-m'k')z-m'k'i'7' 


.-.■h'.,'  +  V(l-k')(l-m'k')r=±kV(l-;')<l-ni'y'). 

7-m'k',V-|-V(l-k')(l-n.'k")a.±kV(l-z'Hl-mV) 
Hier  gelten  beiderseits  die  ohem  Zeichen,  wennfOr  r  =  0:  x:=-|-k  und  fOr  : 
u  Fslla    Also  Ut 

«"r_    +V(i^r')(i-m'y') 

««  tVO-s-Xl-m-s')' 

h.  1)  wsnunzi=0auah7  =  -hk    _ 

,=,0    .     i  =  -t-k'»> 

2)  z  =  0     ,     r  =  — k    By_ 

1=0   .   r=-k'8z- 

3)  a=.o  .   r.-i-k  ej 

y=0    ,     i  =  — k"8i~"^ 
«)  s  =  0    .     ,  =  -k    »j_   , 

1=0   .   j  =  -|-ke«-"^ 

Man  enieht  blsraos,  wie  das  Doppslscidieu  iu  <b)  su  wihlen  ist 


■»>~       V   (!-■■ 
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de  Differentialgleicbungeu  höherer  Ordnung. 

5.  72. 

Eine  Gleichung 

'i^y-Z-U .^0-°     « 

heiBst  eine  Differentialgleichiing  der  n*"  Ordnung  zwischen  x  und 
y.  Eine  jede  solche  Gleichung  hat  nothwendig  eine  Integralgleichung,  in  der 
n  Konstanten  vorkommen,  die  in  der  Gleichung  (a)  nicht  enthalten  sind. 
Der  Kachweis  dieser  Behauptung  lässt  sich  in- ähnlicher  Weise  wie  in  §.65 
fiihren.     Wählt  man  nämlich  Kr  einen  beliebigen  Werth  x  =  a  die  Werthe 

von  y,  ö^,  ...,  — — 7  «illkOrlich,  so  gibt  (a)  den  zugehörigen  Werth  von 

— ^,  mitliin  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  dass  ffir  nnendlich  kleine  Jx 

81 

die  Grössen  (§.  11)  ^y,  .^'y ^J  m't  ^  (^^T.  ^z^  ('/*)'"',  ■  ■ . 

ei  8x 

—■  Jx  zusammenfallend  angesehen  werden  dürfen,  hieraus  flir  x.  =  &-\-Jx, 
die  nenen  Werthe  von  J'~^y,...,  Jy,  also  auch  von  — ^, , . .,  ~,y,  wor- 
aus die  Gleichung  (a)  den  zngehtirigen  Werth  von  -—  liefert;  hieraus  folgen 

ei 

die  zu  x  =  a+2*/x  gehangen  Werthe  von  y,...,  —  n.s.w.,   Alles  nach 

81 
dem  Schema: 

'-"-m,-m (Six^c^o,  ".<... 

-+-— +(rO/-  fö),  -&D,+(S)/- 

■=•+"— +CrD/-  (a-G-a+cs)/- 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


8i  °'  °'        ^^'' 

Man  sieht  hieraas,  dass  man  die  nach  einander  folgenden  Wertbe  von 

y  hiedorch  alle  ermitteln  kann,  so  da£8  also  y  gegeben  ist,  mithin  unsere 

Behauptung  als  gerechtfertigt  erscheint  Diewillkiirlichen  Grossen  yo,l.^l  . 

....  ( f  j  vertreten  die  n  viUkürlicben  Konstanten.  Es  ist  vohl  von  vom 

herein  klar,  dass  man  hier  noch  weniger  als  im  vorhergehenden  Abschnitt 
eine  allgemeine  Auflösung  der  Gleichang(a)  wird  geben  kOnnen,  so  dass  wir 
uns  zunächst  an  gewisse  besondere  Formen  werden  halten  mQssen. 

die  vorgelegte  Gleichung,  so  folgt  ans  derselben  durch  onmittelbare  Inte- 
gration : 

!^./,M8.+<:„?^:.//,W6.-+o..+c ,-//./.(.)..■+ 


1.2. ..-i 

'   I.2..n 2  '  ■"   '   '' 

-1     ~      B   ' 

wo  C,, 

,  C,  willkürliche  KonstacteD  siDOL 

Offenbar  kann  man 

auch 

schreiben : 

T=/f-/<W»' 

+  c,i-'+c..-^+ 

-.c__|X+c^  (S.47) 

U. 

Sey 

S=>W. 

so  setzt  man,  wenn  t—  =  n : 


ii  »■<■)' 


By  8 

y'(j)«y+^9.eB),  n'-z/twey+c. 
dh. 


||.=.t(,).  |'=yi(j)iy+|9.eB),  .•-ißt, 


SO  dass  also  die  Integralgleichung  ist: 


\/2yf(j)BT+C 
WO  beide  Zeichen  gelten. 

und  da  anch 

so  a-ird  man  also  n  eliminiren  zwischen  7  — /iT^+C  ""i^  ^  ^^J  iM"^^' 

i),„„td  „Gooi^lc 


gibt,  veua  man~  =  u  setzt: 

Ferner  ist 
gJ=/-J..=/,.../,!f..«.3e,-/fl5e.+c,,,.u,. 

und  «enD  man  dann  n  zwischen  den  Wertben  von  z  nnd  y  eliminiit,  so  erhält 
man  die  Integralgleicbnng. 

.  gibt  ftlr^  =  n: 
8i 

i;^,,iw.„t/;    '■     +c,(K,.ii).  ||=±_=j= 

'rL;.+  A:^        »■       +c 7-±/|-'  ,     '°        +c^, 

VL  Hat  man 

80  setze  man  fp  — n,  nnd  die  Gleicfanng  ist 

Kann  man  diese  nach  den  Lehren  des  vorigen  Abschnitts  integriren,  so 
erh&lt  man  eine  Gleicbong  zwischen  z,  n  nnd  der  Konstante  C.  Folgt  dar- 
aus n^9(x,C),  so  ist 

Folgt  dagegen  x=^(u,  C),  so  iet 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


+  C 


f«~Bn8i™8n'  ex~8«    8»(ii.C)   ' 

8ii 
und  man  wird  a  eliminiren  zriscben  den  Wertheo  von  x  und  y. 

kann  man  diese  Olmchting  integriren,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen 
y,  a  und  C,  ans  der  folg«  u  =  9i(y,  C) ,  dann  ist  also 

folgt  aber  y=^(u,  C),  so  ist  zugleich 

By         8»(«.C) 

1?—    _    8a  8p 

Bi""""    8x~       8i        ■ 
8b  8i> 

_8i  ■  8»(ii,0  A*^^8o 

gibt  für  ?-?  =  q: 
81 

g5  =  f(,,B).  F(x,B.C)  =  Oi 
folgt  hieraoB  v  =  9(x,  G),  so  ist 

es 

worans  y  nach  I.    Zieht  man  dagegen  daraus  x=t/»Cn,C),  b~-   ''^an      '  ^^ 
erhält  man  y  wie  in  IV.     Aehnlich  ist,  wenn 

ffit  1-1  =  1,;  »lü-.f     <n 

welche  Gleichung  wie  VII  za  l)ehaadeln  ist.     Hat  man  dann  ö~  =  9  (q<  C), 

so  Uti=J   fa°c)  +  C'  nnd  y  folgt  wie  in  IV. 

Ehe  wir  zn  weiteren  Spezialitäten  übergeben,  wollen  wir  doch  vor  Al- 
lem einige  Beispiele  zur  Erlänternng  des  Vorstehenden  UJsen. 
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1.)     g^  =  a'jpl'*>««*n: 

Hieraui  folgt 
i(>y+V»"7"+C)-±(.i+.co,  «,+ViV+c=  C.  .*"^  VJv+S-c,  .*"-«,. 

»•y'  +  C  =  C,'e±"V2ayC,  «-"+»'7*.  2»y  C,  B±"=  C,'e±*'*— C. 

'=fi-*--ra:-^".  "■'=-"+»•-• 

wenn  A  und  fi  die  willkürlichen  Eonalanten. 

Fig.  50.  %.)   An  einem  elMtisoben  Stab  oder  Seile  AB  (Fig.  60}  verde  ein  Oe- 

trioht  p  angeliSagt,  und  es  aey  B  die  Ruhelage  desselben;  man  bringe  nun 
das  Gewicht  f^ewalUam  in  die  Lage  B',  wodurch  der  Stab  ausgedehnt  wird 
und  aberlasse  es  dann,  ohne  ihm  eine  weitere  Bewegung  mitzutheÜen,  iicb 
selbst.     Es  soll  seine  Bewegung  untersucht  werden. 
[  jB*  8ey  am  Ende  der  Zeit  t  das  Gewicht  in  H,   in  einer  Entieninng  x  Ton 

_  der  Buhelage  B,  wo  wir  z  positiv  Ton  B  gegen  B'  hin,   negativ  von  B  ge- 
X  ^n  B"  rechnen  1  in  diesem  Funkte  wird  der  bewegte  KOrper  nur  von  der 
(pS'  elastiachen  Erafl  de«  Stabes  getrieben  werden ,  da  das  eigene  Gewicht  aof- 
gehoben  wird  durch  den  ingenden  (bereits  schon  aasgedehnten)  Stab ;  diese  elasti- 
sche Ki&ft  ist  proportional  dem  Abstände  x  nnd  wirkt  nadi  der  Richtung  B'ß. 
Demnach  (§.  13,  IX)  hat  man 


dem  Abstände  1  beteiohnet.     Bieraoi 


«t+dnuCeuot. 
Setzt  man  also  ±*^co8aC'=A,  +  - 

X  =  AsJnal+Bcomt  =  Aiinrat'Y'  — ^  +  B««r"\/— T 
Dm  nun  A  und  B  zu  bestimmen,  sey  BB'^c,  so  ist  x^c  für  t=:0;  da  femer 
die  Geschwindigkeit  im  Anfange  der  Zeit  ebenfalli  Null  ist,  so  ist  auch  (§.  13,  IX) 
,--:=0  fttr  t^O.     Demnach 

c  =  B,  fi  =  kx\/i-i  8  =  0,  A  =  0, 

Diese  Gleichung  charakteruirt  die  eintretende  Bewegung  Tollit&ndig.  Da 
cos  I  a  t\/  ~  I  swischea  -\- 1  and  ' —  1  liegt ,  so  folgt  bieraas :  Die  EntfbmnBg  x 
wird  nie  grBswr  als  o,  d.  h.  der  Kftrper  gebt  nie  weiter  als  nach  B' ;  er  kommt  dort 


.yGoo^^lc 
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an  tu  den  Zeiten  t^O,  —  %/  — .  —  V/  — . ....;  x  wird  nie  kleiner  aJs  — c, 
d.  h.  der  ESrper  iteigt  nicht  ttber  B",  wenn  BB"=BB';  er -kommt  in  B"  an  ta  den 
Zeiten  — \/  —  t  —  \/  —,....     Die  Geschwindigkeit  —  ist  am  grOssten,  wenn 

cosl  at^/ —  I  :^=0,  d.h.wennx=0,  oder  wenn  der  Körper  dnroh  B  geht,  aie 

ist  Nnll,  wenn  der  Eorper  in  B'  oder  B"  ist.  Man  sieht  daraus,  dus  die  Bewegung 
eine  regelmiUBig  schwingende  ist,  und  dasi  die  Dauer  einer  ganzen  Sohwingnog  ^ 

*  ^   g 

Gesetzt,  jedes  Hai  wenn  der  Körper  in  B'  wieder  angelangt,  gebe  man  ihm 
einen  kleinen  StoM,  der  ihm  eine  Geschwindigkeit  m  ertbeile  gerichtet  gegen  B,  so 
wollen  wir  nun  annehmen,  in  einem  bestimmten  Zeitmomente  befinde  sich  der  Kör- 
per eben  in  fi'  und  wollen  von  da  an  die  Zeit  t  rechnen.     Alsdann  ist  wie  oben 

i  =  AriDat4-Bcoi(it, 
8i 
und  iHr  t=0  ;  x^o,  r-= — m.aiso 

c  =  B,  — m  =  Ani  B  =  c,  A  =  — — , 

X  wird  auch  jetzt  nach  der  Zeit  — \/  —  jeweils  wieder  denselben  Werth  erlan- 
»     ▼      g 

Si 
gen,  die  Schwingungsdauer  also  dieselbe  bleiben,  aber  r-  wird  0.  sejn,  wenn 

-„.„(..  Vf)-VM"Vf)-».-.C"Vf)= 

ac     V     g 

woraus  tüi  atA/ —  znn&chst  ein  Werth  zwiscken  —  und  ff,  etwa  ^j  folgt;  aber 

T     p  2 

eben  so  auch  y-\-ii,  y~{-2it, . ,  ■ .,  so  dass  also  die  Werthe  der  Zeit  t,  für  welche 
X  ein  Hazimum  oder  Uinimam  ist,  sind: 


7.\/P.  tr+*)-\  /P    (7+2n)\/p 


.  Minima,  die  andern  HaxJma,  für  die  ersteren 


Kt  die  andern  x-=+—\/ »'"'+'"'  — ■  ^^  ^«^  >c  so  wird  also  die  Ausdeh- 
nung der  Schwingung  grösser  seyn  als  Mher.  Wenn  also  jedes  Hai,  wenn  der 
Körper  in  seinem  tiefster  (höchsten)  Punkte  angelangt  ist,  demselben  ein ,  wenn 
auch  noch  so  kleiner  Stoss  ertbeilt  wird,  so  werden  seine  Schwingungen  notbwendig 


Goo^^lc 
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inuner  weit«!  werden,  bo  dass  am  Ende  der  Stab,  wenn  er  diele  groaaen  Anwlehnun- 
gen  nicht  ertragen  kann,  Eerreisien  wird.  * 

3.)  Hon  soll  diejenige  Kurve  bestimmen ,  in  der  der  KrümmnngihalbmeiMr  in 
allen  Funkten  deraelbe  (^a)  ist.     Man  hat  alto  ($.  13,  XI) 

folglich  naofa  m : 

,.±yj^+c.,.±./-J^+c-. 

™«»  &-0)'+(.-cO'».', 

d.  h.  die  Kurra  ist  ein  Kreis  toiu  Halbmesser  a.     Sein  Mittelpunkt  ist  beliebig  wo. 
4.)  Mm  soU  

integriren.     Nnoh  IV,  wo  jotst  n=3,  f(u)=»Vu: 

"+"=/i:vTT*'°' 8?-/  5i'"-y^'"-5i" +"■• 

8,_/'8'y«>  2    /■.'         ,        /•a.         1         I  2C. 

r.=ye?»i,'°=3iy;;vi   +  v.lS'3i'°+v''"+'^"' 

Aber  V«-y+C,  r  =  j|pJ+C,e-)- C.nl  +  C..  a.b. 
oder  wai  duaelbe  iit 

gibtwwhV.  won=2.  f(u)=— ^.  (^"=ä?J  = 

±iVc?"Ti+o.. 

Hienns  folgt 

*  BiermT bsndit  die  ErUftraeg  der  Beebschtaeg  Serarti,  dsss  Tean  man  den  beHoti- 
ten  Heger  in  regelnlsslgen  Zwisebeoielten  an  einem  elastischen  Stabe  bin  nnd  herfobit,  der- 
selbe in  Sebvingnngen  Ton  meiabaret  Weite  rersetst  e'erden  kann.  Dessgleldien  etUirt  sieh 
Ueiaos  das  Zeirelssen  reu  Kettenbrücken  anter  dem  regehnlssigcB  Tritt  der  Soldaten  n,  s.  tr. 

IJijnzüBByGoOl^lc 


0«otiHtriMlv  Aatfflh»a,  di«  Ueher  gehSicn. 


(Ci— C,)'  =  Cn'+» 


(Cx-C,)' 


$.)  Uui  soll  diejenige  ebene  Eurre  finden,  in  welcher  die  Ton  einem  bertinim- 
Cen  Punkte  an&ngenden  BOg«n  mit  den  Stücken  der  Ordinatenaxe,  welche  duruh 
die  Tangenten  io  den  Endpunkten  dieser  Bogen  abgeschnitten  werden,  in  einem 
konstanten  VerhiltniBse  stehen. 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,y)  der  gesuchten  Kurre  ist: 

■ie  tnA  die  Ordinatenaxe  in  ebem  Punkte,  dessen  Ordinate  ^7 — Xg^  ist.     Sey 
also  Zf  die  Abssisse  des  An&ngspunktes  eines  Bogens ,  x  die  des  Endpunktes ;   y,, 

y  die  zQgehOrigen  Ordinaten,  so  ist  die  Bogenl&nge  ^±  /\/ i_j.f?2^  Bi, 

*<  8y 

wAhrend  das  Stttok  der  Ordinatenaxe  zwischen  den  beiden  Tangenten  ^y  —  ^  n~ 

[8  y,T  8  y,  By 

y,  —  ii  7 — J  ist,  wo  g—  den  Wortb  von  ^  Ka  x=x,  beceiohnet,  so  dtus  Biso 

Da  nun  Zi,  y,  konstant  sind,  so  folgt  hieraus,  weno^man  naob  x  diffbrenzirt 
(».61):         ; 

8y 
aus  wetdier  Gleichung  die  Eurro  zu  bestimmen  ist.     Nach  IV  ist  (fOr  ^^  ^  a) : 

i(.+VT+V)  =  -.iw+o,ii+Vi+?=cx~".u+VT+T'=ci~"i 

8z~'2*      ~2C'    ■  '"""2(11  —  1)'       "2C(n4-l)'       '^°'' 
Dabei  gilt  in  n=+  —  das  obere  Zeichen,  wenn  der  Bogen  wächst  mit  wach- 
sendem x  (§.56). 

Aem.  Dieselbe  Anlgabe  kann  loch  etnj  ander«  eingsUeidet  «erden.  Denken  «Ir 
nna  nimlich,  ei  bewege  sich  ein  Gegenitand  In  der  Ordinatenaxe  gletchfOrmlg ,  vlbrend  «in 
anderer  sich  mit  ebenfalU  glBichntnaiger  Oeschwiedigkeit  gegen  ibn  bewegt,  so  beschreibt  leti- 
terer  die  frische  Eurre,  nnd  wann  man  in  einem  Ponkte  dl»ier  Enrre  die  Tangente  ilebt, 
so  trifft  sie  die  Ordinateoaie  in  dem  Punkte,  in  dem  der  ante  Oeganitond  (Herr)  sich  beflndat, 
während  der  iweit«  (Hund)  in  dam  fraglichan  Eorrenpunkt  ist.  Die  GrCsie  a  Ist  =  der  Ge- 
schwindigkeit das  Bundes  diridirt  dnrch  die  das  Harm.  Ist  im  Anfange  dar  Zeit  dar  Herr  in 
Anfangspunkt  der  Keordinatan,  dar  Hnod  im  Pnokto  x,,  y, ,  so  muiafOr  i  =  z,  KaA  y  =  yi 
se;n,  was  eine  Oleicbnng  zur  Bestimmung  dar  s»al  Konstantau  liefert;  dan<^l  »ayn  wird, 

sie 


3Ig  G«oBieliuali«  An^bMi,  die  bMwr  gehBiMi. 

M{ttfQri  =  0,  y  =  C',   alio  iat  C  der  guue  Weg,  den  der  Hemmflcklagt,  bisderHond 

Ihn.eiDhoIt,  w  dui  (d»  der  Bogen  TS«hit  mit  abnehmeDdam  i),  ftlso  ii= : 


2(1^1.)  '  2(1+«)C*'         '    o 
fahrt,  veleliei  die  iwette  Gleichung  lit  rwiwhen  den  KoBitanteo  C  und  C.     üekigeni  mnu 
■ach  die  Tftsgeiita  mn  die  Knrre  im  Punkte  i, ,  ;,  dm^sb  den  Anfuigipankt  geheni  d.  fa.  c 


'  B"i 


dd*r.=:+- 


"+■ 


■+C' 


tßz. 


2{1— V''  2{n  +  l)C^ 

=  -—I^      — -^  I,  ,  10  «rbUt  man  dieielbe  Gleichung  ineder. 

7.)  H&n  loll  die  Kture  ^den,  bei  der  der  KrOrnntungshalbiiiesser  iro  Punkte 
(x,7)  gleich  ist  nmal  der  Lftnge  de«  Stücks  der  Nonnale  Kwischen  diesem  Punkt« 
und  der  AbaEisaenaxe, 

Man  hat  a\to 


VPh--cA  i+.-=cA(|-Q'=c,^-i. 

V  Cj»  —  1 
in  welcber  Gleichung  nun  n  gegeben  sejn  mnse ,   ehe  man  integriren  kann.     Dabei 
kann  Übrigens  n  positiv  oder  negativ  se;n,  da  die  erste  Seite  der  gewählten  Glei- 
chung den  positiven  oder  negatiren  Werth  des  Knlmmungabalbinessers  ausdrücken 
kann. 

Sey  «.B.  n=~2,  so  ist 

±(.+c.)=|„.(,i,.?i^)-vcy=7. 

ide  anadrackt.     Für  n^2  ist 

/vfe=|vc-^..+o-±|vcy3,. 

eine  Parabel. 

S.)  Ein  Kßrper  bewegt  sich  geradlinig  unter  dem  Einfluu  der  Schwerkraft 
(fiUlt  vertikal  herab)  ia  einem  Hediun  (Atmosphftre),  das  einen  Widerttauid  leittet. 


was  eine  Cyeloide  anadrackt.     Für  n 


FbU  sioei  KarpMt  in  einem  widerMehendeli  HitteT.  3Ig 

der  proportion&l  ist  dem  Quadrat«  der  Geiohwindigkeit.     Htm  «oll  seine  B«vegaDg 
bealünmen. 

Am  Ende  der  Zeit  t  aey  er  in  dem  Abstiuide  x  von  seinem  Ausgangspunkte,  so 

ist  seine  beiregende  Kraft  (§.  13,  X)^-—  r— ^;     dieselbe  ist  aber  auch    =p  — 


-G^)'' 


a  gewisser  Koeffizient  ist,  so  daas  pm'  den  Luftwiderstand 
fOi  die  OescbwiDdigkeit  1  ausdrückt  (§.  13,  IS),  also  ist 

^=:u  gesetzt  gibt 

L°  =  B(1  —■.1.  ,  'r^-i-—-.  (!.14).  ,.=/j-?j5^,  +  C  = 

1  +  mu^  Cb""   mn-^*""'^' 
1— mn  •  ce*"''+l 

Ist  Rlr  t = 0  aoob  die  GeschwiDdigkeit  0 ,  so  ist  dann  u  ^  0 ,  &lso  C  ^  1  und 

iet+c 


J  e"''-(-a~"' 


+1 

i->(.-+.-*)+c-. 


nnddax=0  fUr  t=0,  so  ist  0=  —  1(2)+C',  C'  =  —  — 1(2),  also  endUoh 
mg''''  mg'' 

..    1  .-«_.—•       1   p-"+.---| 

welche  zwei  Gleicbungen  fUr  Jede  Zeit  t  die  Gescbwindigkeit  und  den  zurückgeleg- 
ten Weg  angeben.  Wir  haben  dabei  jeweils  die  willkürlichen  Konstanten  sogleich 
bestimmt ,  wie  dies  der  Aufgabe  angemessen  wv ,  wobei  wir  also  annahmen,  dass 
der  Körper  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  f^ei  berabfislle. 

ft.)  Eine  ebene  Wand  besteht  aus  mehreren  parallelen  Schichten,  Ton  denen 
jede  (3r  sich  gleichartig  ist.  Sie  wird  Ton  Wärme  durchströmt  und  es  ist  bereits 
der  Beharruogszn stand  derart  eingetreten,  dass  die  Temperatur  in  jedem  Punkte 
immer  dieselbe  bleibt  und  in  allen  Punkten,  die  gleich  weit  Ton  der  äusseren  Seite 
entfernt  sind ,  ebenfalls  dieselbe  ist.  Femer  sej  die  Wand  auf  der  Seite,  auf  der  die 
warme  einströmt,  von  einem  Räume  umgeben,  der  beständig  die  Temperatur  Iq  hat; 
auf  der  anderen  Seite  von  einem  eben  solchen  von  der  Temperatur  t^.  Man  soll 
den  Zustand  der  Temperatur  im  Innern  untersuchen. 

Es  bestehe  die  Wand  aus  n  Schichte!) ,  deren  Dicken  ^i  ■  ^ ,  ■  •  ■  0^  seyen  i  man 
nehme  die  Aze  der  x  senkrecht  auf  die  W&nd  und  die  Seite,  auf  der  die  W&rme  ein- 
strömt, zur  Ebene  der  yz\  sey  i„  der  Koeffizient  filr  das  Einströmen  der  Wärme 
(in  die  erste  Schichte) ,  ^,  der  für  das  Ausströmen  (aus  der  n*™) ;  k,,kt,...k.  die 
Koeffizienten  fQr  die  Leitungsfäbigkeit  im  Inuem;  2,,  A],....,  Jl^-i  die  fttr  den 
Uebergong  der  Wärme  von  der  1""°  inr  2'*" von  der  n—  1*"  zur  n""  Sekiohte, 

Cooolc 
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10  ist  jeUt  die  in  §.  34,  in  mit  w  beseichnete  Temperatur  ron  t ,  und  eben  lo  tod  y 
und  z  unabh&tigig,  so  dui  fiir  jede  Schichte  ist 

T— i  =  0,iiiithiti  t>  =  ai-|-b. 

Sind  aJao  v,,  V} Vs  die  Temperatnien  in  der  l***, .. .,  n***  Schichte,  so  i»t 

»,=a,»+b,,  t.,  =  4.i+b, t.,  =  »,»+b,, 

wo  &( ,  b|, . . .,  &.,  b.  noch  zu  bettimmeDde  Koustanteo  sind.     In  der  enten  Gtei-  • 

cbuDg  geht  X  Ton  0  bi«  9) ,  in  der  zweiten  Ton  <I,  bis  4|-f-^ in  <l«r  o"'  Ton 

Ä,+ö,+..*»_i  bia  3, +  ^+-''b'     Demnacli  hat  man  jeweib  fUr  denAnfong  nnd 
daa  Ende  einer  jeden  Schichte  folgende  Temperaturen;  l**  Schichte:  b|  und  ht  i'i~^ 

b,;  2"  Schichte;  a,  0,-f-b,  und  a,  (4t+^)+l>t : :  n'*Schiohto:  a,<ff,-f- 

-{-dB_i)-^bn  und  ft,(4t-j-.. .  .-(-0ii)4'^<  ■''^  femer  r-^a,  lo  bat  man  tise  nach 

$.3i,  VHund  VI; 

»,k.=«,k,  =  ..,  =  a,k,i-a.k.=i,[^a,  +  b.-«.J.~.b.],-a,k.  =!,[»,(«,+«,) 

+b,-«,(».+Ä.)-b,]...,-s_ik_=i_,[S_ ,(8.+   -+»._i)+'>.-i-V»i+ 
•■.»,_,)-bJ;-k,a,  =  i,{^-b.),-k,a.  =  A,[a.(8,  +  ..  +  «,)+b,-(,]. 
Daraus  folgt ; 


«.k.= 


t.-t. 


^<^■■■+^^■■+•^)  ■ 

'■+■■ -n,-n 
»,       J 

Die  W&rmemenge,  weiche  (fiberaU)  durch  die  Einiheit  der  Fl&che  in  der  Zeit- 
einheit strOmt,  ist  gleich  — kna.^ — k,  a, ,  d.  h.  gleich 
to.-«. 

l+1+..+J.+i.  +  ..  +  i-' 

und  wenn  man  diese  kennt,  so  Iftsat  sich  t,  aus  tg  bestimmen. 

10.)  Wir  wollen  uns  dieselbe  Aufgabe  wie  in  Nr.  9  Torlegen,  nur  seyen  die 
Schichten  kouientriiche  Kugelschichten.  Die  Grossen  X,  k,  t  sollen  dieselbe  Be- 
deutung haben  wie  so  eben ;  es  sejen  die  inneren  Halbmesser  der  ersten ,   zweiten, 

n*"  Schichte  gleich  r« ,  r^ Ta—i  und  r„  der  äussere  Halbmesser  der  n  *** 

Schichte. 

Darf  man  die  obigen  Toraassetzungen  nebst  denen  in  §.  34,  TT  machen ,  so  ist 
5^  =  0,  ..-.r+b,  .  =  .+  i, 
tX.  b.  wenn  v,,  ,  .  .,  v,  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  9  haben ; 

.,-..+i.,.=..+i .=.+?=. 
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Dftliiflrg-  (3.34,  Rr.yi,  VIi)=  — t-  *°  *"■*•  "^^  *i>'  Beatinuaun^  der  2n 
Kotutftnteii  »i,  b, a  ,  b  ,  die  fotgenden  QleichDDgen : 

a)  wenn  die  WAnne  Ton  Iimea  nacb  Auuen  geht,  also  Ig  die  Temperatur  auf 
der  hohlen  Seite  der-enteo  Sehiehte,  t,  anf  der  erhabenen  der  lettten,  A«  der  £ia- 
atrahlnnpkoefflzient  bei  der  eraten,  X  der  AnMtrablBngtkoetBxienl  bei  der  leti- 
teniit: 

^-t^-iurc-e-M  yi;-,  f. +i:i_,i.kA_kib,  M>,„fcib. 

yx  — *»  y*  —  'i  —  ~j'  Tpr     *iit'nT  z —  hJ-  tt=  TT'  Vr      T^'  ■  ■  ■  ■• 
fc|^,i  b,-!      k,b_    k  b^  p        K  b,T  k,b,     ,  r    j.  N  M 

Hieraae  Folgt: 


Die  durch  die  Kioheit  der  Fliehe  in  der  Zeitainheit  in  die  ente  Schichte 
einitrOmeDde  W&nnemenge  ist  gleich  -^-t- 

b)  wenn  die  WKrme  ron  Aluaen  nach  Innen  geht,  so  gilt  dieielbe  AnflOiuog, 
nur  muia  man  dann  die  Schichten  von  ÄUMen  nach  Innen  xählen;  tg  als  die  Tempe- 
ratur auf  der  erhabenen  Seite  der  ersten,  t,  all  die  auf  der  hohlen  Seite  der  letzten 
Schiebt«  ansehen. 

Hau  sieht  ans  Nr.  9  und  10,  das«  in  beiden  FlUen  die  daroh  die  FlAoheneinheit 
in  der  Zeiteinheit  strODWDde  WArmemenge  der  TemperaturdiffHvnx  tg — t,  piopor- 
tianal  ist. 

§.73. 

I.  Betrachtet  man  jf-  gp.  ■■  ■  als  GröMen  »on  d«n  Qiaden  0,  —  1,  —2,.... 
M  wird  eine  DÜIbrentialgleichung  homogen  seyn,  wenn  alle  ihre  eintelaeB  Theile 
dMiielben  Gnä  haben,  d.h.  wenn,  indem  man  j=is,  ö^  =  n,r-^  =  — ,  .  .  .  setit, 
in  allen  Qliedem  dieselbe  Potens  rou  x  als  gemeinachaftllchen  Faktor  ausgesohiedeB 

DIaitii,  nmmttd- 1. bMfniMlMkimir.  Sl  alp 


;j22  Intcgrttioit  nach  Art  batnognar  GIsichimgeD. 

werden  kaon,  ond  die  bleibasde  Grosse  kein  x  melir  enthält.  Eine  homogene  Dif- 
forentiaJgleichung  des  zweiten  Grades  kann  immer  auf  eine  DitTerentiaJ  gleich  du  g  df-s 
.eraten  Grades  lurQakgefilhrt  werden,  indem  niRn  die  «o  eben  angerührten  Werthe 
einsetzt  und  dadurch  eine  Gleichung  zwisehea  t,  u,  v  erhält,  die  gestattet,  eine  di»- 
ser  Grossen  durch  die  zwei  andern  ausiudrücken.     Aus  den  Gleichungen: 

wird  man  dann  mittelst  Jener  Beziehungen  immer  eine  DififfvntioIgleichUDg  zwischen 
u  und  2,  oder  v  und  z  oder  u  und  v  herstellen  kOnneA.  Dazu  worden  folgende  For- 
meln dienen :  . 

.=,(.;.),  .5-;=«-.,  .|^=.,;---^(i.u), 

"=     *"■"'■  en~ea'''B»Bu'    8u~"     »      '8»r8o  80'''     v    ' 

Kann  man  diese  Gleichung  integriren,  so  hat  man  eine  weitere  Bezie- 
hung zwischen  u,  v,z,  und  mittebt  derselben  lässt  sich  y  durch  z  ausdrücken. 
So  wenn  etwa  s  und  w  in  z  anggedrückt  sind,  gibt  x~  =  a  —  z  die  Glei- 
chung zwischen  x  und  z;  y  =xz  die  zwischen  y  und  x,  u.  s.  w. 

■      '    flu  »— n'    Bz"~     a     '. 

welche  Gleichung  nach  §.  SS,  I  integrirt,  gibt : 

setzt  man  hier  e '=9,  £=a|(q)),  r- =  —  ,  a«  itt: 

C.-  +  . 

aln>  i(.')-I(Ce'+»)=  IW+C'.  — ^ =  C,i,    .  =  X. 

C.'  +  . 
»0  das]  die  Integralgleichnng:  ist 

.-=c,,(C  ."+•).  ."=c«"+o,..,,"=JaAi. 
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1  +  |J  =  -1.  »  =  -2u+C.  .  =  n  +  «  =  _n+C: 

V5irc=^,.._o.5...=iL+£.-.+c=-i+|..  =  ^,  . 

II.  Wird  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  erst  homogen,  wenn 
man  y,  j^.gp  als  vom  n"",  (n  — 1)"",  (n— 2)'"  Grade  ansieht,  eo  setze 
man 

und  erh&tt  eine  Gleichung  zwischen  z,n,i>.     Dann  ist 

""■+•'.4= "-  <.-.).-.+.-'?^-.--..d.b. 
"+"H— (-"■■+' n—'Ü—"' 4:— <—'■■ 


-(.-Du 


8y  8't 


r°V-.-+^.+c+yT 


iw.c,+/"— ü— .c,H J=ir-'-V!±5Y 

III.   Ist  die  vorgelegte  Gkichong  so  bescfaAffen ,  dass  y  ausfällt,  wenn 
man 

Bi        '■  Bi'         ' 
setzt ,  so  erhält  man  eine  Gleichnng  zwischen  x,  u,  v  und  da 

so  nird  man  eine  Gleichung  zwischen  n  und  x  finden  kOnnen,  ans  der  dann 
die  zwischen  y  ond  x  folgen  wird. 

™iL.                                1  >.   1                n— bn'     ,  ,  8n     n— bn' 
gJ«  ao+ba'  =  D,  v  = ,  1  +«-= ' 

8a^n-<>+b)u'7-         Bn         ^^^-^-^ 


l(«)-l[l-(.+b)iil=-!-+c,  "  "-■    --        '^•' 


i+(.+b)o.- 


cyL^ 


l  +  («+b)C,'  l  +  (.+b)C.' 

rv.  Die  EinfKhniDg  Deaer  Yerftnderlichea  statt  x  und  y,  die  in  irgend 
welcher  Weise  mit  diesen  Grossen  zosammenhäDgen ,  wird  eben  so  in  man- 
chen Fällen  entweder  die  Gleichung  anf  eine  niedrigere  Ordnong,  oder  aber 
anf  eine  andere  znrttckfilhren ,  die  leichter  zu  integriren  ist.  Ais  Beispiele 
mögen  die  folgenden  dienen. 

^  >  B^  er+ IrJ    71  öl)  +"  y^ =*• 

Man  setM  y=e  ,  g^=e  g^.  F?^"  väij  t"*  ST"    *"  '**  ^'*  '"'8"*«»** 
Oleiolwiig ; 

a'  =  0, 

8n 
alM  wenn  man  ä-=v  Mtst: 

«-g^+*'+a'=0,  2t.^+2o*+2a'=0».66.U.Y  =  t.'): 


7  =  0.* 
6.) 
Haniwtc 

7=x  i 

r 

V..--..J 

■oift 

A 

•r-0-. 

und  aUo,  «ei 
(»-f+2) 
o+r-1 

in  ff  so  beHinwt  wird 
■oiit 

°da«'m+n. 

-i-ra~-r- 

0+2=0,   a= 

a  =  a 

»'*'. 

Ab«r               I 

"~*t  =  e 

-.+.t-- 

-"+'R. 

8»_ 

t— o 

., 

hierau»  durch  DiTiHon: 

-i)-"~'>+«° 

-'H--<- 

-l)t+< 

8t 
8<' 

Jiqnz 
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•n'=^^T^''"'''.-:r'"-  <.-..)5|=..- .'-(-.).. 

welobe  Qleiehnng  enter  Ordnung  Ewiicfaeit  t  und  s  m  integjlreo  ist.  Hat  inftn  dann 

81 
t  ah  Rinktioa  von  ■,  so  ergibt  2ö~=^ — "*  <U^  Qleiehnng  cwiaefaen  x  und  *,  und 

dmay^x  s  die  swiiehen  7  und  x.     Die  obige  AuflOtung  iit  nnmlAiaig ,  wenn 
n-)-r^l  ist,  d«  dnnn  a=  OD  würde.     In  diesem  Falle  letse  dmui: 
g^  =  J»,  gY,=TW.  »lioywsiai   y  yo  =«»   y«t  ,  w  =  «i   o. 

8u  ,     By        Ö»  ,     ,  8u  ,     ,    Bp  , 

'•=T,+''rx=ye^+''  '■  '=8"^+"  ■  ri='-" ' 

8r         ■   r 
d,  li.  b"~'*    "   ~''  ' 

welche  Gleichnng  den  ZuMnunenluuig  Ewiiohen  v  und  x,  und  dann  -^  :=  j  v  zwi- 
schen 7  und  X  gibt. 

FOr  T=]  und  in= — 1  UUte  wui  etwa  0=0,  wenn  nicht  n=0;  «I«dannwire 
also 

•."—■'+•■  n— ■+'•  '='^+-+<=-'  '-•ll-JVi'+'+'^- 

iL 

-u         ■  .        u*8y         8n  -n8r       8*y      8    f67\    -« 

Bun«etsex=:e  ,  >OMt~  = -c — -=:e       ~,      r-4  =  ;r-  I  ;r^  I  «        ~^ 
'  81        ^2  in'     81'     8n  K^xJ 

8n 
-»■  By  I      — i»B'y  ,  , 

—  e        8^+*        e^,.Md«i»l»o 

8^_6y      By__    _    «■    B'y         _    m 

8V      8o"''Bn      '"•      '6^'"^"*       ' 
welche  Qleiobnng  nach  einer  der  im  Folgenden  angegebenen  Methoden  leicht  inte- 
grirt  werden  kjuin.. 

§.74. 

Die  Gleichung 

Bi  6x  6.  ^" 

in  der  Pg,  P, P.  >  ^  weder  y  noch  die  Differentialqnotienten  vod  y  ent- 
halten, heisst  eine  lineare  Differentialgleichong  der  a"*  Ordnnng. 
Man  sagt,  sie  habe  einen  zweiten  Theil,  wenn  X  nicht  NoU  ist;  im  an- 
dern Falle  hat  die  Gleichung  keinen  zweiten  Theil.  Den  letsteren  Fall  ddd, 
als  den  einracheren,  wollen  vir  znn&chst  annehmen,  d.  h.  voraussetzen,  man 
hahe  die  Gleichung 

8x  8x  "" 

Gesetzt  mm,  y, ,  yii."i  y,  seyen  bekannte  Funktionen  von  x-so  be- 

Goo'^lc 
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scfaftffeD,  duBS  sie  fllr  y  gesetzt  der  GleichnDg  (b)  genngen,  so  nird  dieser 
Gleichang  auch  durch  den  Werth  • 

7  =  C,,,  +  C,y,+  ....+C,7,  (e) 

Genfige  geschehen ,  vennC, ,...,  C,  willkürliche  Konstanteu  sind.     Denn 
da  y, , . . . ,  y    der  Gleichung  (b)  genflgen ,  so  hat  man 


8787  «7 

81  8x  ^' 

Maltipltzirt  man  diese  Gleichiuigen  bezüglich  mit  C, ,  C, , . . . ,  C  ,  ad- 
dirt  sie  und  beachtet,  dase  aas  (c)  folgt 

^'  ^"  '^*  ei"  8x  '8/ 

so  erhält  man  die  Gleichnng  (b),  der  also  auch  durch  den  Werth  (c)  Ge- 
Dfige  gelei&tet  wird.     Daraas  folgt,  dass  wenn  man  nFunktionen  y,,  y,,  . .., 
y^,  die  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  kennt,  welche  (Ut  y  ge- 
setzt der  (b)  genügen,  das  allgemeine  Integral  von  (b)  seyn  werde: 
y  =  C,7.  +  C,y.+  ...-|-C_T,-  W 

Kennt  man  nur  einen  Werth  y, ,  der  (b)  genfigt,  so  lässt  sich  diese' 
Gleichung  auf  eine  der  (n —  l)""  Ordnung  erniedrigen.     Denn  man  setze 

7=7t/v6x, 
wo  ip  eine  noch  tmbekaante  Funktion  von  x  ist,  so  ist  (§.  10): 


/,8,+2^,  +  T,j 


81  81"*' 


81  8x 

11  dies  in  (b)  einsetzt: 


^      Bi  8»  ■'*'  8x  ex 

WO  Q, ,  „.,  Q^  bekannte  Funktionen  von  x  sind.     Da  der  KoefGzient  von 

f^di  Nnll  ist,  indem  y^  der  (b)  genfigt,  so  hat  man  also  zur  Bestimmang 
von  (p  eine  Gleicbong  der  (n — 1)"  Ordnung. 

Kennt  man  zwei  Werthe  y,,  y,,  die  der  (b)  genSgen,  so  kann  man  (b) 
nm  zwei  Ordnungen  erniedrigen.  Denn  setzt  man  zuerst  vieder  y=:yi  /t^dx, 
so  erhUt  man  znr  BestimmuDg  von  gi  wieder  die  so  eben  erh«ltflne  Gleichsng 

Ignzcdi/GoO'^IC 
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der  (n-^l)"  Ordnnng;  da  aber  ancb  7,  der  Gleiobung  genügt,  so  gibt  es 
also  einen  Werth  tp  so,  dass  yt=y,  /g)8x,y=g-  (")  's'-  ^^  ""^ 
hiemach  einen  Werth  von  9)  Ivennt,  so  kann  maa,  indem  man  9^=9:1 /t^'dx 
setzt,  wo  (f!(  =ä~('^)>  die  so  eben  erhaltene  Gleichung  nochmals  am  eine 
Einheit  erniedrigen.  Man  sieht  leicht,  dass  wenn  man  r  Werthe  y,, ....  y^ 
kennt,  man  die  Gleichung  um  rEinheiten  erniedrigen  kann,  indem  man  seUt: 

'.-.-UB--        ^-.-^ftr)      '-^'ä^- 

'P'=»'i/'p"ein.«-'- 

Für  den  speziellen  Fall  einer  Gleichong  zweiter  Ordnung  ist 

so  daes  die  Gleichung  P^  g^+Pt  ^+Pty  =  0  wird: 

^=i(0.  ,«  ^,.  '   '■  . 
■[■/^     '■    •«+c,]r.-c,,,+o,/A 


1.) 

fö-f^-.-» 

wird  befriedig  fDr 

y=T,  sodMS  »laoy,  =«,  P,  =  I.  P, 

_     1 

•fv."- 

—  1  (x) ,  al8t> 

,  =  C.+C-.y-ilx-Ci  +  C-jl(.) 

2.) 

••i?-^-'8-T-+«'r'-«'=° 

wird  befriedigt  «r 

j=x,  >Uo  nt»  mui  j=xy»8i.  ?? 

,/.. 

'+".  S  = 

^»+^H.,^:- 

3:^+.:>..nd„^,. 

j^-O.  ,-C.+C'y,8i  =  Ci'+C'. 

+C", 

■bo 

I  =  C.'+C'j'+C"i., 

s.) 

4'«-]S-K+'-» 

,, 

,cd,Googl 
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wird  ebenfelUbefriediirtfar  j=^!(,  »lao  da  Po=x:>D(x)— 1],  P,  =  — s,    A-'  ei 

Wie  wir  nachher  sehen  werden,  genQgt  es,  die  Gleichnngf  (b)  integriren 
zu  können ,  nm  iii  allen  Fällen  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (a)  zn 
finden,  so  dass  wir  nns  noD  die  Aufgabe  vorlegen  wollen,  die  Gleichung  (b) 
in  einigen  besonderen  Ffillen  zn  integriren,  da  eine  allgemeine  Integration 
derselben  noch  onbekannt  ist.  Diese  besonderen  F&Ue  betreffen  natflrlich  den 
Bauder  KoefBzienten  P,,  P,,  ,..,  P,,  dessen  Beschaffenheit  die  Anfgabe 
mehr  oder  minder  schwierig  machen  ^ird. 

§.  75. 
Der  erste  Hanptfatl,  den  wir  betrachten  wollen,  ist  der,  da  P„,  . .  .,P, 
konstant  sind,  man  also  die  Gleichang 

hat,  in  der  A„,  Äi,  . ..,  A^  (reelle)  Konstanten  sind.  Setzt  man  hier  y=^ 
e     ,  also  ö^  =  me    ,ö-^  =  in't    ,  ...,  — ^  =  m  e     ,  so  wird  die  Gleichung 

(0«  _        '     ■ 

«■"[Aom'+A.m'    *■+... +A  _  m  +  A  ]  =  0. 
Bestimmt  man  also  m  so,  dass  die  Gleichang 

Aoii.'  +  A,ni'~*  +  ...+A^_^m  +  A^  =  0  (g) 

richtig  ist,  so  genügt  y^^e"*  der  Gleichang  (f).  Die  Gleichang  (g)  wird 
im  AUgemeioen  nnn  mehrere  Werthe  von  m  liefern,  so  dass  also  auch  meh- 
rere Werthe  von  y  gefunden  sind ,  die  der  Gleichung  (f)  genügen.  In  dieser 
Beziehung  mQssen  wir  nun  folgende  Fälle  unterscheiden. 

I.  Die  Gleichung  (g)  gebe  ftlr  m  lauter  reelle  von  einander  verschiedene 
Werthe,  die  alsdann  der  Anzahl  nach  n  seyn  werden.  Sind  nii,  m,,.. .,  m 
diese  Werthe,  so  ist  gemäss  §.  74  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (f): 

y  =  C.."'"+C.  «""+...  C^e■-^  (b) 

II.  Die  Gleichung  (g)  habe  zwar  lanter  verschiedene  Wurzeln,  seyen 
jedoch  darunter  auch  imaginäre.  Ist  also  etwa  m,  :=et-^ß\,  so  gibt  es  be- 
kanntlich noch  eine  zweite  Wurzel  m,  ^a — fii;  in  diesem  Falle  nun  ist 

8''*[C,cM(/»«)+iC,iiD(^i)+C,eoi(i»«)— I0,«io(^i)]  (8. 17)  = 
•"'[{Ci+C,)Mi(/»x)+i(C,  -  C,)»lnO*x)] . 
und  da  Ci-|-C,,  i(Gi  —  C,)  eben  auch  Konstanten  sind,  die  wir  kurzweg 
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mit  Gl,  C,  bezeichnen  wollen,  so  folgt  darans,  dass  man  in  (h)  die  zwei 
Glieder,  welche  zu  m,  =a-{-j?i,  m,  ^a  —  ^i  gehören,  ersetzen  inuBs  dnrch 
[C,  cos(^x)-|-C,8in(jSx)]e"*.  Dass  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  för  zwei 
andere  imaginfire  Wnrzeln  za  verfahren  habe,  versteht  sich  von  selbst. 

in.  Die  Gleichung  (g)  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln,  sie  sind  aber 
nicht  alle  von  einander  verschieden.  Wir  «ollen  einmal  voraussetzen,  es  sey 
ni(  ^m,,  sonst  keine  Wurzel  diesen  gleich,  in  welchem  Falle  die  zwei  Glie- 
der C, e"'*-|-C, e""  in  Wahrheit  bloss  das  eine  (C,+C,)e*'*  bilden  wor- 
den ,  so  dass  in  (h)  bloss  n  —  1  willkärlicfae  Konstanten  vorkommen  wSrden, 
man  also  dos  allgemeine  Integra)  nicht  gefunden  hätte.  Setzen  wir  aber 
zunächst  m,  =m, -f-«  voraus,  to  sind  die  zwei  betreffenden  Glieder  in  (h): 

C,e""'  +  C,e*^+'''=i«-"[C,l+C,9"]  =  e"'*[C,+C,+C,.i+C,^  + ] 

(§.17),  so  dass,  wenn  man  C,-f-C,  =  A,  C,e=B  setzt,  der Giejchimg (f ) 
ganz  gewiss  durch 

.-[A+B.+?^V^+....]  (1) 

nir  y  genügt  wird,  wenn  nur  e  die  Differenz  der  zwei  Wurzeln  m,  -und  m, 
ist,  wobei  dann  Ä  und  B  die  Konstanten  sind.  Wie  gesagt,  die  Form  (i) 
genfigt  sicher  der  Gleichnng  (f),  voran sgesetzt,  dass  m^=m,  und  m==m, 
-|-«  der  Gleichung  (g)  genügen.  Lässt  man  hier  e  abnehmen,  so  bleibt  die 
Behauptung  immer  in  Kraft,  und  wenn  e  unbegr&nzt  gegen  Null  geht,  so 
folgt  daraas,  dass  falls  m,  zweimal  Wurzel  der  Gleichung  (g)  ist,  der  Glei- 
chung (f)  Genflge  geschieht  durch  6'"(A-}~Bs),  welche  GrOsse  in  (h)  an 
Stelle  der  Summe  C,  e*''-)-C,e*"  (m,  =m,)  tritt. 

Gesetzt  nnn,  die  drei  Wurzeln  m, ,  m,,  m,  seyen  gleich,  weiter  aber, 
keine  diesen  gleich,  so  wflrden  in  (h)  die  drei  Glieder  C,  e""  -{-  G,  e**"  -|~ 
C|  e""  sich  in  ein  einziges  zusammenzieheu.  Wie  so  eben  wird  nun  aber 
gezdgt,  dass  au  die  Stelle  der  zwei- ersten  tritt  e'*"(A4-Bx),  so  dass  also, 
wenn  zuerst  m,  =mj  -\-e,  die  Gleichnng  (f)  befriedigt  ist  durch 

«"•"[A+B.-l-C,  ."]=  B— [A+B.-|-C,+C,«+ 5!-^+5^+ . . .]. 
wenn  m,  =m, ,  m,  =m, -f-e.  Setzt  man  aber  A-J-C»  =M,  B-|-C,b  =  N, 
-^  =  L,  so  weiss  man  also,  dass  der  Glei^nng  (f)  genUgt  wird  dnrch 

•"•'["+■>■■+■■'•+ Y"+_TT+-J- 
Lässt  man  hier  wieder  e  unendlich  abnehmen,  so  folgt  daraus,  dass 
wenn  m,  dreimal  Wurzel  von  (g)  ist,  an  die  Stelle  von  C,  e"'*+G,  e*"*  -)- 
C,  e"*'  in  (h)  tritt  e"""  [M-{-Nx-|-Lx'J,  wo  M,  K,  L  Konstanten  sind. 
Wie  man  hier  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  so  dass  wenn  m,  rmal  Worzel 
von  (g)  ist,  aber  nicht  mehrmal,  dann  an  die  Stelle  der  in  eines  z 
gehenden  Glieder  in  ^h)  zu  setzen  ist 

e—[C.-|-C.x+C,i'+. . .  C,  >'-']. 
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Ann.    IHMn  Sato  ISnt  üeb  uok  In  folgnider  hOchit  elnEuhar  Weiu  herriun.     Q«- 
letil  raan  beMlchna  aUjeaieiii  die  GrSiie  &  ~X-|-»        — -— ^4~"  ■~j~**y  durah  ^(y)  nnd 

V^oni^  Um  ^„oin,/ 

g  (Xi'Torgüegt,  dia  vir  dmdi  9  (t)  ^ObMeidmen  wollen. 


■o  geotlgt  ihr  7  =  e       nnd  ei  iit  fi(e     )  =»      f(D)i  va  ff™)  =  Agin  -|~ ^i»!        H" 

^  A    ut.     Nach  den,  wai  wir  so  eben  geiehen,  folgt  nun  va  der  identUehen  Qleiehnng 

^(e    ^  =  e      ffm),  wenn  man  ile  mehnnal  nach  unander  naehm  diffbr^uiit,  nndbeuhM, 

Bm 

,{e"i)  =  e"[.f(m)  +  r(m)],  r(e""x')=  #"" t«'f(m)+2iF(m)  +  rJm)] 

QeiBtit  nnn,  m  le;  m,  eine  Wnrael  der  CHeidiiing  f(m)  =  0,  lO  ist  q  ((iiii)=0,  alfo 
genfigt  der  Qleiehnng  (i)  die  GrOue  e  .  lat  m,  iweimal  Wune]  der  Gleicdrang  f  (m)  =  0, 
loict  f(mt)  =  0  irad  f  (m,)  =  0,  lo  dau  nebet  f  (e'°")  aDch«(e~"i)  Null  Ut,  und  aleo 
.  e  und  xe  der  (f)  genfigen ;  iat  m,  dreimal  Wnnel ,  to  lind  f(iii,),  f  (m,),  r'(nii)NoU; 
*!">  v(e       )ir(e       i)  and  ^(b        x*)  aaeb  Knll  und  ei  genflgen  e        ,  le       ,   s'e 

IV.  Die  QleichiiDg  (g)  hat  auch  imaginäre  gleiche  Wurzebi.  In  diesem 
Falle  tritt  offenbar  das  Verfahren  von  IH.  ganz  wieder  ein,  Ist  also  «+^' 
rmal  Wnrzel  von  (g),  mithin  auch  a  —ß\  rmal  Wnrzel,  so  kommen  in  (g) 
die  Glieder  vor: 

«("+^"*[C,+C,x+....+C^x'~']+e''~'""[C',+C'.x+...+C'^i'^] 
=«"[(C,  +  C',)«oiiSi+i(C,— C',)dr;»x+i(C,+C,)ewi»i+ix(C,-0'.)ite|»i+ 

+x'^'(C+C')Me(rx+ix'~*(C  — C')rfBi*x]. 

d.  h.  jetzt  hat  man  die  2r  Glieder  zn  ersetzen  dnrch : 

e"[C,  +  C,i+C,x'+...  +  C^x'"*]  CO.  (ßx)  +e"'[C'.+C',x  +  ..+Cx'~^.i«(,«0. 
Wie  man  bei  einer  Verbindung  mehrerer  dieser  F&Ue  verTahren  muss, 
ist  vobl  klar. 


-b^VbT 


-4»c>fl,  »o  i»ty=C|0  *'  +Cj6  *'  i 

-4fto=0,   „    „    y  =  e     •'*[C,  +  C,x]; 
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n*— I4iD'+64in— 96  =0,  m  =  6,  4,  4i 

3.)  »^-sg+rü..,.«, 

m'— 8iB'+7m— 8=0;  iii  =  l,  l+2i,  1  — 3t. 
y=  C,  e*+«'[C,MB2i-j-C»in2x]. 
4.)         f^7=0;  «>0; 

m*+«  =  0;  iii=V'^==V'«V'— 1  =  V»-«       *       ,  T  =  0.  1,  2,  3 
(„Gnindriige"  S.  38*J, 
demnaoh  siml  die  vier  Wurzeln  dieaer  Gleiabung: 

V'(-7+'""t)-  Vi(-T+i-i«T)'  V'(«»"+i*.")i 

■und  &1m 

,..'^[„.«(.V'i..,+....<,Y/.i.,]+.-'*'T'[^™f.Y/^.) 

ra'  — Sam'+lOs'm'  — lOl'm'-f  Sa'm      »'  =  0.  (m- «)'^0!  m  =  a,  «,»,  ».  ,. 

r=e'"[c,4-c,»4-c,i'+c,i'+c,i*]. 

m«-.4ni'  +  14ni'— 20in  +  26  =  0;  (m'  — 2in-|- 6)'  =  0. 
also  lind  die  Yier  Wurzeln:  I+2i,  jede  doppelt,  fo  doM 

y  =  e'(c,+c,«)cM2i+e*((^  +  04i)»in2i. 

§.76. 
Als  zweiten  Hanptfii»  lege  m^  die  Gleichung 

A.<m+b,)'?^+A.(i.+b.>-^5!^+...  +  A_^(«+b.)^  +  A_r  =  0  ft) 

*  £■  lit  (1. 17)  e 
ii+i 

V  «  =  e  ,  111,4  da  mu  nnr  4  Werthe  haben  darf,  lo  genügt  et  i  =  0,  I,  Z.  3 

■n  cetteD.     Würde  man  andere  Werüia  letien  fOr  r,  lo  erliiglle  tnan  Qbrigen*  tm  beieitt  da 
geweiene  Renlcatei 
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vor,  worin  a,  b,  Äg,  A,, . . .  A^  Konstanten  sind.     Man  setxe 

y  =  (a+fc.)',  J|=yb(.+  b.)'~*.^  =  T(r-l)b»(«+bi)'"' 

^  =  ((r-l).  .(r-n+l)b'(*+b«)'~', 
8i 
SO  «ird  die  Gleichang  (k)  zu 

(•+bx)'[A,b%<r-l)...(r-n+))+A.b""'r(r-l)...(t-i.+2)+ 

4-A__jbr+AJ  =  0. 

SO  dasB  also,  wenn  r  ein  Werth  ist  eo  beschaffen,  dass 

Ayr(r-l)...(t-n+l)+A,k'~'r(t-l)...(r-n+2)+...+A^_jbf+A_=0.(l) 
der  Wertb  (a-|-bx)'  flir  y  der  Gleicbnng  (k)  genDgen  «ird.  Da  die  Glel> 
cbnng  (I)  in  Bezog  auf  r  Ttm  n*"  Grade  ist,  so  gibt  sie  im  Allgemeinen  n 
Wertbe  von  r  and  man  wird,  viein§.  75  folgende  Falte  nnterBcbeidenmaseen. 

I.  Die  nWerthe  von  r,  die  aus  (1)  folgen,  sind  alle  reell  und  Terschie- 
den;  sie  seyen  Ti,...,  t^.    Alsdann  ist  (§.74) 

y  =  C.X«+bx)"  +  C.  (»  +  bx)'*+  . . .  +C_  (•  +  bl)'"  .  (m) 

n.  Die  Wertbe  seyen  wohl  verschieden,  jedoch  nicht  ^e  reell.     Sey 
also  etwa  rj  =a-^ßi,  i^^a — ßi,  so  ist  in  (m): 
C  (a  +  b  x)''+C.(a+bx)'*  =  C  ,(-+T»OU.+fc.)^.(^,{— ,»m(.+»ri  ^  ,«»(M-b.) 

[c/"<'+*'>+C,.--»"<'+*->]  =  (.+bx)-[(C  +C.)««  !^l(a-|-b.)l 
+  l{C,-C,)ri»|^I(«+bx)l]. 
so  dass  also  in  diesem  Falle  an  die  Stelle  von  C((a-f-bx)''  +  Ci(a  +  bx)'* 
tritt: 

(.+bi)«!c,eo.[^l(a+bi)J  +  C,m[>l(.+bx)]|, 
u.  s.  w.  bei  mehreren  imaginären  Wurzeln. 

in.  Die  Wurzeln  derGleicfaung  (I)  sind  wohl  reell,  aber  nicht  ongleicb- 
Sey  zuerst  wieder  r,  =r,  +«,  so  ist 
C.(»+bx)''+C,(a+bt)"={.+bx)"[C.+C,(«+bx)']=(a+bi)"[C.-|-C,8'*+*''j 

=(»+bx)''[C,+G,+C..l  (a+bx)  +  ^'l(»+bi)'+  ....]. 
woraus  wie  in  §.  76  folgt,  dass  jetzt  dieSumme  C,  (a-)-bx)''-^G,  (a-f>bx)'* 
za  ersetzen  ist  dnrch 

(•+bx)"[C,+Cl(«+bt)]. 

Ist  allgemein  r,  =  r,  = . . .  =  r_,  so  UtC,(a+bx)''H-.  .+C,(a+bx)'- 
zn  ersetzen  durch 

{a+bx)"[o.-|-C,I(»+bx)+C,jl  (a+bx)}'+...+C__^{l  (a+b.))""']. 

IV.  Sind  endlich  gleiche  imaginäre  Wurzeln  in  (I),  kommt  also  etwa 
die  Wurzel  a-\-ßi  mmal,  also  auch  a — ßi  mmal  vor,  so  hat  man  die  be- 
treffenden Glieder  in  (m)  zu  ersetzen  durch 
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(.+b.)"rc,+c,i(.+bi)+.,.+c_ji(.+b.)j"~']».ni(.+ki)j 

-H.+bl)"[c'.+C,l<.+b.)  +  ...  +  C'_  jl(l+b.))""']dn|jll(.+b.)l. 


-l),+b=0.  r. 

1— • 

±  V(i- 

..)--4b 

-•)'-» 

■      2 

4-M-Hi 

^K.-.).-.b 

r+[c,+c,iw].~i 

'+C' 

,=.-[0.^1 

Vii 

-(!-.)■ 

2 

iwj 

+C,d. 

jVlb 

2 

:.<.,!]. 

•     ,     (1  — «)'~4b=0,  , 
„     ,    (1— »)»— 4b<0,  . 


8«tit  mw  in  d«  aieiehaiig  xV^+"'  (10'"-*''  |f+  ?*=  *•   ?*=*• 
M»  wild  lie  ni 

8.)  (2+8i)'|^+r(2:+S.)^+4y=0. 

8r('-:i)+21r+*  =  0.  9t'+12f+4  =  0,t=— |,--|i 

T  =  (2+8»)     »[C.+C,l(2+8i)]. 
3.)  ^r  woUen  «MMbnen,  eiiiB  zylindriacbe  Wand  bMtebe  ua  n  panllelen 
(cytindiiialieii)  SoUchton,  in  denelbeo  Weise,   wie  in  §.  72,  Nr.  10  nuu  sich  ^ne 
kngelfBniuge  Wand  gedseht.     Dieielbeii  Beiaichniin^D  •allen  Ruch  hier  ^ten, 

nur  werden  r,,  r, r^  die  H&lbaiaiger  der  Scfaic}it«ii,  reu  der  (gemeintolmftUclien) 

ZylinderaxB  a.u»  gezUiit  »eja.  Dftrf.m&a  dietelbea  TorMiaaetzungen  muhen  (d.  h. 
dui  die  Temper&tur  in  den  einzelnen  Funkten  der  Wftnd  blosi  mit  der  £ntfeniang 
von  der  Axe  rieh  Andere),  *<>  hM  m»n  nMh  $.  34,  T: 

.-t't.+bi(ia=«+bi(.)i  ?^=i. 

Demnaoh 

".»•i+bii».  ••■  =  »,+b,l(t)i,:..,  ._  =  ._+b_i(i). 

fc  b                                          "   k  b 
k,b,=k,b,=  ..=k_b_i  -!^-l.ti,-i,-b,l(t,)]. lJ=J_[._+b_l(r_)-t|J, 

k   b-                                                                   '_.'_' 
-—■=>.  [•.+k.lfc)-k,-b.l(r,)J,.... '7*         »'._.I'_,+k^,l(r.,,) 

-'.-'."'.-iW' 
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(                       +1:7, — t^+-r-  ) 

i+ +rr+Q-i)""'+ +-r- 

Die  durch  die  Flficheneinheit  io  der  Zerteinheit  in  die  erate  Schiohte  einstrs- 
k,  b, 
uende  WSnnemenge  ist ~,  so  da»,  wenn  h  die  Hohe  de*  Zrlisders  ist,  die 

deiMelben  duTcbstoßmende  Wflnnemenfe  ^ — 2nk,b,h  ist.  (Hau  vergl.  „Bodteu- 
bacher,  die  Gesetze  des  LoeomotiTbaus"  S.  37  ff.) 

§.  n. 

Als  dritter  Hsiqttfall  aey  uos  endlich  die  Gleichung 

vorgelegt,  in  der  a^,  a,,  . . . ,  a^,  bg,  b,,  >  ■  •,  h,  beliebige  Konstanten  sind. 
Wir  wollen  nno  nntersacheo,  ob  dieser  Gleichnog  etva  Genüge  geleistet 
werden  könne  durch 


'=/:•" 


worin  U  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  u,  a  andß  aber  noch  zu  bestim- 
mende Eonstanten  (nach  u  und  x)  sind.    Aus  dieser  Annahme  folgt  (§.61): 

•-i=/?."ü..,  |:l;. /;'.."„.. "j./l,-.-!,».. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (n)  ein ,  nnd  zur  Abkürzung 

iy+i^_y~*+ . . .  +i.B+^,=».,  \'''+b,_,  «■"'+  ■  ■  -  +b,ii+be= *. 

90  wird  jene  Gleichung  zu 

(f>-|-z4')«    D8n  =  0,  /ye    Daa-fi/e    vDea=a 
Aber  (§.36) 

DiqnzeciOyGoO'^lc 
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wo  wir  durch  (e"^Ü)d  den  Werth  von  e"^U  fdr  u=:ß  bezeichneii ii.e.w. 
Also  ist  die  Gleichong  (d)  «ach 

y&„_»a2].-..+ (.-,„)^_  ( -»„,^ .  „. 

Sey  nun 

y^Bo-l(0)-l(*)  =  C,  ü  =  -^e-/   V^', 
SO  bat  man  bloss  noch  a  und  ß  so  2a  bestimmen,  dass 

Snclit  man  also  Werthe  von  n,  filr  welche 

"^^'■=..  <P0 

wo  k  von  a  unabhängig  ist,  so  wird  man  dieselben  für  a  und  ß  wählen  kön- 
nen und  dadurch  Wenhe  finden,  die  ßlr  y  gesetzt  der  Gleichung  (n)  genDgen. 
Sind  D,,  n,,  n„  ...  solche  Werthe  von  n,  so  wttre  dann  (§.74): 


^-/V 


Würde  man  etwa  nacbveisee  wollen,  daas  (q)  der  (n)  genügt,  so  hätte 
man  nnr  obige  Recbnnng  zn  wiederbolen,  nnd  fände,  dass  wenn  (q)  in  (n) 
eingesetzt  wird,  seyn  mfiese: 

+  .....=0. 
Daraus  folgt' aber  auch,  dass  wenn  u„  Uf,  u,,  .. .  so  gewählt  sind,  dass 

=  A,fW 

die  Gleichung  (q)  immer  noch  besteht,  weun  nur 

A,c.4-A,C,+  ..,.=0  W 

gesetzt  wird.     Immerhin  aber  müssen  die  Grflnzen  Ug,  n^ von  n  und  x 

unabhängig  seyn,  da  wenn  sie  von  x  abhängig  wären,  die  GrCssen  =-,.... 
nicht  in  der  oben  angegebenen  Weise  gebildet  wQrdeu  (§.  61).  Hat  die  Glei- 
chung (q)  n Glieder,  so  hat  man  das  allgemeine  Integi-al  gefanden;  ist  dies 
nkht  der  Fall,  so  hat  man  wenigstens  einige  besoodere  Werthe  erhalten,  die 
der  Gleichung  genfigen,  was  nach  $.74  immerhin  von  bedeutendem  Vortheil  ist. 
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Es  kann  sich  aber  aacb  ereignea,  dase  y=:e",  wo  u  eioe  noch  <n  be- 
stimmende EoDstsnte  ist,  der  Gleichang  (n)  genügt.  Man  erhält  nämlich, 
wenn  man  diesen  Werth  in  (n)  einsetzt: 

und  dieser  Gleichung  kann  nnabhängig  von  z  Genüge  geschehen ,  wenn  91 
und  ^  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  u — «vh^ea;  ^sdann  ist  fUr  n  =  tt 
sowohl  y  =  0,  als  t^  =  0  und  mithin  gen&gt  der  vorgelegten  Gleichung  e"'- 
Ist  (u — a)"  gar  ein  Paktor  von  gp  sowohl  als  y/,  so  genügt  der  (n)  der 

Werth  x'e"*  fBr  y ,  wenn  r  =  0,l, ,m  —  1,  was  wie  in  §.  75  bewiesen 

wird.  *     Alsdann  tritt  in  (q)  ein 

e"[c,+C,x+ . . .  +  C_  i'"*]. 
Legen  wir  uns  (zur  Anwendung  des  Vorstehendeo)  allgemein  die  Glei- 
chung zweiter  Ordnung 

<H+b,i)  ^+(a.+b.,)  ^+(^  +  i,.x)y  =  0  w 

vor,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  immer  auf  eine  etwas  einfachere  zurück- 
IUhren.     Sey  nämlich  nicht  b,^0,  so  setze  man  x^u  —  -g^  und  hat  ~  — 

TT  ?^  =  T^.   7-i  =  r-i>  so  dass  die  vorgelegte  Gleichung  auch  ist:     ■ 
oaDioaUiDa  ^      ^  « 

und  wenn  man  noch  mit  b,  dividirt,  so  erhält  man,  wie  man  leicht  sieht,  die 
Gleichung  von  der  Form ; 

Ist  dagegen  b,=0,  so  wird,  wenn  man  mit  a,  dividirt,  die  vorgelegte 
Gleicbnng  die  Form: 

liaben.  Ist  hier  nicht  b,  ^0,  so  erhält  man,  wenn  man  x  =  u  —  ^  setzt, 
eine  Gleicbnng  von  der  Form : 

Man  hat  sonut  bei  der  Gleichung  des  zweiten  Grades  (b)  drei  Fälle  zu 
unterscheiden. 

I.)      i^+(A  +  Bi)|5  +  (C  +  Di)T  =  0. 


*  Uan  wUrd«  ]etit  etw»  10  Ter&lkreD.     Iit  n  =  b  gameiiuGhaftiicliar  Faktor  in  p  und  p. 
10  genOgt  e    *  der  (n);  ist  n^o'  6iD  uderw  Faktor,  m  ggnilgt  e"  ',  »Im  Mich  (|.74)Ct« 
-|-C|  •  Wird  ■bN'  af  =  a,  10  iit  (n  —  a)'  ein  Faktor  tod  9  and  f>,  and  venn  man  inent 

a'  =  a+i  Mt«,  gMiOgt  der  (n)  dm  Werth  e''"(Ä  +  Bi  +  ^«x'  +  . . .).  Torani  (Qi  o'=<i, 
d.  h.  (  s  0  folgt,  daii  e"  *  <A  -f-Bz>  gm&gt,  n.  i.  v. 
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wo  am  A=''''~,''''',  B=ii,  C=-'-^^^^,  D=^  und  schliesslich  für  x 
zu  setzen  ist  x-f-|*,  nm  zur  Gleichung  (s)  zurückzukehren.     Hier  ist 
.  =  A.+C,   ,.u.+B.+D,.I...J  =  pA^  =  _4.  +  _S.,(j.3n, 

wenn  wir  vorauBsetzen ,  die  beiden  Wurzeln  von  u'  +  Bn+I>  =  0  seyen 
reell  und  nngleicb  (W — 4D>0).     Alsdann  igt 


y!^=:i{«-«)''+i(t.-i»)", 


r+ß' 


t  =8"(u-«r(i.-ffr, 


Bnddie(p'):  e    (u-b)    (o  — »    =0. 

wenn  wir  k=:0  voraostetzen. 

1)  Seyen  nun  die  Werthe  von  M  and  N  positiv,  so  genügt  dieser  Glei- 
chung u  =  a,  Vi=ß  und  bei  positivem  x  :  q  =  —  x  ,  bei  negatirem  x:u  = 
+  0C  ,  (§.22),  so  dass  also  jetzt; 

y  =  C.y    8    (u-o)        (M-ß)        Bn  +  C,y         «    (u-c)      V-i»)       80. 

natUrlicli  unter  der  Yoraassetzung ,  dass  die  bestimmten  Integrale  flberhanpt 
zulässig  seyeo  (§.  49). 

Hieber  gwliBrt  etw»  di«  Qlwihiing 

wonun  A=a,  B=0,C=0,  D=— b»,  <;j=u'~b'=(ii+b){i»— b).  9)=au, 

-f=T  ;rTb+lu-^./f»«=' ("'-'■)'■.  ■"•'"<"■-'■■)'■=«.  ■«• 

W»rthe  von  o:  — b,  ~^b,  +cc ,  m  dau 

fBrx>0:     i  =  C,/      e    (n'      b")         6a  +  C,J      e       {n'  — VJ         Bn. 

,    i<0:     T  =  C,y      e    (u'^bV       «u~t-C,y      •    (u'—hY       en, 

wenn  man  in  der  araten  Formel  suent  — b,  —  od  aU  Grämen  yrSiilt  und  dann  u  = 
—  r  iettt.    WiU  man  die  zwei  Falle  nicbl  trennen,  so  nebme  man  bloii  das  Integral 

/      e    (u' — b  )         6u  all  Werth  tod  j,  der  geDOg>t,  setze  ihn  ;,  und  snobe  nacb 

§.  74  den  allffemeineD  Werth.     Das«  aber  dieaer  Wertb  genOgt,  ISsst  «ich  leiohc' 
nachträglich  bewei«en.     Denn  es  i«t  hierau« 

also  die  erste  Seite  der  Gleichung: 
y     jio'+au-b'x{«"{n'-b')*'~'8n=xy  e"(o'— b»>*'8n+»yo«"{n'-b'^'~*Bu. 

ib.,     /.-(.--b^f  8.= .%ir^  -i/;»._(u,,,»-v. 

Diiit*!,  DiOhmiiU- ■.  IH*fnl-R*«hHi(,  22    ^-~  ■ 


J     e"(n'-b*)*'Bn=--^y  ae 


so  dasB  die  erste  Seite  Null  ist. 

2.)  M  =  0,  K>0;  alsdann  haben  9  und  V  einen  gemeinschaftlicheo 
Faktoi'  u — a,  und  es  ist 


a       u  — a 


Hieher  gehOrt  etwa  die  Gleichung: 


1)7  =  0,  b>0,  «>0 


»  =  4u  +  ab,  v  =  tt'-b'==(u+b)(a-b),    i  =  -i^,y»£?=,l{u-b)', 
(n  — b)'e"=0:  abo 

+  00 

r=C.e      +C,y jj^^-^ — eu. 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  X'CO,  das  untere,  wenn  x^O.  Da  f9r  x^O  der 
Wwth  n=  —  h,  fUr  den  der  Nenner  0  wird,  innerhalb  der  InlegrationsgrftiuseD  liegt, 
so  ist  dM  Integral  in  diesem  Fedle  nicht  zulässig.  Da  mau  aber  immer  den  Werth 
e        kennt,  so  kann  man  nach  §.  74  das  allgemeine  Integral  leicht  finden.     Das- 

3.)  M<0,  N  >0,  so  dass  etwa  M  =  —  M'  nnd  mithin 

(u-a)" 
welcher  Gleichung  genügt  wird  für  ti^=ß  nnd  u  =  +qo.     Bemerkt  maa 
aber,  dass 
(y+»l/  =  {  V?np8T(corf+i»in»)r,  1 


^  (°-|»   '        (h'+f?V 


d.h.  (y-l-ai)'  =(y'+ai*'e 

SO  wird,  wenn  oben  n=:hi: 

,■)*' ,     .  

• — =-=— ^ 1  cos»  =  77-    •■■     - ,  Sin»  s=  ■■-!  -— — 

(.-.)-        (h.+..)t"."''''  Vh^+i»'  Vh-+i>' 

eos»'^- —  -  lina' ^ —     — 

*     VbM^       *     VhM^' 
80  dass,  wenn  M'>N,  diese  GrOsse  noch  Null  wird  für  h  =+aD  ,  indem  im- 

iner — — ■  -  ■  endlich,  =coB(N5p  +  hx — M'5i')  +  i8in(Ny+hx  —  M'y') 

-ist.     Demnach  wird,  wenn  M'>N  aach  noch  der  Gleichung  genSgt,  venn 
u=+ao  i. 

Hieher  gehört  die  Gleichung 
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'  •     2XJ  =  0 ;  u  =  1 ,  ±  00  ,  also 

—  00  oc 

von  weloheo  Formetn  die  ente  nicht  (direkt)  la  bTaaoben  ist,  da  u  ^  —  2  innerhalb 
der  Integrations^änzen  liegt.     Eben  lo  ^hOrt  biefaer : 

^=-.+4,  ,  =  .■+. --2  =  (a-,)(.+2).  i._Lj__l5./l,„,Jl^, 


=  1.  ±».  +001.    Also 


fari>0:y  =  C,  /— ! 6n+C, /— i — -.ei 

■^  ^    v(ii+2)>  ^^y(>i+2)'*" 

OD  +  Ml 


-I-2)' 

« i  ODil  hat 

+  00 


—! — -60  =  1/—? Bt.=i/ ! 8p  =  i/  -2 — 

(0+2)'       y  («i+2)'      j    f„..+.a.s»i      y    ,_, 


-■4-4)1 

WORD  ca«ip=:  .  -, : ,   ijnw —  .  ,      —  ,  Oi  awischen  —  -w  und  +-ir-     Diewslo- 

V'-'+i  Vo'+4    *  2  '    2 

tegral  itt  aber  = 

+00  +X  +00 

-OD  (-'+4)'  -00  (vW  *-ac(»'-H)* 

und  da  Ton  v  =  —  od  bis  v^O,  v  und  qt  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  wie 
v»n  V  =  0  bis  w  =  00  ,  so  ist  das  leUtere  Null  (§,  4»,  VII)  und  das  eT»t«ie  kann 
mit  den  Orftnzen  0  und  00  genoromea  werden,  so  das« 


"Vi 

(„Gnindiage"  S.  12) 

12«.— 1  ■ 


der  Gleichnng  genügt,  wobei  äii<f  = 

v'         „         8—61 

[iqii.rtiH.GoO'^IC 


v')+.r.(.»)(i2-.')., 

-7+4)1 


/coii(vi)t8  — 6«') 
Aujg.63  folgt  aber: 


d.  h.  wenD  mui  -^  mit  der  KoD8tMit«D  znsamineiuieliti  et  ist  allgeineiii 

(ttTx>0:  j  =  Ci'e"^, 

ac 

Uebrigen»  »t  auch  (§.  74) 

-1.  -t,  «."•'^    '  .  -»  .  -..  /•." 

7=c.x-.^+c,i',   r,_^  =c,.'.  +c,«'.  yve.. 

4.)   M  <  0,  N  <  0,   also  wenn  M  =  —  M',  N  =  —  K',  hat  mao 


-j^  =  0, weicher  GleichDBg  u  =  +QO,  undu=+aei  genUgen 


Hieher  gehört  etwa       x^— a^^— b'iy  =  0,  a>0, 
,  =  -aa.  »„.■-b'=(.-b)(a+b).  ^  =  ->;-jiS5./^«a.-}al(.'-b-,. 

^    ,u.-b,f 

^  ,./      :-— ;8.. 

-QOl{B>_b'>*'^' 
Um  dae  Integral  UDSufermen ,  letae  man  u^vi  und  bat: 

+  00  +« 

j.l/"  '""  »._  '  /'■»■(»■)  +  l'la(-»>„ 

"•i.O-,-e.-blt-+'      ^^-„t-+'-ioO(„.+b.^^'  ■ 

Ode,  wen.  a.ao  teaektel,    da»    f  ''"f  -a-.O.   /"    —5!!^-  8e  - 

•i»  <•■+'■■)'■+'  ■ioo<"M-b")*-+' 

OD 

2/ : 8v,  and als  kontlant  mit  der  willkürlichen  KonsMoten 

■/,..+b.,i-»        (_„*■+' 

IJijnzcBByGoOl^lc 


InteKrilglsIelniDK  tob  x  ^-t-  (A+Bx)  p+(C+Di)  y^O. 
zntammenzieht,  ao  ^nOgt  der  rargeleg^n  Gleicbung^ 

•/(u'-H.-)** 

wo  dM  Integial,  wenn  ^a  eine  gu><e  Zahl  ist,  nach  §.  63  ausgrrecl 


a  fDr  a:^  2 ,  d.  b. 


e'y 


BO  dau  also  e     "  f  i+  y J  der  Gleichung  genUgt. 


5.)  M  =  0,  N<0;  jetzt  g«Dfigt  e"'  der  DifferentialgleichoDg  und  u  — 
hx  i  aU  GräDzwerthe. 

x^-(H-i)?|-(3+18i)y=0. 

,=— u-3,  ü-=u*— u— 12=:{u+3)  (11-4),    ■?.= !-7.  A-Bn  = 

(I  0  —  4   y    ♦ 

-l(tt  — 4).  also 


=C..    *'+C.y        —^J^^^fln. 


-Q0(«''+l6)(»"+9)*  «  («'+16)^/^;^^ 

D«biig«Ds  ist  das  allgemeine  Integnl  auch  |§.  74) : 

,..-»[c.+c./,.'-8,]=c,.-+c.."(;.-i-) 

Seyen  aber  ZTeiteas  nnti  die  beiden  Wurzeln  von  n'-|-Bu~|-D  =  0  reell 
u.d  gleich  (B-=4D).  ,.  r«  ±.  =  ^±«.-i^^+-^./±.a„=_i_ 

+NI(n— «),  e-'»*'=(n-B>"e"--",  akoe"  '->— o)''=0.  Dieser 
Gleichnng  genügt  u=a,  wenn  N>0  und  M^O;  ist  N  =  0,  bo  genügt  ihr 
tt=a  nur  wenn  M>0;  ist  N<0,  so  genOgt  ihr  u  =  +ooi.  Der  Werth  u 
=  +  «  genSgt  ihr  immer.  Ist  M<0  and  N^O,  ho  wird  nur  u=+  x.je 
obx^O,  genügen,  so  dass  man  also  dann  kein  Resultat  erhält.  Als  Bpi- 
spi«l  mag  hieza  dienen : 

6.)  x?^+(S+4.>!{+<r+4.),  =  a 

Ignzcdi/GoO'^IC 
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+81(11+2),  «'■♦"=(u+2)' «~  ■+'!  e"  "+'(«  +  2)'=0  gibl  ii=— 2  und 
u=±  QO,  ao  duB 

—00  00 

f    ...  /■_..  +  ^ 

+  « 

Sind  »ndlicli  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  n'+Ru  +  D  =  0  ima- 
ginär (B*— 4 1)<0),  Boistu'+Bu+D  =  (n4-a)'+;?',  and(§.38) 

al»  e"'*-<l"=."+'C(«+«)'+/»>j'',  P=  !tlf^  .r«  (t8  =  =±^). 
Soll  diese  CrrOBse  Null  aeyn,  so  mnss  för  A>0,  u  =  — «+^i,  u  =  +:QO  je 
ob  x^O;  ist  A<0,  so  genügt  n^  +  oo  . 

V=!»n,  i}j=u'+b».  y-tBu=ll(u'+b*)'.  K  =  0,  ^  =  b.- 

,  =  C,/'."(."+bO*'"'8.+0./"."(.-+b.)*-'e«,  x>0, 
■'-.]  -'-IC 

j=  c.y."<«>+b.)*'~'eu+c,y"."(.'+b.)t'~'e«,  i<o. 

Behandeln  wir  den  ersten  Werth,  m  ist  auch: 

r  =  C,  /(.'+bl''~'e"!«+C,/(n'+b  V""' ."»«+  C,  /"(n'+bl*""'  e"»n 
•'-11  •'  .  ■'-.1 

+c/(nM-b.)'""'»"!ii=(CI,+C,)|/'(bi-«l''"'e"'8H-C,i/(b'-.')''~'e"'»» 

-i.y("+b')t*-' .—•.,. 

Die  zwei  eraten  geben 

=  (C,+C,)lA'— i'')*'~V«»M-idn«)ew+C.iy(b'-»')*'~'{€Ki«»i-H*i»^»> 

L.i5nzeciOyGoOgle 


Int^kl^eichoog  ton  v--,  4* 

=.(2C,+C,)i/oj'— tf')*'~*cMt.xe»+C,/(b'— t.')*'~'rini.i8», 
so  dMs  alao ,  wenn  (2  C,  -)-  d)  i = C ,  der  Gleichung  genfigt : 

T  =  c/(b'— i>')*'~*«>i(t.i)8p+c/{b'-t-')*'~'»in(i.i)eü 

—  C/(»'+bT       e       e»,  i>0, 

eben  lo  y  =  C /(b'-t.')'*~'cM(t..)e«+C'  /*(b'  — f ')**~'dn<t-»)Bt. 

+  Cy(t.'+b')*'~'e"'8<..  x<0. 

Ictbier  ift—1  eine  poütiTe  ganze  Zahl  oder  Nnll,  so  Iwaen  tieh  diele  Inte- 
grale leicht  beTeohnen. 


C'+A'B      /Vb„_^_£? 
A'(An+C)'y  ♦  SA     A' 


Dieser  Gleicbung  wird  genügt : 

reTa>0,  A>Oduishn  =  — -^,  ±  QOi. 
,   a>0,  A<0      .     n  =  — ^,  ±00. 
„  «3.0,  Ä>0     „     n=±aoi, 
.   a^O,  A<0      „     n=±OD 
Für  a^O  habeD  flbrtgens  9)  uud  t^  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 
Att-|-C,  und  68  genügt  also  e^"  der  vorgelegten  Gleichung,  wenn  /?=-^-, 
Das  Gesagte  setzt  voraus,  dass  nicht  A  =:  0.  In  diesem  Falle  wftre 
g^+(fl+C.)y  =  0, 
welche  Gleichimg  wir  nachher  behuideln  wollen  (Nr.  III). 
8.)  5^+-T^+Dy  =  0.  ».>0.  n>0. 

9'=Ii*+D,  i(»  =  niu,    /— 8n  =  ^ — |-— l(u)i  e         *"n"=0;    n  =  0,    ±«  i, 
7  =  0,1     a     ^i-n»     8n-t-C, /•     ^»"(i».       t 
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=  c,ij_,   "(.i)-      ,"  tv+c,U  .   •-.'"(„;)•      e,. 

oder  wenn  man  i  "  mit  den  Kmitanteii  ttuanunenaeht: 

A"  -~.  /--^  ^-. 

=  (C+CV  •     »■""       (wilt.+iilnip)«i-+Cy  e     »-b"       (co.iv  +  i>inx«)8p. 

Setzt  mui  im  letzten  —  r  Kt  v,  so  erhält  man,  da  C+C'-f-C  ( — 1)"  ~ 
(C+C  — C(— ])■       )i  Konetanten  sind: 

y  =  C,y  e    »"tj  eMivev-j-C^  e    »»»"       lioicgif. 

Für  den  Fall ,  dass  —  eine  positive  guize  Zahl ,  werden  diese  Integrale  naoli 
§. 62  bettimmt.     So  ist  fQr  m^n: 


r  Ü«os  &  v)  B  r  =  Y^^  e~  ■*". 


so  dass  also  der  Gleidiuug  g^+mig^+mT=0  dw  Werth  e  »  genflgt.  Der 
andere  ist  dann  (%.  74) 

oder  wenn  man  x  =  u  —  -^  setzt,  8o  erhält  man  die  Form : 

Wäre  C  =  0,  so  gehörte  die  Gleichnng  za  §.  76.     Für  A  =  0  erhält 
mau  die  in  II.  zurückgestellte  Gleichung,  die  also  auch  hieher  gehört.   JeUt 

ist  ,=u*+mu.  .p=n.  y^en=|^+^.  so  dass  e""^»^+^=  0  soy« 
soU.  Ist  n>0,  so  ist  diese  Gr«s«e  Null  Wr  u'=—  ooj  dagegen  bei  n<0  *8r 
n*^+Oo,     DsnHu  folgt 

n  =  CO  V—  1  oder  n  =  QO  1/+ 1 , 

d.  h.  da  (vergl.  „GroDdrtge"  S.  38) 


+  1=,'-*'.  ;-+, 


»«1 


.  Goc^lc 


^ood+iK») 


Ko  hat  man  als  Gränzwertbe  vou  u : 

fBTB>0:    OD  f  COSy+iMDy  V  — OD  ,    oof  CosyH+iiln— «  I 

-«(•"f-'-f) 

atso  da   "«  s-  =  -2.   »n-g  =  2-VS.w.y=— ^.«»^=2  V8: 
1  00(1+1  V»)  loo(i-iV« 

rarn>0:r=C^e         »■-»■8n+c/«         '"      "  Bu. 

-1  aD(t  +  i  V»>  00 

filrn<0.  ,=C.y  ,"+«.+  "6u  +  cJ    "     "      "fl«. 
}  oo(-(+iVi)  ^  aD(-i+iV») 

Um  diese  Integrale  umzuformen ,  schieb»  mao  Überall  die  Gr&oze  0  ein 
(§.  49,  III),  80  dass  man  jedes  in  eine  Summe  zweier  anderer  umstellt.  Da- 
durch wird  man  Integrale  folgender  Form  erhalten : 

/üBq,    /iTSd,    /U8a,  /Den, 

deren  Behandlung  darch  das  Folgende  klar  werden  wird. 

jQod-^iV« 

Setzt  man  iny  b"  *'  •■9u  staU  u  dieGrOsse -ä-z(l +i  V3),  so 
sind  die  Gränzen  von  z  :  0  und  »;  ferner  ist  n'=z'  (       jt      )    ~  —  ^'' 

la>(i+iVa) 

y«      •■    '»eQ  =  l{i+iV«)y  »"■      *"    •■■'(cMy-i-i«n,)ei. 

Verfährt  man  in  Ähnlicher  Weise  mit  allen  flbrigen  Integralen ,  setzt 
zuweilen  — u  IBr  u,  um  die  Gränze  —  oo  in  -|-oo  umzuwandeln,  n.  b.  f.,  so 
erhSlt  man  : 

00  oc 

(brD>0:  J  =  cJ  t~^'~*''*"*»ia  +  C'J  «^"''''"^Kos^Sa 

00 

i:,:i,,7cdi/G00'^lc 


346  Bednktioii  auf  die  Torbeigchenden  Fmdwu. 

ac  QO  ' 

fllt  n<0:  y=cj    "     '■      *"  6U  +  C-J  •»"     ^'      *"'wi»en 
00 
+  C'y  e"      *^      *"''iin*8a, 

"^O-fl)^'  C"V3  +  C'  =  2C. 

Für  den  oben  berührten  Fftll  iet  m  =  0 ,  wodurch  die  Integr&le  sich  et- 
was verein  faclien. 

Wir  haben  damit  die  haaptsftchlichsten  Fälle  f&r  die  GleichaDg  zweiten 
Grades  betrachtet.  Beispiele  fUr  Differeatialgleichnngen  höherer  Ordnaoft 
wKrden  sich  natürlich  in  ähnlicher  Weise  behandeln  lassen. 

».  ra 

Auf  die  in  §.  *IT  behandelte  Form  lässt  sich  die  Gleichung 

ZDrÜckflUureD.     Man  setze  nfimlich  x"  =  u,  y  =  n'z,  wo  n  eine  noch  nnbe- 
atimmte  Konstante  ist.     Alsdann  bat  man : 

so  dass,  wenn  man  diese  Werthe  in  (a)  einsetzt: 

-t-foniCin  — l)o'+ni'n(n-l)n'+  s,iiiiin*4-b,innD        +«„n'+bnn 

+..O..0, 

und  wenn  man  n  so  bestimmt,  dass 

nn.{m-l)+m'i.(a-l)+a.Bii+«.  =  0,  (b) 

SO  wird  diese  Gleichung,  die  man  alsdaon  durch  n'+^  dividiren  kann: 
m'o^.+  [2nm'+n.(m-l)+».m+b,mn]J^-t-(b.«B  +  b,  +  cn).  =  0  (c) 

und  gehört  unmittelbar  zu  den  in  §.  77  ansf&hrlich  behandelten  Formen.  IMe 
Gleichung  (b)  liefert  . 

2m  T  m'  '   V,   2m  J 

von  welchen  zwei  Werthen  jeder  gewählt  werden  kann. 

Goc^lc 
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Hier  ist  »,  ^=b,  =0,  a|,=0,  bo=:+a',  Co=0,  in=r-^-2,  also  u=x  ;  die 
(b)i«tn(r+2)(r+l>+(r+2)*n(ii— 1)=0,  der  genflgt  wird  durdin=0.  »o 
dus  1^7.     Die  (o)  ist  jetit 

.  uod  gehört  zu  §.  77,  I.     I»t  die»e  Oleichung^  zwieclien  z  und  n  integrirt,  so  setzt 
man  w^=x       ,  b=::=  y. 

Der  Fall  r^~2  ist  aber  hier  ausgescMoMen ;  alsdann  hat  man  x'g^+  a^y 
^0,  welohe  Gleichung:  zu  §.76  gehört,  wo  sie  in  Nr.  1  bereits  iDt«grirt  ist. 

»o  r  eine  positive  ganze  Zahl.    '»,^2,  b,  =;0,  a^^ — r(r+l),  b,^0,  (!o=:a', 
m^l,  mithin  die  (b): 

o(n-l)+2B-r{T+I)  =  0,  n  =  Ti  x  =  ii,  y  =  n's; 
also  die  (c)  :  x^^+2.(t+I)  ^  +  .'«  =0, 

welcher  Gleichung  nun  (§.  77 ,  Nr.  7)  das  Integral 

/(i*-i.')'cos(i'i)Su.  alK.  der  ersten  1'  /(l'— u^' oo«(tn)8t. 
genügt.     Setzt  man  v=asin9i,  so  genügt  also  der  vorgelegten  Gleichung    . 


■'■/:• 


3.)      }p+Täi+''"  '=°'  •'§?+"»>+'»    '■=°- 

Et? 
«,=»,  b,=0,«,=0.  b,  =  0,  D,=b.  in=~^i  u  =  i  '  ,«=0,  j  =  i: 

welche  Gleichung  zu  §.  77,  I  gehört.     FGr  r=  —  2  gehört  sie  ZU  §.  76. 

§.V9. 

Die  seither  mittelst  bestimmter  Integrale  durchgefüfarte  Integration  von 
DiffereDtialgleichungen  hiit  den  indirekten  Weg  eingehalten.  Es  ist  aber 
leicht,  auch  den  direkten  einzDschlageo ,  d.h.  eine  Differentialgleichung  zu 
bilden,  der  eine  bestimmte  Integralform  zakommt,  wie  dies  namentlich  schon 
Eul  er  getban,  dem  im  Wesentlichen  also  der  Grundgedanke  obiger  Methode 
cokommt.     Wir  wollen  dies  an  folgenden  Beispielen  erläutern. 

I.  Sey 
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WO  I  eine  beliebige  Fnnktion  von  x  ist,  während  a  nnd  ß  Konstanten  nach  x 
nod  a  Bind ,  so  hat  man : 

Sind  nun  L,  M,  N  nooh  zu  bestimmende  Funktionen  vom,  so  ist  hieraus: 

L|ll+Mi?+Nr=/ü(a+,«-*rnL<«+efi+a(n-l)Lf|n' 
8i  Ol  J  „  I-  01  V.8*-' 

Gesetzt  nun;  es  werden  L,  M,  N  so  bestimmt,  dass  das  nnbeitimmt  ge- 
nommene Integral  der  zweiten  Seite  =R(u+S)'~*,  wo  R  eine  nooh  zu  be- 
stimmende  Funktion  von  u  ist,  so  muss  seyn 
D{»+t)'"*[nL(a+ö  ^,+  . . .  +H(n+I)*]  =  |^(>i+e""*+{»-  l)B(«+t)'~*. 

+(ii-l)B. 

Sind  noD  A,fi,  C,  a,b,c  beliebige  Konstanten,  so  wollen  wir  setzen: 

H=A+»f,  2N£+oM^+oL^  =  B+bt.  ) 

H*  /"BfA*  S' t  i  '" 

Nt'+i.Mt|i+n(n-l)L(_^J  +BLt  J^  =  C  +  ef,  ) 

wodurch  obige  Gleichung  zu 

U[{A+.f)n'-|-{B+bÖu+C+e£]  =  n|^+i^+{«-I)E 

wird,  wo  nun  U  und  R  so  bestimmt  werden  sollen,  dass 

ü(c+bu  +  .u')=  ^-5.  ü(C-l-Bn+At.')  =  o  J^+(n-l)B. 
AlsdauD  ist  obige  Gleichung  identisch  und  man  hat: 

A.'+Bn+C     °8^+'°~'^^  R       -»B'+(A-b)n'+(B-e)  n+C 

aa'-t-bn+«  ~  8R  '  '  '   BB  »n'-t-bn+c 


1    8R  (p-lXaa'+bn+e) 

R  8a      — an'  +  (Ä  — b)Q'  +  (B  — c)b  +  C' 

I(B)  -  (o-  DJ  _„.^(A_b,„.+(B-c)n+C 


"  ~  an'+bn+c  eo  ~— an»+{A  — b)u*+<B-e)o  +  C' 

Aus  den  Gleichungen  (a)  folgt : 

B-(-b£-2Nt-nL* 

^^^^m 
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BO  dass,  WGDD  man  im  Stande  ist,  a  nnd  ß  nnabhAngig  von  x  zu  bestimmen, 
so  dass 

[e(.+«-'J.^=  [kc+o-'].,^. 

alsdann  der  Werth 

i'+(b-A)u'+(c-B)u-C 
der  Gleichung 

genQgt,  nenn  I.,M,N  durch (c),  Itdurch(b)  gegeben  ist  und  A,B,  C,a,b,c 
beliebige  Konstanten  sind. 


Man  setz«  hier  etwa  |=x,  lo  ist  N=A'|-az,  L=: 
= ,  »o  dau  al»o  der  Gleichung^ 


C+(.-B).-H»-W  !*+»■' 
.(—1) 


C  +  (.-B).+(A-b|.'+.>'e';  ^  B+(t-2A).-2..-8,  ^   ^^  ^  ^^^^      ^      ^^j 
genügt  wird  durch 


'V„»ti'+0>-A)n- 


-B)n— C* 

Man  ietM  nun  ipesieller  ndeh  in  (a):  a=0,      .  _  /^  ai ,     ■  /'i^"Tv  ^  hj. 
A— b  B  b— 2a 

n(D  — 1)~°"  T~*"~n — ~  "  *■=*«■  »o"tC=>i{n  — l>»i.  A=a,,b=: 
nb,  +  2Bo,  Br:=oai,  e=ii(B — l)b,+na,,  so  dasi  wegen  A — b=n(o~I)c, 
aneli  noob 

n(n— I)i^+Db.+».  =  0 
(«711  muH.     Bestimmt  man  bieraua  n,  «o  sind  0^,  a,,  9^,  bj,  bj,  e,  gonc  btliebige 
GrO«iea,  und  man  kann  alio  tagen,  daii  der  Gleichung 

{«,+b,i+e.x')g-^-)-(..  +  b.x)  |?+«.y  =  0  (O 

genOgt  wird  durch 


=V-= 


.        /•>    Bto+T)'l. 

'/.«,"' -k,«+t.' 


»(.-l)ci,+ab.+i,»0. 


wo  wir  die  konitooten  Faktoren  tob  y  gleich  wegptlaMen  liaben. 

Die  GrDiee  n  darf  nioht  Nnll  eeyn,  wenn  a^  es  niclit  i*t,  da  «inat  R  niciit  J>e- 
■timmbar  wilre.  So  lange  aber  i^  ron  NuU  rereehieden,  iat  es  auoh  d.  FQt  o,=b, 
=0  ist  n  nicht  bestiombar;  altdaan  gehOrt  aber  auch  (f)  aieht  hieber,  sondern  lu 
}.  77. 
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Auf  die  Qleiehung  (f)  kämmt  die  folgende  Gleichung  zutflck : 

(i-l)x'^+(ai+b)i^+(ci-)-d)y  =  0.  (g) 

Dena  «etzt  iiuui7=x' s,  alto    r--^ni'     z  +  x    pi*  tTi'^^"^" — 1)*-*~* 
-t-2ax'~   ä--|-x*g— i,  80  erhält  man  nuA  WeglMtung  d«a  gemeinsebaAlidieii 
Faktors  x": 
x'(»-l)^.+  [2nxCx-l)+(«x  +  b)x]^+[«(n-)){i-l)  +  ("+b)n+ci+dJi 

=  0, 
so  d)us ,  wenn  man  d  aiu  der  Oleiohung 

n(a— 1)— nb  — d  =  0 
bestimmt,  maa  die  ganze  Gleichung  dnrch  x  diTidir«n  kann  und  eAAlt: 

i(— l)J^'  +  [(2n  +  »)i  +  b-2n]J^  +  [-{n-l)  +  »D+c].  =  0. 
welche  OleiahuQg  unmittelbar  zu  (f)  gehört.     Die  üestimmuiig  tod  n  ist  immer 
uiOglich.     Die  Gleichung 

kommt  auf  (g)  sorück ,  wenn  man  x  :^;^  h  u  setzt. 
Ferner  reduzirt  licli  die  GleichuDg 

(i-h)'x^^  +  («x+b)(i-b)  |l+(cx+d),  =  0  fli) 

auf(g).  wenn  man  x=h(l-u).  .Uo  L..e_,  «,_|  a,_  ^^,^|^g  ,^^^ 
wodurch  erhalteu  wird : 

h»'(l-u)|^-[»h(l_B)+b]n^+[eh(l-i.)+d]r  =  0, 

Endlich  kaon  die  Oleiehang 

(x~h)'i'|'^^,4-{«i+b)(i-b)i^+(«i'+di+f)y  =  0  (i) 

auf  die  Form  Ton  (h)  zurtlckgefllhTt  werden.    Man  setze  nSmlich  7  =  x'z ,  so  erhSlt 
man ,  nach  Weglassuog  Ton  x  ; 

(x-b)'i*^  +  [2nx(i-b)'+{sT  +  h)(z-h)i]^+[n(n~l)(x-h)' 
+  (mz  +  b){x-h)n+cx*+dx+q«  =  0, 
so  das«,  wenn  man  n  au«  der  Gleichung 

n(n— IJh'  — bhn+t=0 
bestimmt,  man  durch  z  diridiren  kann  und  sofort  die  Form  (h)  erh&lt. 

1*111  h=0  lOsst  sich  n  hieraus  nicht  bestimmen.     Alsdann  setze  man  x  =  ~-. 

J.h-  »'5^+[2-«-b«].^+Ct+d.+l.")y  =  o. 

welche  Oleieknng  ta  $.  78  gehOrt. 
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H.   Sey 

y=yüe     ^». 

wo  i  eine  bekannte  Funktion  von  x,  U  eine  noch  unbekannte  Fnnktion  von 
u  ist,  so  ist 

80  dasB,  wenn  man  das  unbestimmte  Integral  der  zweiten  Seite  ^Re*"* 
setzt: 

seyn  inasB.    Ist  also 

■o»!  D[(i  +  .|).'+(B+l>f)l.+0+.a  =  jf+ifR. 

ondabo  0(Ab'+Bii+0  =  ^.  D(»n'+bn+c>  =  iiE. 

1    8E     .(A.'+B.+C)     ..  A-'+Bn+C. 

"""  Be;=  ..■+b.+r-'  '*'-°/  ..■+b.+.  •"• 


au'+bB-hc' 
Bestimmt  man  dann  a  und  ß  so,  dass 

(E."')|,=  (E."')^. 
so  ist  das  bestimmte  Integral  Nnll ,  nnd  man  liat  somit  den  Satz : 
Der  Gleichang 


y.s.'+b.+. 


Setst  iDftaliier£:=z,  n^l,  •■>  gelangt  man  auf  g.  77.     Setet  man  f^x^ 
so  ist 

4n'i'  '  4a'x' 


.,N  =  C:+c: 


Ist  hier  A=iO,  nzs-g-t  a=l>  aUo 

,.-.     „_(B-l)+b^ 


und  MtEt  man  B — l=ai,  b=^bi,  C=a„  c=bj,  so  folgt  hierant,  dass  der  QleiehuDg 


bj,  so  folgt  hii 
+(i,+b,x')T=0 
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genügt  wird  durch 

.        l                           (Ai+»)i'      „             bi    ,     2»- 
Setzt  man  eben  so  §=  — ,  lo  lat  L^=  — -— j ,   M= —  T"  "^ 1 


+  ^^,  N=:*^'      -.und  wenn  etwa  A  =  0.  n=l,  a  =  I,  b=  — »,,  2— B  =  b, , 
C  =  b,.  c=a,,iohatinan: 
Der  Oleichiiitg 

•/  "  — "*i'<~r"*f  •'   n  —  Ä,  n-t"»!  p  « 

(Vergf .  auch  [ ,  (i)  fllr  li  ^  0.) 
III.  Sey 

y^ty's-^DBn. 
wo  £*,  {  bekannte  Funktionen  von  x,  eo  ist 

und  wenn  man  das  anbestiminte  Integral  =16"  'R  setxt: 
so  dass,  wenn 

und  U[An'+Bii+C]=|^,  ü[»n'+bu+c]  =  R. 

„..b.t  l(Ei)  =  /'*°'+°''+''e..    P-  .„,    '     ,      . 

/    «u"-|-bn+e  «n'  +  bn  +  e 

und  wenn  dann  a  und  ^  so  bestimmt  weiden,  dass  die  Grösse  e'  ^RfÜru^« 
uad  u=^  denselben  Werth  gibt,  so  genagt  y^Cl  e*' UäuderGleichnng 
L^+Mp.+  Ny^O,  wo 
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Für  S=x  ist 


A+M  (B+b»)t-2(A+»)"^ 


to  dass  also  in  Gleichung 

(C+ci)i'~{B  +  bi)t  ?i  +  2(A+»i)  (i{)'-(A+a)Ot  J^i 

genQgt  wird  durch  y^^/     e    CSu.     Ffir  ^=e  kotumtiii&naufdieFanndes§.77; 

für  C^^  X  I<^  m&D 

(A+»)^-^+-^*  +  ^-^'>'  +  '"'  8z,rgA-(B-2e)x-HO-b)x--+^x'l 
^     'Bi'^  X  Bi^L  i'  J' 

Setzt  ravi  dagegen  C=^e      ,  so  ist 
'  L  =  (A  +  »i)e~^^',  M=  |B  +  (b— 4inA)i  — 4inai'l   e~"**.     N=  |c  — 2inA 
+  (c— 8mB  — 2»m)i  +  (4Am'— 2inb)x'+4»ni'i't   e""*' 
Also  weDn  etwa  a=O.A=:l,B=a,,  b— 4m=b, ,  C— 2in=a,,  o— 2ma,=bB, 
4m^ — 2inb^c^,  so  dasa  also  m  derart  bestimmt  weriHen  muM,  dass 

4m'+2nib,4-e„  =  0 
so  wird  die  Gleichung 

?^+h+b,ri5J+(.,+b..+,v,.')j=o 

intcgrirt  werdeo  durch 

■n+e« 


.  l(R) 


f    a'+a.a+2m+ 


i-4i»)a+2m»^  +  b,*     ''     ^  (b,+4m)n+2iii«.  +  b, 
(e"R)-={e"il)  . 


Wir  haben  seither  nur  die  linearen  Differentialgleichniigen  ohne  zweiten 
Theil(§.  74)  betrachtet;  die  Integration  dieser  Gleichungen  mit  zweitem 
TUeile  lässt  sich  aber  ganz  leicht  auf  das  im  Seitherigen  Angegebene  zuruck- 
ffihren.     Gesetzt  nämlich,  es  sey  die  Gleichung 

^~I+^  ^:=i+-  ■  -  ■+ Vi  si+'^.'"'^       *** 

vorgelegt,  in  welcher  Xq,  !X,,...,  X  ,  X  bekannte  FuiAtioDen  von  x  sind, 
und  man  habe  als  allgemeines  Integral  der  Gleichung 

gefunden  {%.  74) : 
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T  =  C.T.+C,y,+  ...+C_T,,  (c) 

WO  Yt,  y,, . . .,  y,  ebenfalls  bekannte  FnDktioDen  von  x  sind,  so  läset  sich 
hieraas  immer  das  allgemeine  Integral  der  Gleichmig  (a)  finden.  Denken  wir 
ans  nämlich,  in  der  Gleichung  (c)  bedeuten  einmal  C(,C,,...,C,  nicht 
mehr  Konstanten,  sondern  (noch  anbekannte)  Funktionen  von  x,  während 
y >  y,  immer  noch  Funktionen  von  x  sind ,  die  so  beschaffen  sind ,  dass 

•2.-, 


+1    .-ST+K^'-" 


.+^  — rT+  ■    •  +^^     .+\\-- 


)m 


ferner  ToUen  wir  Dnnmebr  versDcheo ,  C, ,  G, , . . . ,  C  als  Funktionen  von  x 
so  zn  bestimmeD ,  daes  (c)  anch  der  Gleichnng  (a)  genfige.  Aus  (c)  folgt, 
nnter  den  jetzigen  Voranssetznngeo : 

und  wenn  wir  nao  C, , . . . ,  C^  so  bestimmea ,  dase 


+'•',?+ ••••+Mi=»-      <•■> 


HierauB  folgt 

I 

wenn  wir  C, , . . . ,  C,  so  bestimmen ,  dass 


b7>     '  8i'^  '  ex'  ^ 


8t  8C 


Aas  (f,)  folgt  wieder 

^2l-c  ^-^4-r  ^-1-  -»-c  — '-;  rt 

wenn  C|,  .. .,  G,  der  Gleichung 

«i"    ex"''Bx'    81"^ ''"dl'    Bi 

genflgen.     Wie  man  so  weiter  gehen  kann,  ist  klar.     Man  hat 

B'~'T^t^8'~'r.  I  c. "'"*''  I  .■■■  |c  "    J', 


B       y  8C 
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Ans  (f^,)  folgt  endlich 

B«  8x  Bi  •  8i       Bi         .   '       8i         "' 

8'~'y  8C 

g^—i  8.* 

oDd  wenn  man  dieWerthevoDr^, ..,,  — ,  wie  aie  diese  Gleiobnsgen  geben, 

**'  Bx 

iß  (a)  eiaselzt,  dabei  aber  die  Gleichungen  (d)  beachtet,  so  erhält  man 

Daraus  folgt  nnn,  dass  wenn  man  C,,  . . .,  C,   als  Funktionen  von  z 
durch  die  Gleichungen 

BC,,       8C,,  ,**'.„ 


=  0. 


e n  ecj    8     y,  8_c. 

.    n-l   Bt  "'"  .    B— J    fi.     I    ■  ■  ■  "T 


8i     8i 

8'~*y  BC 


_y,ec,   ,  6 j,  BC, 


e     y  ec 


bestinunt,  alsdann  die  Gleichung  (c)  der  (a)  gen&gen  wird.     Aus  (e)  folgt 
aber  immer  unzweideutig 

•ji_(,,«_&=i "^..j_,     (., 

venn  £i,  l],...,  ?,  (bekannte)  Funktionen  von  z  sind,  während  nun  aus  (e') 
folgt: 

C,=  A8x+^.  C,=  /t,8i+E„...C_=  /|^8i4-E^. 

vo  E, , . . . ,  E,  willkürliche  Konstanten-  sind ;  so  dass  der  (a)  genügt  wird 

durch 

7=7.  (yt.8»  +  E.)+y,(^yf.8i-|-E,)+...+y__(^y*Mi+E_),         (g) 

welche  Gleichung,  da  sie  n  wiilktirliche  Konstanten  enthält,   das  allge- 
meine Integral  von  (a)  vorstellt. 

Gesetzt  aber,  man  kenne  nicht  dae  allgemeine  Integral  von  (b),  son- 
dern blosn— 1  besondere  Werthe:  y,,  y„. .-,  y,_(,  die  der  Gleichung  (b) 
genflgen,  so  dass  also 

y  =  C.r.  +  c,y.+  ..    -+(3^7^  0>) 

L.i5nzeaTG00gle 


B      y_ 

-i*V« 

8i'" 

»       Bx 

^°~'\- 

.•V,^ 
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zwar  wohl  der  (b)  genUgt,  aber  eine  Eonstuite  zn  wenig  bat,  am  das  allge- 
meioe  iDtegral  dieser  Gleichung  zn  seyn.  Lä&Bt  man  wieder  C,, ....,  C  _. 
Funktionen  von  z  seyn,  and  setzt  die  Gleichnngen  (e,),  (e,),  . . .,  (e,^^, 
d.b.  die  n — 2  ersten  Gleichnngen  von  (e)  fest,  in  denen  jedoch  C^  fehle,  so 
fast  man 

?ri;.c.'-^+...+c  ^'—i^+qi.'o,. 

»X  flx  8x  ex         "" 

B«'"*  *"  ex'~'     ** 

nnd  wenn  man  dann  diese  Werthe  in  (a)  einsetzt,  dabei  die  Gleicbungen  (d)  - 
beachtet,  so  folgt,  daes  (h)  der  (a)  genügen  werde,  wenn  C|,  .  . .  C^_^ 
80  bestimmt  werden ,  dass : 

»c,  ,     ec,  ,       ,        *^a-(    „ 
^'  ■87+'«  ■er+-"+^-i""si-  ="' 

8y       BC 


,  —-»  8i       .  ■-«   Bi  -  n-»       Bi 


n/-»        8x.  J  Lfi  »   '    8i 


6x'^        8x    J  Lb/   *    8>  8x  *"     -■ 

Aus  den  n — 2  ersten  Gleichungen  (i)  folgt 

8C,         BC.    SC,  _      BC,  "'^B-i     „       8C, 

Sx"*«  Bi'  S%  ~^'  Bx ~er'~\-i  Bi'  ^^' 

wo  ^,...,  £^_,  bekannte  Funktionen  von  x  sind;  setzt  man  nun  diese  Werthe 
in  die  lebete  Gleichung  (i)  ein,  so  erhält  man  eine  Gieichnng 

in  der  P  und  Q  bekannte  Funktionen  von  x  sind.  Kann  man  (I)  allgemein 
nut  zwei  villkQrlichen  Konstanten  integriren,  so  geben  dann  (k)  die  C,,..., 
C,_j  mit  weiteren  a  —  2  wiUktirlichen  Konstanten,  und  (h)  gibt  das  allge- 
meine Integral  von  (a).     Für  X=  0  gäbe  die  (I) : 


a^c, 

Bi^ 
BC, 


.  Gooi^lc 


VcTTollRSadlgutig  dn  lotogMlgleichtiiig.  36? 

wie  bereite  in  §.  74  gefunden.   (Es  ist  nämlich  X,  y,  ^'  +  ZX«  ^  ^  + 

Mao  sieht  leicht,  (Uss  wenn  mun  Dar  n  —  2  besondere  Werthe :  yi 

y^_j  kennen  würde,  die  der  Gleichung  (b)  genügen,  man  das  allgemeine  In- 
tegral Ton  (a)  erhalten-warde,  wenn  man  die  Gleichungen  annähme: 


"•L,,-^  ».  +  ■■■+  ,.-    8.  i+'^l,^—>.  + 

+"•  ['^•Ä+ •  •  +  -.v^-i+^-r^'^ + ■  ■  ■ 

Lex  **  8x  "^    -■  ^Bi  ^" 

+— .j?'-p^|+^.[^y'+---+    .A   .;r1-'=. 

Bi  8i  8i 


voranä'zunäcbst  folgt: 


,  ac,  "".-s     ,      BC. 


Ist  aus  (o')  C(  mit  drei  Konstanten  erhalten,  so  folgen  Cj ,     . .,  C,^, 
aus  (d)  mit  weiteren  n — 3  Eonstantea  und 

gibt  das  allgemeine  Integral  von  (a).  Wie  man  diese  Betrachtungen  weiter 
fortsetzen  kann,  ist  klar.  Eben  so,  wenn  X  =  0,  dass  die  (1),  (d')-.-  dazn 
dienen  werden,  ans  n  —  I,  oder  n — 2...  besonderen  Werthen  von  y,  das 
aligemeine  Integral  von  (b)  zu  finden. 

§81. 

Wir  wollen  nun  vor  Allem  die  Methode  des  §.  80  auf  eine  Reihe  von 
Beispielen  anwenden. 
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wenn  A,  B  EoDitaDten.  Hier  iit  (§.  75):  y,=^e*",  jj^e"",  wenn  m, ,  m,  die 
Wurzeln  von  m'-f"Ai'H"B^O  »ind,  Torauag^eseUt  die»e  Wurzeln  sejen  ungleich; 
lind  aie  gleich ,  «o  iat  7t  ^  e     ,  7i  ^=:  x  e      .     Also  aind  die  (e) ; 

Bi       nii  —  m,     Bi       m,  —  m,  m, — a,J 

C,=  — i—  /Xe~*"8i+E,; 

'  =  S:=^.L''     y'^'         e.-e-yx«^  BiJ+E,«-    +E,e      . 


8C. 


*,  ^=Xe    ■*;«|  =  _yiX«    "ex  +  E.;C,=yx<    "( 
>    — B     /iXa        ei+xe     /Xb 


8x+E,i 


y  =  (E,  +  E,.) 


2.)  ,-t^.+r  =  co„. 

]r(  =  ooix,  7,:=aiDz  (9.75,11);  also 

8C.  .  .    8c,    „       .    Bc,  ,        ec, 

^  =  — coixiini,  ^*  =  »»>»,  C,  =  - /^i«i»xei  =  — iito'i+E,. 

C,=4iinii!o«i+4.i  +  E,, 

y  =  — i«ii.'x«Mi+ldii'icoii  +  Jiiini+E,<ioii+E,iüii  =  iT«iii»+E,eo»i+E,iini 

y,  =x.  y,  =xl(x)  (8.  74,  Nr.  I ,  oder  §.  76,  Nr.  1). 

,  =  _  Jl(•)■+^l(.)■^-E,H-E..I(.)  =  ■l■l(,)'+E,x+]■;,■LW.• 


7(^x,  irie  man  leicht  sieht;  ^>o  nach  (m),  wenn  den  n^3,  y(;=x,  X,:=6x, 
X,=— 3x',  Xc=x*,  I=i; 

'  '      8x  Bi  8i'  Bx'  8i' 

^  =  ~,   C,  =  -ilW+E,.'+E,x+E,; 
j=-i,l(i)+E,i"+E,.'+E,i.    lS.7»«nd|.7«.) 

■  Du  Zeichen  l(i)'bedBatet  da.  Qacdru  Tcn  l(i),  iit  alte  in  nntendiaidMi  Ten  I ^'). 


e»  ,  21W— 3 


Beiipiele  fOr  TolliUudige  Udm»  OiHbrentialgleiolimigKi. 
j.,  =  i,  >l,o  in  (i)  R=2,  X,=-i.  X,=»'  [l(x)-ll,  X=-,-^; 

B'c,      2i(«)-3   ec, 1_ 

8i''^i[iw-ij  e.  ""    «*p(x)-]]i(x)- 

..     8C, 
b«Ut  man  liier  ^=iji,  t 

8i^ip(i)-l]'  x'l(x)[IW-I] 

alBO<S.66,  I): 

IM-Ir        /•        ».        -1 

Setrt  man  l(x)=«.  x=e'.  ao  jat 

f  »■  /•    .'»■  /•.'»a        fa'ea     _  /Vja^  _  /Vja ^ 

yi(x)[l(i)-l]'    y.(a-l)"    y     a     "V(a-1)"    /a-1     /    a        a-1 

c, .  c/«=l..+,(,)  _/Mpl/^,.+  0.. 

al»  c,--|-l(.)+i-l(.)yi^+C-i  r=-01(.)+C'a+l(.)y-^. 

Nach  §.76  i»tAo  =  l.  A,  =  l.  A,=3,  A,  =  — 8.  a=I,  b=l.  n=3.  »1«. 
T(r— l>(r— 2)-|.r(r— l)  +  3r-8  =  0.  r'  — 2t'+4t-8=  0,  1  =  2,  ±21; 
y,  =(I+x)',  j,=oos  [lü +x)'J.  y,  =.iD[l(l  +  x)'].  «ISO 

'(H.„»c._«^i(Lt?)^  sc,    cc^t^  ec,  ^ 
^^'ai        i  +  »      ex^     1-+I      Bx       • 

BC,      2co»Kl+x)'— «iol(l+x)'BC,      2rinl(l  +  x)'+to«l(l  +  ')'»C, 
8x  (l+x)'  8i  O+i)'  8x 
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8C, X 8C,     ripl(l+»)'— CMl(l-H)'     eC,        [rinitl+i)'+eMl(l+i)'] 

'"      8(l+i)i     '•  8(1+.)'  ''  8(1+,)' 

■  j'sc+.r«'-  » ^»J„+,r  "■(.+.)ä^(.+.)'  ■• 

c  _  '  AinKi+ri'»»!    1  /■i».i(i+i)'-8i^  (!+,=,■).  /•"'■in  +  x)'«ei 
°-'     (i+i)'         '-^     (1+.)'  .        •'       (1+.)' 

=  /"ÜH^Ic-l).-».»  /•d.e,).i-8  —  /"l.8.).-<'l.-''' "■"'■-'' ■"^' 
y   ,!■  ^  ■        ■'  4+i 

"fl~''(— lriii2z~2coi2i)                 «^'(2iip2t— 8m»2^)  ,  e~'' (2iln2i+8i!o»2i) 
j:fi  **'' 17  +  TT 

_  (l+«)*[2»"l(l+»)'-8oo.l(l+.>^  ,  (l+i)~*[2.li.l(l+.)'+8t..l(l+.)1 
-  ■  ij  "''  17 

beitininit  man  die  aDOeTO  iDtegrale  in  ahnlieher  Weise ,  lo  erli£h  man : 

0.. <-l±^  [t».l(T+.)'  +  3ral(l  +  ,)1  +üiL.'[s,rn,(l+,).-|.s„a(l+xV] 

+  E,. 

C— ^l^[6Äl(l+.J'-3».J(l+.)1+2ä_[3il.l(l+.)'-B™.l(l+.)1 

+  E.. 
AI»       7  =  C.(l  +  i)'  +  C,»>,l(l+i)"+C,.li,l(l  +  i)' 

-E,(l+,)'  +  E,c!«.l(l+.)'+i:.™l(l+«"-iVl+;+— ^=.- 
7.)  Hui  «oll  die  Gleichung 

inte^nren.     Lfistt  man  zunächst  den  zweitpn  Theil  wog;,  so  handelt  es  sich  um 

•odus  also  in  §.78  »,=—4,  b,  =  l,  m=5,ao  =  0,  b«  =  ft,c,  =  — 6;  x'=u, 
j^=u  z  wo  n  bectimmt  ist  aiu 

20n+25B{n  — 1)  — 20a=0,  n  =  0,  y  =  »i 
di«  aeue  Gleiclmng  ut; 


=0.  2x*«' 


eC.      e_l BC,_ 


■  Bier  i«  1(1 +.)'  =  l[(l+i)"J.«l»l»l+>>»!l(l+")'-2l(l+i). 


TemptMtnrrartiBlttiisiB  in  ei 


=i/h-"+'-".=-i/^ 


'"'+4-A?---h'-/^ 


8.)  Denken  wir  ods,  der  in  §.34,  II  betracbtet«  Sub  sej  bereits  so  lange  Aet 
EiitwirkiiDg  der  WSnnequelle  ausgesetzt,  dass  er  in  den  Beharrungsztistand  einge- 
treten i»t,  d,  h.  das«  sich  die  Temperatur  seiner  einzelnen  Querschnitte  mit  der  Zeit 
nicht  mehr  Kndert.     Da  alsdann  v  unabhängig  ist  TonI,  so  ist  ^-^0,  also 


die  Gleichung  dar  WAnnebewegnug,  wenn  ta  und  k  fUr  den  ganzen  Stab  konstant 
sind,  und  wo  nun  <d  den  (konstanten)  Queriebnitt  des  Stabes,  k  die  innere  I^itungs- 
föhigkeit,  j  das  AusstrablungsTermOgen  und  w  den  ümbug  des  Querschnitts  be- 
zeicbnet.     Aus  der  obigen  Oleiobnng  folgt  nach  §.  75 : 

v  =  C»        "'+Ce  '••^  =  Ce    -l-C'8       .   a  =  \/ ^. 

Um  die  Konstanten  C  und  C  zu  bestimmen ,  wollen  wir  annehmen,  der  Stab 
habe  die  Länge  I  und  seine  beiden  Enden  sejeu  immer  auf  den  Temperaturen  Vg,  v, 
erhalten;  alsdann  musa  fBr  i=^0,  v^Vq  und  für  x=I,  v^v,  seyn,  d.  b.  man  hat 
—■I  ■! 

i,,  =  C+C'.  «..  =  Ce"  +  Ce~";  C  =  ""'■    ~"^ ,  C'=^^f-^:^, 


also  ist  unter  diesen  Voraussetzungen 

_  (p.-.'.e~")e"+(p«e"-...)e~" _  v,  (s"— ~^  +  b.  (e*"~''-o~'"~") 
—        .  al        — «1  ~  il        — »1  * 

welche  Formel  die  Temperatur  v  des  Stabes  in  derEntfemnng  x  vom  Anfangspunkt« 
(dem  V  =  tig  entspricht)  gibt. 

Wäre  Vq^Vi,  so  hätte  man 

"=•'. y_^-.i  ' ="« ^^ - 


-•"'      (/'+!)  (e-'-l)     --       e"+I     • 
Dies  Letztere  hat  etwa  in  einem  dünnen  Ringe  von  der  Länge  t  Statt,  der  nur 
einer  Wärmequelle  von  der  anveränderlicben  Temperatur  v^  unterworfen  ist. 

Nehmen  wir  in  unserem  Slabe  drei  Schnitt«  an,  deren  Abstand  je  X  aey,  so  dass 
sie  vom  Anfang  umx,  z~(~^>  3^^211  entfernt  sind.  Alsdann  sind  die  Temperaturen 
v',  v'',  v'"  derselben : 

p  =0e    -J- U  e       ,  u    =(j8  "t^t.  e  ,  u     =l.e  -^ti  e 

woraus  folgt 

v'+v-      C*°(l+e"'>  +  C-e~"(l+e~"') 
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Ennitdniig  ron  Diffbn 

"■+«(.■ '+.-',+0..— '■+«(. 


welche  GrBste  von  x  unabhäDgig  ist.  Wo  alsö  auch  der  erste  Quersduiitt  gewftlüt 
wird,  die  GrOaae  ■ — ~n~^  bleibt  dieselbe,  wenn  X  ungeändcrt  bleibt.  Dieses  merk- 
würdige RcKultat  wurde  durch  Versuche  bestätigt.  (Lame,  Cours  de  Fhysiquo, 
leson  XVI,  260,) 

Ist  der  Stab  unbegränzt,  lo  musa  die  Konitaute  C=:0  sejn,  da  sonst  die  Tem- 
peratur mit  X  uubegränit  wachsen  würde.     AUdaun  ist  bloss 

u  =  C'e       ,  C'  =  tfB,  v  =  Vf» 
wenn  i>g  die  lUTerinderUclie  Temperatur  der  Quelle.     Sollen  also  zwei  StAbe  Ton 
Tersehtedenem  Stoffe  u. «.  w. ,  die  derselben  WArme^nelle  ansgesetzt  sind ,   dieselbe 
Temperatur  in  den  um  x  und  x'  ritstehenden  Qaonohnitten  haben,  so  ist  ax = a'  x'. 


=V^-Vh- 


aus  welcher  Proportion,  wie  man  sieht,  mittelst  ErtUmuijr  da«  Verbftitiriss  des 
Bniehes  -r-  für  den  einen  Stab  zu  dem  für  den  andern  Stab  erhalten  werden  hanli. 

Wir  haben  bei  diesem  Beispiele  Gelegenheit  geliabt,  die  willkürlicbea 
Konstanten  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  la  bestimmen.  Im  All- 
gemeinen \Ferden,  wenn  □  villkUrliche  Konstanten  in  dem  allgemeinen  Inte- 
grale vorkommen ,  eben  so  viele  Bedingungen  gegeben  seyn  müssen,  um  die- 
selben zu  bestimmen.  Diese  können  nun  darin  bestehen ,  dass  man  för  n 
verschiedene  Werthe  von  x  die  zugehörigen  Werthe  von  y  kennt;  oder  dass 

man  etwa  fUr  denselben  Werth  von  x  die  Werthe  von  y,  ~, ^ 

kennt,   oder  dass   eine  Btischnng  dieser  beiden  Bestimmangsweisen  Statt 
findet,  n.s.  w. 


I.  Wir  haben  seither  meistens  die  Integralgleichnng  einer  Differential- 
gleichnng  n*"  Ordnung  in  aoferne  gesucht,  als  wir  die  Gleichung  zwischen  2  und 
y  mit  n  willkilrliclien  Konstanten  zu  erhalten  suchten,  die  der  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung gen  ilgt.  In  manchen  Fällen  kann  man  dies  nicht,  oder  zieht 
es  vor,  anders  zu  verfahren,  indem  man  nämlich  zunächst  aus  der  Differential- 
gleichung n"  Ordnung  eine  der  n — l'"Ordnung  zu  erhalten  sucht,  die  ihr  ge- 
nügt und  eine  willkürlicheKonetante  mehr  erhält;  dann  aus  dieser  eine  der  n — 
2'°°0rdnungu.8.w.  Da  die  Schlussgleichung  mit  n  willkürlichen  Ronstauten 
all  den  so  einzeln  erhaltenen  Differentialgleichungen  genhgt,  so  müssen  diese 
letzteren  durch  Elimmation  der  willkitrlichen  Konstanten  sich  aus  jener  hil~ 
den  lassen.     Um  aber  itu  der  Gleichung  der  n  —  1'"  Ordnung  zn  gelangen. 


Goo'^lc 
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inuss  man  n —  1  willkQrliche  KoDHtanten  eliminiren  nod  nur  eine  noch  beibe- 
halten; welche  der  n  dies  sey,  bleibt  mllkürlich.  Daraus  folgt  aber  wieder, 
daes  eine  jede  Differentialgleichung  der  u"'  Ordnung  n  Differentialgleichun- 
gen der  n  —  1*"  Ordnung  als  erste  Integralgleichungea  haben  wird,  jede  mit 
einer  anderen  willkürlichen  Konstanten.     Ist  man  im  Stande,  diese  n  Glei- 


densftlben  dann  die  letzte  (eigentliche)  Integralgleichung  mit  n  itillkUrlichen 
Konstanten. 

1.)  C  Bender  MlUelpnnkt  dar  Erde  (Fig.  61):  ein  Kfirper ,  des-        f^.51. 
sen  Oeiricht  an  der  Oberfläche  ^=p  iat,  lej  zu  An&ng'  der  Zeit  in  der  , 

Entfenrnn;  CA=:r~|-h  rom  Mittelpnnkte,  wo  r  der  Erdbalbmeuer 
und  BA:=h  ist;  dieser  Körper  &lle  zur  Erde,  indem  er  tod  A  mit  der 
AnftagRgeioh windigkeit  Vg  auagehe,  wo  Tg  nacli  AC  gerichtet  ist. 
Htm  sali  seine  Bewegung  unters nchen. 

Am  Ende  der  Zeit  t  sey  der  KOrper  in  M,   und  AU  =  z,   ao  ii 

P     S*!  I 

($.13,  X)  die  bewegende  Kraft  =— öTi;  h\lt\a  diese  Kraft  ist  die   \ 
Anziehungskraft  der  Erde,   die  nach  C  gerichtet  ist  und  sieh  im  Ge- 
wichte des  Kflrpers  Äussert,  wobei  jedoch  bekannt  ist,  dass  dieselbe 
abnimmt  nach  dem  Quadrat  der  Entfernung  ron  C,  mithin  die  bewegende  Kraft  in 
M  (die  in  B  gleich  p  ist)  nur  (^^^_^y  '•'■  »<■  <**»»  also  die  Gleichung  der  Bewc- 


'  (r-t-h- 


.       -(r+h_,)'- 
8    /"BiA*         8x8*1 

'»tlf      (r  +  h-i)'»t'   UtJ      "Vfr+k- 
Fpr  t=0  «t  x=0  und  ^=-'a  {§.  13.  IS),  also 


t-c.  c= 


welch«  Qleichuiig  die  Oeiohwindigkeit  in  jedem  Funkte  dea  Wege«  bestimmt.     Für 
B  ist  e.  B.  X  =:  b  und  wemi  dort  r,  die  Oesobwindigkeit .  so  ist 
e'  =  2,,f± L-l  +  .'-5«^+.  ■ 


Ans  obiger  Gleicbvog  folgt,  wenn  - 


,-+,.■=,. 


''_\/~if'     I.     -t  /27^.'.+b)-a 

ai-  V  ,+b-i''''-  V         Tf^l 

(l-ZB.'+nfr+b)). 

J     Vb  — at  y  Vb(r+h)— (b-t-ar 

Für  die  Zeit  des  Falk  von  A  nach  B  folgt  liienuis 


A 


f'  +  b-i 

Vbf+bT-fb+a 
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da  för  t=0  aach  x=h  isL     Ist  vo  =  0,  so  ist  a=  ~^,  b=0.   »(r+h) 
=  — 2gr',  ftUa  diese  Zeit 

.«.X  nur  x..au.,  gibt,  d.,5^,+  g)'=i(,|^): 
Hieraiu  folgt 


J  [■+© 


.-i'+C. 


[■+G-DT         J  [■+©T 

Fj    ,   /-er^'-ll  ^6«''        4'!'-(2»x-x'4-C)' 

4.)  Die  Gleichung 

in  der  X  blon  x,  Y  bloe«  y  entbilt,  wird  durch  Divigion  mit  ~  zu 

So  etwa  für 

5.)  Setit  man  in  der  Gleiebnag 


0  T.  T' bloue  FuDktioa«n  TOD  7  sind :    l^l:=z,  also  2  r^ 


di'    Bi'" 


1  8z         I    8e    , 

2  "eT'- 2"  87  *5-  '^>'  •■»  »«rt  man 

welche  Gleichung  E<mscfaeD  y  und  e  nach  §.  6fi,  I  ioteffrirt  wird.     Folgt  darau» 
z^t(y),  so  ist  dann 
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DieseBeispiele  mögen  ßenügeD,  um  das  Gesagte  verständlich  ZQniacbea. 
Wir  fügen  noch  folgende  Betrachtongen  hinzu. 
II.  Gesetzt  man  habe  die  Gleichimg 

my+bx  =  c, 
EO  folgt  daraus 

eine  jede  Differentialgleichung  mithin,  deren  allgemeiueB  Integral  die  vorge- 
legte seyn  soll,  rnnss  ^-^^0  geben.     Hat  man  &ber 

ay*+2bi7+ci'+2dy+aox  =  f,  (a) 

so  folgt  hieraus: 

Ol*  Ol  0 1  Ol  Ol  0» 

Besümmt  man  aus  den  letzten  zwei  Gleichungen  aund  h  und  setzt  diese 
Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,  so  erhält  man 


d.h.  da  sicher  nicht 


ÜI- 


-«s.'as-v^+<:-^)'.^+«cs)'=»- 


0») 


Eine  jede  Differenüalgleichung  nun,  deren  allgemeines  Integral  die  Form 
(a)  haben  soll,  muss  dieser  Gleichung  (b)  genügen.  Zieht  man  also  aas  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  die  Differentialqnotienten  r— i-  öTi-  öts' 
g-^,  um  sie  in  (b)  einzusetzen,  so  muss  diese  Gleichung  erfüllt  seyn,  wenn 
(a)  das  aligemeine  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  seyn  soll. 
Da  (a)  in  Wahrheit  fUnf  willkürliche  Konstanten  enthält  (indem  man  die 
ganze  Gleichung  durch  einen  der  sechs  Koeffizienten  dividiren  kann  und  dann 
nur  die  f&nf  Brüche  als  wirklich  verschiedene  Konstanten  bleiben),  so  ist  es 
wohl  müglich,  dass  sie  zu  viel  Konstanten  enthält.  Allein  es  werden  sich 
dann  immer  Beziehungen  zwischen  den  Konstanten  aufstellen  lassen,  so  daes 
die  überflttssigea  entfernt  werden  können. 

6.)  Han  babe  etwa  die  Gleichung 

i),„„cdiiGooi^lc 
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o  folgt  daraus 


und  hieraas : 


4.r+(rD'J.^^Ö-f[3+.0' 


so  dass  also  der  vorgelegten  GleiohuDg  durch  (a)  genügt  wird,  AJlein  da  die  gege- 
bene Gleichung  nur  Tom  zweiten  Grade  ist,  so  müssen  zwischen  den  fünf  Konstan- 
ten noch  drei  Beziehungen  bestehen,  die  mao  findet,  wenn  man  aus  (a)  die  Werthe 
Ton  g^,  j-j,  zieht  und  in  die  gegebene  einsetzt,  weldie  dann  erfüllt  seyn  mnss. 
Aber  aus  (a)  folgt: 


iy^      by+ci+e      8^_ 


•0'+»K^ 


ay+bx+d'    8i'  ay+bi+d 

_  a|>r+e«  +  «]'-2b(by  +  c»+8)(>T+'"  +  d)  +  t(aT+b»+d)' 

(ar+bz+d)' 

so  dasi  die  gegebene  Gleichung  ii«t 

(aj+bi  +  d)'-i-(bT+ci+e)'(»7+l'z  +  d)-ar{b7  +  ci4-e)'+2by{b7  +  «x-t-e) 

(ay+bz-l-d)-e7(ar+bi+d)'  =  0, 
welche  Gleichung,'  wenn  man  7  durch  x  aus  (a)  ersetzt,  identisch  sejn  muss,  d.h. 
fflr  alle  mSgliohen  Werthe  Ton  x  in  Erfflllung  zu  gehen  hat.     Da  diese  Gleichung 
auch  ist       ' 

(ai-|-bi-|-d)'[(a-c)y+bi+d]+(b7+ci+e)'(>x+dj+2by(by-|-ci+e) 
(ay-t-bi+dJ-l-O, 
so  wird  ihr  genügt,  wenn  a^c,  b^d=0,  und  zwar  was  immer  auch  x  seyu  mag. 
Daraus  folgt  nun,  dass  dos  Integral  der  obigen  Gleichung  ist 

x'+7'4c»  +  c'  =  0. 
wenn  o  und  c'  die  willkürlichen  Konstanten  sind.     (Verg).  Nr.  2.) 

III.  Wie  bereits  m  §.  71  angedeutet,  kann  man  zuweilen  Gleichangen 
niederer  Ordnung  dadurch  iategrireu,  dass  man  zu  Gleichangen  höherer  Ord- 
nung, die  man  aus  jenen  bildet,  übergeht,  vorausgeeetzt,  dass  man  dann  die 
letztem  integriren  kann.  Da  man  hiednrch  aber  zu  viele  Konstanten  in  die 
Rechnung  erhält,  so  muss  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung 
die  Überflüssigen  Eonstanten  zu  ermitteln  suchen. 
7.)  Han  habe  etwa  die  Gleichung 

so  folgt  daraus  durch  Differentiation : 


nGooi^lc 


Beii^elo  Mein.  367 

und  du  fBr  2  T-^a«,    y="l — h*'-  dicseiWerth  aber  der  Torgeleg^teo  Oleidiang 
nicht  genügt,  so  ist 

a 

nma  ta\gi  r 
in  die  vorgelegte  GleicbuDg  eintetEt,  bo  hat  man 

BDdus&lio  y  =  — si'  +  ci  +  c'-a' 

der  rorg«legten  Gleichung  genQgt,  wenn  c  die  willkürliche  Konstant«  ist. 
80  HAtte  man  weiter  die  Gleiohnng 

so  erhielte  man  hieraus  durch  Differentiation: 

^^-'[■+(:-D"J+■^:[■+(^D'J+[-'lf+'•-'■]S-»• 

'-'= ej ■  ^■yr.-+'~^ äi • 

»I  ». 

■0  fol^  hisraoi,  •**  !  +  («;)    nicht  =0: 

,    »_■»  & 

Hl         By  By         yBii 

Bi  ex 

welche  Gleichung  unmittelbar  gibt 

l(5|)  +  IW-l(x)  =  l<c).rf^  =  «.  7'  =  cx'+c'. 

Setet  man  diese  Werthe  Ton  j  und  g-  in  die  gegebene  Gleiahung,  so  wird  sie 

cc'+e'  =  0,  c'  =  0.  r'  =  ex'. 
9.)  Se;  fener  gegeben : 

so  &hre  man  eine  neue  unabhängig  VerAnderliehez  ein,  gegeben  durch  die  Gleichung 
g^=r,  wo  also  (i7i  =  B^  "St,  nnd  erh«t  (§.  14): 

woran*  durch  Dillbrentiation  nach  ■ ; 

/^;-.?|=o,  i  b.?l2-.  =  0,  !^I-«-"=»,  d.h.  •^J-j.o. 

DI  DI  DZ  Ol*        Dz  OS* 

welcher  Gleichung  nach  §.  75  genügt  wird  durch 

y  =  C,  •'+ C,»~*+C,«oss+C.ilni, 

Ignzcdi/COO'^IC 


8'y 
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: /y8«  =  C,e*— C,«~'+C,»in*  — C,eMi+C. 

Da  aber  auch    ^=i.d.h.  C,e' — C,  e~'+C,  sinz  —  C,co»i 
C=^0,  lo  dua  man  also 

y  =  C,«'+C,B"^+C,CMi4-C,«mi,  i  =  C,e'-C,e' 
hat.     Setzt  man  diese  Werthe  in  ^yg-^— (  ä^}  — x*= 
2[C.e'  +  C,a~'  +  C,eo>z  +  C,Mni]  [C,  e'-fC,e~'- 
_-[C,e■— C,8~'— C,fiDz+C,  cobi]'— [C,  e'— C,e~'H 
d.  b.  4C,C,— Cj'-C'^O. 

welche  Beziehong  zwischen  den  vier  Konstanten  bestehen  maas.  Eliminirt  man 
dann  z  zwischen  den  Wertfaen  Ton  y  und  x,  so  werden  von  selbst  nur  zwei  Konilon- 
tea  bleiben.  Um  dies  hier  hervortreten  zu  lassen,  setze  man  C,  t^fooaa,  C,= 
gsina,  also  Cj'  +  Ct»  =  e'=4C,  C,,  C,  oosz+ C4sinz  =  =  (.co»(z  — ti).  CjSinz 
—  C,co«z^ßain(z — q),  also: 
y  =  C,  e' +  C,  e~'-f2  VcTci  cos  (i  —  o) ,  I  =  C,  e*  —  C,  e~V2  Vcl^mn  («  —  o). 
SeUt  raanz=a+tt,  C,e"=Ä,  Cie~°=B,  al«oAB  =  C,Ci.  so  ist  u  zu 
Ewiachen 


+' 

:,rin«-C.cosi 

9  eil 

D,  «0  erhält  man 

■C,( 

>o.z-C..[n.3 

C,w 

ni-C.wszJ»  =  0, 

7  =  Ae+Be     +2  VaBcosd,  x  =  Ae  — Be     -^2yiLBaiaa, 
wo  A  und  B  die  beiden  willkflrlichen  Konstanten  sind. 

§•  83. 

Wie  in  §.  71  wird  man,  weDii  alle  Mittel  rersncht  siod,  zu  der  Inte- 
gration mittelst  Reihen  greifen  können.  Die  Bemerkungen,  die  vir  dort  ge- 
macht haben ,  gelten  hier  natürlich  ebenfalls.  Einige  Beispiele  mSgen  zur 
Erläuterung  dienen. 

I.)  Man  habe  die  Gleichung 

SO  folgt  daraus : 

woraus  nun,  indem  man  n  —  4nial  nacheinander  differenzirt ,  folf^  (§.  10): 


Entwickelt  man  diese  GrOuen,  so  bat  man 


FQr  x=  0  ist  nun  naobeinander  (n^4,  .  .  ,  .) 
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-b"xj=0  in- 
tegrirt  und  dort  gefliDden,  dua  /  ™*'"'^°"     ^^  Gleichung  genügt.     Die  gegp- 


beae  Gleieliuiig  UDterscheidet  sich  Ton  der  eben  ai^fttbrten  nur  <hirch  du  Zoiohen 
TOD  b',  allem  »' — b' fllr  ti'-|-b*  gesetzt,  würde  ein  bestimmtes  Integral  g«beu, 
da*  nioht  benätzt  werden  darf.  Kann  man  aber  das  Integr&l  der  eben  angefahrten 
Gleichung  in  anderer  Farm  herstellen ,  welche  diesent  [Jebelstande  nicht  unterwor- 
fen ist,  so  würde  ein  Schluss  Ton  einem  Integrale  auf  dos  andere  wohl  gestattet 
■eyn.     Nun  ist  aber  nach  §.  63 : 

D  -iVt 

Bs(pi)8f      -- 


J    I 


b+v'       2    yb 

u  mal  nach  b  difterenzirt : 


Denkt  man  sich  die  zweite  Seite  entwickelt,  so  werden  alle  Glieder  den  Paktor 
— »Vb 
e  haben ,  so  doas  man  eine  Iteibe  Ton  der  Form 

erhält.     Daraus  scbliescen  wir,  wenn  man  b*  filr  b  setzt,  es  werde  das  Integral  der 

B'y         8y 
Gleichung  xt— -,  —  ag b'x7=0  sich  darstellen  lassen  in  der  Form,  die  eben 

angegeben  wurde,  und  worin  wir  nun  A,  A^ ,  .  .  .  entwickeln  walten.     Sej  also  : 

y  =  e~^[A__."+A_^^i'~'+A___jx'~*-+ ]. 

10  ist 

^=-be"''"[A_  i'4-A_^_/"'+.  ..J+e^'^tnA^  i'~'  +  (i«-l)A__^«''"V  ....]. 
1*-^  =  b'e"'*  [i.y-i-  A,_,i'~'+  .  .   ]  -2b."'"  [nA^  i'~'  +(n-  1)Ä^_^,"~*+..  J 
+  e"'"[n<n-  l)A__x'~*+(n~l)(n-2)Ä__^i'~'+  ....]. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  Xgi — a;-  —  b'xy^O  ein,    und 
ordnet  nach  Potenzen  Ton  x ,  so  ergibt  sich : 

x°"'''[b'A    — l)'A]  +  i'lh*A_  —  8nbA  +iibA   — b'A       |-)- .  .-,  .  . 


i/Goo^^iei':'- 
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+i'^V\_^_,-2("-')t'A„_,+(n-'i-l)("-')\_^,  +  »»»Vr 
-  'n-t+I)aA^_^^-b*Ä_^_^_J+ =0, 

woraus  nun,  indem  man  die  KoefBzienten  der  anfeintuider  folgenden  Potenzen  vo 
X  gleicU  Null  setzt,  folgt ; 

-2n  +  8  =  0 bA^_^[-2n-i-2r+>]  — (B— r+l)Ä^_^^(»-n  +  r>=0.  .. 

d.  b.  a  =  2n.  .  .°.,.bA__^(2r)-(tt-T+l)  (o+r)  i__^^=0, 

so  dass  für  r  ^  1 .  2 

(«-■+i)(ii+t). 


(n-l){n+2). 

2.2.b           B-i'" 

.  A 

(n-r+l)(D  — r+2). 

■   tn-l-T) 

"-•  1.2. ..r.   (2b) 

Demnach  bleibt  Ä   willkürlich  ^C  und  es  ist 


,.c.-'-[.-  +  ^ff.".+  '-""°+"'°+-'!.' 


1.2.<2b)' 

1  +  8)  _- 

1.2. 3. (2b)' 


,   (u-a)(D-l)n...(n  +  8)_-»  ,  1 


wo  n^^-Q  a.     Dieae  Reihe  ist  endlich,   wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  ist. 

Setzt  man  — b  statt  b,  so  sieht  man  leicht,  das«  derselben  Oleichung  ebenfalls 
genügt  wird,  so  dass  also  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  x  r— ; — ax—  — 
b*  X  y  :^  0  gegeben  ist  durch 


.  (■>— 2)( 

n-l)..(o-|-S) 

3.(2b)" 

(— 2). 

(n+3)   .-3  , 

welche  Grjigse  immer  endlich  ist,  wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl. 
In  diesem  Falle  läsgt  sich  also  die  Gleichung  in  geschlossener  Form  integriren  (§.  77, 
Nr. 4  und  I).      Ist  n  nicht  in  der  angegebenen  Lage,   so  werden  die  Seihen   unend- 
lich, divergiren  aber,  so  da^s  die  angegebenen  Formeln  nicht  zu  braaehen  sind. 
Man  setze  nun  bi  für  b,  so  wird  daa  allgemeine  Inlegral  der  Gleichung 

gegeben  seyn  durch 

r  =  C(c<.sb»-iiini.j)[^i' 


i^+l).   —i      (n-l)...(n  +  2)   = 
2  (2  b)'  " 


(n-2}...(n  +  8).    .-^  | 

''       2. 3. (2b)'  -r---j 

(■-2).. .(.  +  3).    , 


2, 3. (2b)"         "        ^     -J- 
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wcnnnian  beachtet,  dass  "j"  =  — '.  T  =  'i  ri-  =  — I. p  —  —  l. 

Hieraus  folgt 

;^(C+C).,»b.r,--'i?-'>-'°+^'i"+'"-="--'°+l>,' 
(.+  1)  ^i 


+  (C'-OU«b.[!i|ti>,-'-....] 

-2)..(»H 

3.2. {3b)' 


-(C  +  C.)^.b.  ["JE-±i)/-_C-g)-f°+3),-- 


-|-(C'— C)i«inbi  fr"  -  . 1,  , 

sodass,  weun  C-j-C'=E,  (C — C)i=E': 

..,..b.b.+....b..[.--'^=|^-?).-+&,^|L^«.-'-....] 
+<.»b.-..b4.J^±ü.-_fc|^^.-+ ],.,!.. 

Ist  D  eioe  ganze  jjalil ,  so   ist  dieser  Werth  ein  endlicber;  im  Anderen  Falle 
ist  er  weiter  nicht  brauchbar. 

3.)  x=(«  +  bi")g-'^+i(c-t-di°)  |{+(f+gx")y  =  0. 

Man  setze,  um  die  Gleichung  zu  Tereio  fachen;  x'*=u,  j:=u't,  so  ist  (§.78): 

+»'"("".^H2.."5|+.(.-.).-.]. 

und  wenn  mau  diese  Werthe  ia  die  vorgelegte  Gleichung  einsetzt,  so  erhält  man: 

ni'(a+ba)n''+' g-^+[anu.' <»  +  bii)  u'+'+mCn-lXs-t-bi.)  n'^' 

+n.(c+dQ)u"''"]  ||  +  tu(n-  l>m'(a  +  bn)  u"  +  ^(m-  l)u{8  +  bu)  u' 

+  mn(.  +  du)u"H-{fB'.)u°]i  =  0, 
SU  dass,  wenn  u  aus  der  Glsiohung 

B(n  — l)Di'a4-m(m  — l)na  +  ninc  +  f  =  0 
bestimut  wird,  man  die  ganze  Gleichung  durch  u        dividiren  kann,  und  eine  Glei- 
chung erhält  von  der  Form 

u(^.  +  b,a>^,+(a,+b,u)p-^+a,s  =  0, 
deren  Integration  bereits  in  §.  79 ,  I  vorkam.  In  manchen  Fällen  kann  jedoch  die 
dort  gelehrte  Integration  mittelst  bestimmter  Integrale  nicht  zum  Ziele  fahren  und 
wir  wollen  desshalb  die  mittelst  unendlicher  Reihen  anfllhTen.  Die  obige  Gleichung, 
die  n  bestimmt,  kann  auch  imaginäre  Werthe  für  n  geben,  so  daas  dann  die  KoefB- 
aienten  in  der  umgeformton  Gleichung  auch  imaginär  werden  kttnuten.  Obwohl  dies 
kein  absolutes  üindcrniss  wäre,  wollen  wir  doch  n=0  setcen,  also  bloss  x  ^n  einfllh- 
.ren ,  wodurch  dann  die  Gleicfaung 

u'(l„  +  b„D)  ^^^,+  {a.+b.u)u^+(H+b,u)y  =  0.  d.  h.  x'(a,+b„.)  |^ 

+  »('i,-t-l>.«)  ^+(«.  +  b.<)  y  =0 
zum  Vorschein  kommen  wird.     Man  setze  nun 

i:-:,«*fl:,GOO'^[C    - 
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I  =  i,  •'+  A.  <■+'  +  A,  i'+'+  •  ■  •  - 
wu  B  ebenbll*  Doch  unbestimmt  ist,  so  erhSlt  man,  wenn  man  diesen  Wertli  ein- 
fiih(t; 

JS.tli(n-l)^  +  n.,+.,]«'+l("  +  I)nA.  ..  +  ■(1.-1)4.  b,  +  (B+l)A,.,+n».b, 
+  .,  A,+b.A.li'+'+  .  .  .  +[(.+  r)(n+— l)A_*,+(n-rr-l)(a+r-2)A^j  b, 

+(n  +  i)A_,,  +  (n  +  t_l)b,A__^  +  .,A_  +  b,A__jI  .""•"+ 

welche  Grosse  ^0  seyn  mnss.     Daraus  folgt: 

n(n-l)>,+n.,+N  =  0, 

A,|(n  +  l)n>.+  (n+l)  ■,  +  ■,!  =  -[n(u-l)b.  +  nb,+b,)A. 

Al(n+r)(n+r-t)..+(.-|-.)a,+^I  =  -((.+— l)(n  +  r_2)b.  +  (n+r-l)b, 

+'■"_,■ 

welche  Gleichung«D  nun  n  tmd  dann  A,,  Aj darch  Ag  bestimmen.     Im  AUg«- 

meinen  wird  es  zwei  Werthe  Ton  n  geben,  die  der  Gleichung  genDgeo.  alio  auch 
Ewei  Reihen,  so  dau  man  das  altgemeine  Integral  geAindeu  bat.  Im  apeiielleu 
Falle  werden  diese  Reihen  endliche  sejn  kännen.  Dies  wird  dann  der  Fall  seyn, 
wenn  fUr  ein  ganzes  positiTen  r  die  Gleichung 

(nH-r)(n  +  r-l)h„  +  (n  +  r)b.+b,  =  0 
möglich  ist. 

Man  konnte  jedoch  statt  der  steigenden  Reihe  eine  fiillende  wäklen,  aUo  setzen 

y  =  A.x''  +  A,i'~*  +  Ä,."~'+ 

und  würde  dann  finden; 

A,(n(u-l)h„  +  nb,  +  b.|i"'"'-r[u{n  — l)s,A,  +  <n-l){n-8)b„A,  +  ua,Ä, 
+  <n_I)b,A,+a,A,+b,A.I»°+--..+l(n-r)<u-l— l)»,A^ 
+  („_r_l)(„_,_2)b.Ä       +(i>-T)a,A+(n-r-l)h,A       +«,A 


«ar.ue  u{D-l)b,  +  nb,+b,  =  0, 

Un-l){u-3)b.  +  (n-])b.  +  b,|A,=:-[L<n-I)s  +  »«,+«.l]A„, 

l,n_r_l,{„„,_2)b„+(n-r-0b,+b,]A^^i=-((n-r)(n-r-I).„ 

+  (n-r)a.+«,lA^ 

so  dass  die  Beihe  eine  endliche  wOrde,  wenn  eine  ganze  Zahl  r  mflglieh  ist,  so  das» 
(u-r)(n-r~l).,  +  (n-r)^-|-a.  =  0. 
Begreiflicher  Weise  können  die  etwa  erhaltenen  nneudlicben  Reihen 
nur  in  soweit  benQtzl  werden,  als  sie  konvergent  sind.  Kann  man  sie  som- 
luiren ,  so  wird  man  dadurch  auf  einen  geschlossenen  Ausdmck  geführt  wer- 
den ,  während  auch  umgekehrt  dadurch ,  dass  man  (ür  die  Integralgleichung 
einerseits  unendliche  Reihen ,  anderseits  etwa  bestimmte  Integrale  erhält, 
interessante  analytische  Resultate  aus  der  VergleJchnng  beider  gezogen  wer-, 
den  können. 

§.84. 
].  Legt  man  sieb  die  DiSerentialgleichong  erster  Ordnung 
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vor,  so  erhält  man  aus  derselbeo ,  wenn  man  y  ^  —  ~  setzt : 
welche  Gleicbnog,  wenn  mau  sie  mit  x*  mnitiplizirt,  gibt 

und  ganz  anmittelbar  zu  der  in  §.78  allgemein  betrachteten  Form  gehört. 
Sie  wurde  bereits  in  der  dortigen  Nr.  3  speziell  behandelt,  und  es  folgt  dar- 

ans,  dase  durch  die  Annahme  x  =  b"+^  diese  Gieichuug  anf 

zurückkommt.  Vergleicht  man  dieselbe  mit  §.  77,  Nr.  1,4,7  und  §.  83, 
Nr.  2,  so  sieht  man  leicht,  dass  sie  in  geschlossener  Form  iutegrirt  werden 
kann,  wenn 

"■+2b 
■2{m+2) 
eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  also  wenn 
in  +  2b   _  _ 2b— 4r 

2(in-i-2)~''  ™~  2r— 1* 
WO  r  eine  ganze  Zahl.  In  dem  besondern  Falle ,  da  in  der  Gleichung  (a) 
b  =  0,  heisst  sie  die  Biccatische  Gleichung  und  ist  also  in  geschlossener 
Form  integrirbar,  wenn  m  = — ^  -^,  wo  r  eine  (positive  oder  negative) 
ganze  Zahl.  Der  Fall  m  ^  —  2  gehört  hieher  (r  ^  x  )  und  ist  in  der  Glei- 
chung (b)  direkt  zu  erledigen,  da  njan  hier  nicht  auf  die  Gleichung  (c)  kom- 
men darf.  Allein  alsdann  gehOrt  die  Gleichung  (b)  zu  den  in  §.  76  erledig- 
ten Fällen  (Beispiel  Nr.  1). 

Hat  man  (c)  integrirt,  so  ergibt  sich  das  Integral  von  (b),  wenn  man 
u  =  X»  ■"*"*  setzt  und  dann  folgt  y  =  —  r^.  Da  immer  z  =  C,  z,  -|-  C,  z, , 
80  ist 


wenn  ^  =  C  die  (eine)  willkürliche  Konstante  (§.  71 ,  Nr.  5). 
Auf  die  Riccatische  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung 
J{+aAH-bi"=0 
zurückfuhren.     Denn  man  setze  x"''"'=z,  so  ist  r^  =  ö^(n4-l)x"  ,  also  die 
gegebene  Gleichung 
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welche  Gleichnng  nun  die  Form  der  Riccatischen  hat. 
II.  Die  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung 

in  der  X  bloss  2,  Y  bloss  v  enthält,  vrird  integrirt,  indem  n 
8y_     -/xb± 


wo  u  eil 

de  noch  zu  beaümmende  Funktion 

=  e-^'' 

■(•^-X.),.!.» 

^-/sa 

■(?|-x.)+j..-'"'+Y..r<'' 

oder  da 

8d     Bner     ^"„fT^/^d'. 

»f+„T  =  0.-n  =  Ce--''^'{8.e6>. 

ey_      -/TBr    -/iBi     /T8r  By 

I  X  ist.     Daraus  folgt  ^ 


//"'.,,c/.- 


81  + C.  (e) 


welche  Gleichnng  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  G-Ieichnng  ist. 

m.  Wir  haben  unter  I.  die  Gleichong  erster  Ordnung  (a)  zu  integriren 
gelehrt.     Hat  man  nun  die  allgemeinere  Gleichung 

^+Xy'+X.r+X,  =  0,  (0 

wo  X,  X,,  Xj  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  und  man  kennt  bereits  eine 
Funktion  y,  von  x,  welche  der  (f)  genügt,  so  läSBt  sich  das  allgemeine  In- 
tegral (mit  der  willkürlichen  Konstanten,  die  wir  in  y,  nicht  als  vorhanden 
ansehen)  leicht  finden.     Man  setze  nämlich 

so  wird  die  (f),  da  ^+Xy,  *+X,  y,  +X,  =0: 
^+(2y.X  +  S>+Xn'  =  0. 
welche  Gleichung  nach  $.  6ti ,  II  gibt : 


also  ist,  wenn/(2y,  X+X,)9i:=5p; 

y  =  7.-l- 


C+/xe~"**6x 
So  z.  B.  genafft  der  Gleichung 


»Gooi^lc 


Bedingung  der  InugrabilUM. 
offenbitr  y:=i,  so  dass  ihr  Integral  i»t{tp:=  1 1 1-1  l8x  = 


§.85. 
Eb  wftre  möglich,  dass  die  Gleichung  □'"Ordnnng 

••^.j.'^.p. 5^)-o        <•) 

»■    9i  ,j.^ 

einfach  durch  Differentiation  aus  der  Gleichung 

entatKoden  ist,  SO  dase  f  I  x.y,.,.,  —|  nichts  Äoderes  ist,  als  der  (voll- 
^  8»-' 

stfindise)  Dtfferentialqaotient  von  Fl  x, . . . ,  — —  I ,    d.  h.  dass  man  hat 

(§.  7) 

und  omgekehrt 

<-.. '^hf'i'.' ^)»-     <■> 

Soll  die  Gleichung  (c)  möglich  seyn,  so  ist  dies  so  zu  verstehen,  dass 
y  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x  seyn  kann,  d.h.  also,  dass  was  immer 
auch  y  sey,  di^  Grösse  zweiter  Seite  sich  geradezu  bestimmen  lasse.  So 
w'äre  etwa 

was  immer  auch  y  seyn  mag.   Man  siebt,  dass  wenn  zur  Äbkflrzung  r^^y,, 

g— j^y,, ....  — ;  =  y,  gesetzt  wird,  Alles  darauf  ankommt,  dass 

yi('.?.y. T,)8i  W  • 

bestimmt  werden  könne ,  unabhängig  von  jeder  Bediebung  zwischen  x  und  y, 
d.  h.  was  immer  auch  y  für  eine  Funktion  von  x  seyn  möge.  Gesetzt  nnn, 
diese  Bestimmung  sey  möglich  nnd  es  sey 

Ji(^.  r.y. r^)ei=ru,  y.  j.. . .  -.r,.^».         (*) 

so  ist,  wenn  n  nnd  v  beliebige  Funktionen  von  x  bedeuten,  y  aber  von  x  nn- 

Coo'^lc 
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abhängig  ist,  dabei  n,, ...,  ii__,  v,,...,  v__  die  DifferentialquotJenteD  von  o 
und  V  bezeichaeo ,  eben  bo 

f{i,u-|-»T,D.+ffv, o_+»,v_^)8i=F(i^n+,T,a.  +  ,v...,u^_^+,T___),(*->    ' 

eben  weil  die  Gleichung  (e)  gilt  fUr  aVIe  m&glichen  Funktionen  y  von  x. 
Nun  ist  aber  (§.  7) 

Off  "         ■''yoyi  Byn 

wenn  man  zur  Abkttrzung  n+^v^y, ,  Ua"l~?\^yn  s^^^t,  A.  h. 

man  hat 

und  hieraus  (§.  49) : 

'<-  "+■■  "■+'. ■.+■.'-'<-  •■-■■■■  ■.'=y['r;+'.  ^ + 

wobei  bloss  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Grösse  ^0-+ ~^^'aü —  ^''*°  V" 

0  bis  9)^1  endlich  bleibe,  was  man  immer  erreichen  vird,  wenn  man  die 
beliebige  Funktion  n  gehörig  wählt.  Wir  wollen  uns  nämlich  denken,  in  der 
Gleichung  (f)  sey  a  eine  bestimmte  Funktion  von  x  (etwa  0,  wenn  dies  an- 
geht, oder  X,  d.  s.  w.),  während  v  gan;  willkürlich  bleibe.    Ednnen  wir  dann 

yf(«.n+T.a,  +  t. \+\i'>' 

bestimmen  fßr  ein  beliebiges  v,  so  werden  wir  auch  die  Grüsse  (d)  bestimmt 
haben,  indem  wir  bloss  v  =  y — u,  d.h.  y  für  u+v  setzen.  Dabei  bemerken 
wir,  dass  etwa  /f(x,  n,  n,, <ia)92  immer  als  bestimmbar  angesehen  wer- 
den muss,  da  ja  n  eine  bekannte  Funktion  von  x  ist,  also  die  GrSsse  f(xi  n, 
. . . .,  u^)  nnr  x  enthält,  und  man  mithin  eine  blosse  Integration  zu  vollzie- 
hen hat.     Ans  der  Gleichung  (f )  folgt  aber : 

/'<-  ■+•■  ■  ■  ■•  ■.+%)—/'<-." ..,..=/../[/5-;+'.  ^+ ■ 

ferner  ist  (§.  36); 
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BsdiDfmiB  d«T  iDtegnbltitSt.  ,S77 

Setzt  man  diese  Werthc  in  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  raan 
yif^.n+T,  D.+., ti_+T^)8.=yf(x.a,o. u_)8i+ 

VK-ÄG^)+ ^^CP" 

(r) 

Da,  trie  schon  bemerkt,   /f(x,u,Ui,  ..,,  uJ8x  als  bestimmbar  anzo- 

»ehen  ist;  ferner  in  if- ■-.-+    ■— ;  (  e"~)l^9''  '"'  '''^/s — ^*  ^'^ 

Integration  nar  nach  «{p  geschieht,  n  und  v  aUe  konstant  sind  und  diese  In- 
tegrale mithin  s&mmtlich  als  bestimmbar  betrachtet  werden  müssen,  so  folgt 
hieraus,  dass  /f(x,  n^-v,  ...,  u.-|-v,)3x  bestimmt  werden  kann ffir ganz 
beliebige  v,  wenn 

/-yiib'-.-.G^)+ ■  ^^(P'=/- 

in  derselben  Lage  ist,  wo/fg ■  ■+ ~;  rB~ll*^y=^-  ^l'^'n  bei  ganz 

willkQclichem  v  ist  diese  Integration  nicht  durchrebrbar,  wie  sich  leicht  nach- 
weisen Usst.  Wäre  n&mlich  diese  Integration  au8?Qhrbar,  was  auch  immer 
V  seyn  möge ,  so  setze  man  einmal 

wo  m  und  r  ganze  positive  Zahlen  sind,  die  beide  grösser  als  n  seyen ,  und 
wo  z  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x  ist,  die  endHch  sey  von  x  =  a  bis 
x  =  b.  Alsdann  werden  v,  v,,  v,, .  .  .  t  Null  seyn  ftlr  x  =  a  und  z^b 
(§.  10)  und  mithin 

/[<''y-  r> r,)ex=y  f(i,n,n ',  B_)6«+y(l-»)"(i-i)'«ve.. 
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wenn  mau  ti-[-v  =  y  setzt.  Da  nacli  unserer  dermaligen  Annahme/f(x,y.  • 
.  . .,  y^)dx  integrabei  ist,  d.h.  es  eine  Funktion  F(i,y,  y,,.  .  .,  y^_,)  gibt, 
die  jener  Grösse  gleich  ist,  bo  hängt  die  erste  Seite  von  dem  Werthe  von 
z  gar  nicht  ab.  Denc  dann  sind  ja  die  Werthe  von  y,  y,,  .  .  .,  y^_^  an  den 
Gränzen  x  =  a  und  x:=b  denen  von  u,  u,,  .  .  ..  »^_^  an  denselben  Grämen 
gleich,  d.li.  man  hat 

/f{x.7.y. y^)ei= /fV",". t._^)6x, 

so  dass  für  ganz  beliebige  z  seyn  muse 

y{x-a)"(i-b)'.vex  =  0.  (g) 

KUnnen  wir  also  nachweisen,  dass  diese  Gleichung  mimdglich  ist,  so 
haben  wir  damit  auch  bewiesen,  dass  /Vvdx  nicht  im  Allgemeinen  bestimm- 
bar gey.  Dazu  genügt  es  aber,  etwa  m  und  r  als  gerade  Zahlen  sich  zn 
denken,  und  wenn  V  von  x  =  a  bis  x=;b  dasselbe  Zeichen  hat,  unter  z  sich 
eine  Funktion  zu  denken,  die  in  derselben  Lage  ist;  wenn  Y  sein  Zeichen 
ändern  sollte,  z  gnnz  eben  so  sich  zn  denken,  so  dasa  zV  immer  positiv 
bleibt.  In  diesem  Falle  wird  das  bestimmte  Integral  sicher  nicht  Null  seyn 
(§.  49).  Uebrigens  wird  man  leicht  sehen ,  dass  m  und  r  ininier  so  gewählt 
werden  können,  dass  die  Gleichung  (g)  nicht  befriedigt  ist,  es  mag  nun  z  V 
zwischen  x^a  und  x^b  sein  Zeichen  wechseln  oder  nicht.  Demnach  ist 
auch  /Vvdx  bei  ganz  willkUrUchem  v  nicht  integrirbar,  nnd  also  auch  nicht 

f(x,y,  .  .  .,  y^)9x  bestimmbar,    es  musste  denn  seyn,  dass  V^O 
äre.     Dazu  gehört  aber  wieder,  dass  identisch,  d.  h.  was  auch  y  sey,  ist: 

welche  Gleichung  also  nothwendig  ist,  damit  /f(x,y,  .  .  ,.  y,)3x  für  je- 
des y  bestimmbar  sey,  mid  die  auch,  wie  die  vorstehende  Entwicklung  (f ) 
zeigt,  genügt,  damit  wirklich  diese  Bestimmung  durchgeführt  werden  kMin, 

Die  Gleichung  (h)  pflegt  die  Bedingungsgleichung  der  Integra^ 
bilität  genannt  zu  werden.  Ist  sie  erfüllt,  unabhängig  von  jeder  Bezie- 
hung zwischen  x  und  y,  so  ist  f(x, y,  .  .  .,  y^)  der  Differentialquotient  einer 
Funktion  von  x, y,  ..,,  J^_^',  ist  sie  nicht  erfüllt,  so  ist  dies  nicht  der  Fall. 

Für  die  Gleichung  (§.  69)  P+Q  |^=0  oder  P+Qy,  =0  ist  1^=^ 
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seyn,  damit  jene  Gleichang  geradezo  der  Differentialqaotient  einer  Funktion 
von  X  und  y  sey. 

!■)  3y^-t-2i^-*-2y-I2i=0.d.h.3yy,4-a«r, +27-121  =  0. 

yt(i,a,»,)ej=/(-12i)>,»_ei'i  j  =  .t: 

^.  /(3..,+2ii. +2T-12,)8.--ei'+i(^?^+2.y 

,  d.b.  »oi.aii»iiv=j««zl:y  [3,?|+»,?^+2,-12,j8.  =  ij'+2„-e.-. 
d.  b.  die  Intepalglnobung  der  TorgeJegten  üt 

|T'+2>j-e.',=  c. 

2.)  (S.-!")  |^,+  (6-4,)  IJ-2J-0,  (3l-.'|,.+(e-4.)l,-27  =  0. 

"    »  "  B  1,  "  1.  ,t  '  r'n    A  •■  r"'»-  «. 
«7="''' »rr    *^ st;-'"-'  '  >i  Is^J'"  '  »p l»^ J-'  ■ 

und  man  kann  hier  wieder  u^O  setzen,  eo  dass 

/f(»,o,n,.n,)ei=/oei  =  Oi 

so  daaa  also  die  (erste)  Inlegralgleidiuiig  bt 

{3-2i)r-|-(Sx->')g  =  C. 
welche  Oleichnng  nun  zu  §.  66,  1  gehOrt. 

«     ■»8~:8^^'^'t^-<rO'+7-?r:+»=»'  .«..T.-2,y, 

-2j.-+y-pT.+2  =  0. 

8f     8  r8f-4  ,   8"  /-8f-v    „     8r      8  r6t\       o         '        .       .^ 

/,(...,.eJ8.-/a+2,8„,.,/K_i  (^)]8.  . 

=/(— ■'-iH^^)"""+.lIT?-T-  /i^" 
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/tio,.,-: 


2(1  +  »v)J8*  =  6t.— 2-r. 
alio  waDD  I  +  vr=j,   T=y —  1 ,  bo  iat  das  totegral : 

und  wenn  diea  ^C  gesetzt  wird,  so  hat  man  eine  erste  Integralgleicfaung  der  Tor- 
gelegten  Gleichung. 

§.86. 

Eine  vot^elegte  Differeotialgleicbmig  beliebiger  Ordnung  kann  zwar 
ganz  vohl  durch  Differentiation  einer  Gleichung  der  nächst  niederem  Ord- 
nnag entstanden  seyn,  man  bat  aber  einen  gern  ein  echatllicfaen  Faktor  ans-  < 
geworfen ,  so  dass  die  vorgelegte  Gleichung  nicht  geradezu  ein  Differenttal- 
quotient  ist ,  es  aber  werden  wfirde,  wenn  man  im  Stande  wäre ,  jenen  Fak- 
tor  wieder  herzustellen.  Wie  in  §.  6d  wird  man  nun,  bei  der  Unmöglichkeit, 
denselben  geradezu  zu  bestimmen,  gewisse  besondere  Gleichungen  unter- 
suchen und  nachsehen,  ob  Faktoren  von  bestimmter  Form  dieselben  auf  die- 
jenige Form  bringen,  die  den  Bedingungen  des  §.  86  entspricht.  Wir  wollen 
dazn  nnr  Gleichungen  der  zweiten  Ordnung  wählen. 

I.)  Zu  untersuchen ,  ob  die  Gleichung 

durch  einen  Faktor  von  der  Form  e"  integrabel  werden  kann ,  wo  a  eine 
Konstante  ist.  Da  alsdann  ß"  (_rn  +  Xö{+X'  yj  ein  vollständiger  Dif- 
ferentialquotient seyn  soll,  so  ist  (§.85): 

alsomuM  b"[x'-»X-  ^+»'J=0,  I'-«X-^+»'  =  0 

seyn.  Ist  diese  Beziehung  erfüllt,  so  wird  (a)  durch  den  Faktor  e"  inte- 
grabel. Für  X  und  X'  konstant,  bestimmt  diese  Gleichung  die  Werthe  von 
a  (§.  75).  Ist  aber  die  gegebene  Bedingung  erfüllt,  so  tässt  sich  leicht  das 
Integral  von  (a)  finden.     Denn  es  ist  dann  (§.  86)  : 


,y;i"«-.,.^e/> 


S-ci)r+' 


,"*! 


d.  h.  die  iDtegratgleichnng  ist 

welche  letztere  Gleichung  zu  §.  66,  I  gehört. 

II.)  Zu  untersucben,  ob  die  Gleichung  (a)  durch  einen  Faktor  der  Form 

e"  "*""    integrabel  werden  kann.     Also  ist  jetzt 

Ignzcdi/GoO'^IC 


einen  g«gebanen  Faktor  ints^bel  wu4«d.  ,^g] 

woraus  als  BedingaDgsgleichDDg  folgt 
X'-(ni;,/''+i.,i'"**)X-^+ü.p(^-l)i''~'+ny(y-l)i''"V(iipx''"' 

Ist  diese  BedinguDg  erfSllt,  so  ist  dann  da^ Integral: 

,/x."''+-'.,-,y(i,„^'+.r.'-).-'+-'..+  H/X+"'a.  =  c, 
d.b.'  ."''+-'[,x-(.„^-'+.,.»-V+5-Q  =  <!. 

Fflr/*=1,  j=2  wäre 
nnd  «1*0  etwa  Rlr  X=2ax,  du  Integral  Ten 

ni.)  Mau  soll  antersocben,  ob  die  Gleichung  (a)  durch  einen  Paktor 

von  der  Form  z''e'"'    integrabei  gemacht  verden  kann. 

Hier  ist  nnn  r-  =  X'x"e''*  ,  r-  =Xx"'e''*  ,i— =\"e'"'  ,   woraus 
By  '  ey,  '  8y, 

als  Bedingungsgleichuag : 
während  die  Integraigleicbnng  ist 

IV.  Man  soll  die  Bedinguageo  angeben,  unter  denen  dieselbe  Gleichuug 
(a)  durch  den  Faktor  ^  —  -^S'j  integrabel  wird,  veno  $,  C  Funktionen  von 
X  sind. 

Da  jetzt 

(y,+Xy.+X'y)i(tT.+t'T) 
siu  vollständiger  DifferentialquoUent  seyn  soll,  so  ist 

|^'  =  X'ffy.+|'y>+t'(y.+Xy,-(-X'y)  =  l'y.  +  (X't+X|')y.+2XTr. 

^  =  X(ty.  +  i'y)+|(y.+Xy,+X'y)^ly.+2X(y,  +  (Xf'+X-0y. 

8f      (     _i_h 

,--iy.+l-y.^ 

>o  dM>  .1»  weg.«  U-  i  (e^)+^.  (^)  =  0  .ejn  nHB ; 
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Beiondare  AuflöiDDgen  dw  Differanti&lgleielHiiigeti. 
Damit  diese  Gleichung  für  alle  y  erfBllt  eey,  muss 


seyn,  woraos  von  selbst  folgt,  dass  der  Faktor  von  ^  Null  ist.  Man  sieht 
hieraus,  dass  wenn  man  $,  ^  als  bekannt  ansieht,  man  X  aus  der  erst«n 
Gleichung  erhält,  während  dann  X'  nach  §.  66,  I  aus  der  zweiten  erhalten 
wii-d.  • 

Wir  wollen  einmal  §=:  I ,  f'^b  umehmen,  so  hat  man 

2X  =  2b,X  =  b;  2bX'  — ^^'"^^'^^0,X'=Ce"", 
also'wird  die  Gleicbunj^ 


Diese  Beispiele  uiügen  geniigen,  um  zu  zeigen,  iu  welcher  Weise  hier 
a  verfahren  ist. 


Vierzehnter  Abschnitt 

Voll  den  besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichtingen. 

§.  87. 

Schon  in  §.  70,  V  haben  wir  gesehen,  dass  es  zuweilen  Auflösungen  von 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  geben  kann,  die  keine  willkür- 
liche Konstante  enthalten,  aber  auch  nicht  aus  der  allgemeinen  In- 
tegralgleichung hervorgehen,  indem  man  bloss  der  willkür- 
lichen Konstanten  einen  bestimmten  Werth  beilegt.  So  würde  in 
dem  dortigen  Beispiele  14  sicher  nicht  die  Gleichnng  x'+y'^a'  ans  y^ 
Cx-{-aVl+C'  zu  erliaiten  seyn,  man  möchte  der  Konstanten  C  irgend 
welche  Werthe  beilegen.  Solche  Auflösungen  beissen  wir  besondere  Auf- 
lösungen, im  Gegensatz  zn  dem  Integral  oder  der  Integralgleichung, 

Gesetzt  also,  die  Gleichung  erster  Ordnung 

habe  zur  allgemeinen  Integralgleichung 

F(i.y,c)  =  0.  (b) 

wo  c  die  willkürliche  Konstante  vorstellt,  so  wird  jede  besondere  Form,  <lie 
aus  (b)  dadurch  folgt,  d.iss  man  der  c  einen  bestimmten,  natürlich  von  x 
unabhängigen  Werth  beilegt,  ein  besonderes  Integral  von  (a)  darstellen. 
Wird  dagegen  die  Gleichung  (a)  auch  noch  befriedigt  durch  die  Gleichung 

in  der  eine  Konstante,  die  in  (a)  nicht  ist,  nicht  vorkommt,  und  es  ist  nicht 

Goo'^lc 


^ 
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möglicb,  die  Gleichung  (c)  aus  (b)  zu  erhalten,  indem  man  der  dortigen 
Grösse  c  einen  bestimmten  Werth  beilegt,  so  itird  (c)  eine  besondere  Auf- 
lösung der  Gleichung  (a)  seyu. 

Um  une  die  Möglichkeit  einer  solchen  besonderen  Auflösung  klar  zu 
machen,  wollen  wir  wieder  zu  dei-  bereits  in  §.  65  angewandten  Betrachtung 
zurückkehren.  "Wir  haben  dort  gesehen,  dass  man  mittelst  der  Gleiehung(a) 
immer  eine  Reihe  von  Kurven  konstruiren  konoe,  deren  allgemeine  Glei- 
chung die~(b)  ist,  während  jede  einzelne  dieser  Kurven  dadurch  erhalten 
wird,  dass  die  Kousttinte  c  einen  bestimmten  Werth  anm'mmt.  Denken  wir 
uns  nun  die  (unendiiche)  Menge  dieser  Kurven,  die  wir  als  unmittelbar 
auf  einander  folgend  denken  wollen,  d.  h.  so,  dass  In  je  zwei  auf  einander  fol- 
genden die  ^'erthe  der  Konstanten  c  nur  unendlich  wenig  verschieden  sind, 
so  hat  jede  einzelne  dieser  Kurven  die  Eigenschaft,  dass  der  aus  ihr  folgende 
Werth'von  -^  derselbe  ist,  wie  er  aus  der  Gleichung  (a)  folgt,  wenn  man  fiir 
X  und  y  die  dem  betreffenden  Kurvenpunkte  zugehörigen  Werthe  wählt. 
Gehen  wir  etwas  genauer  auf  die  Sache  ein ,  so  werdeu  wir  uns  auch  so  aus- 
sprechen können.  Gesetzt  FG  sey  eine  der  betref-  ^9-  52- 
fenden  Kurven,  M  ein  Funkt  derselben,  dessen  Ko- 
ordinaten X  und  7  sind,  N  ein  zweiter  Punkt,  dessen 
Koordinaten  x-f-<:^x,  y-|-^y  seyen,  wo  ^x  =  DE, 
<yy  =  QN  ist,  so  wird  dei  Werth  Gr.  fj— 1.  "ie  er 
aus  der  Kurve  folgt,  nichts  Anderes  seyn,  als  das—, 
das  aus  (a)  folgt,  wenn  man  in  (a)  für  x  und  y  die  Koordinaten  des  Punktet 
M  setzt.  Was  wir  so  eben  von  einer  Kurve  gesagt  haben,  gilt  von  allen 
andern.  Denken  wir  qd8  nun  weiter,  diese  Reihe  von  Kurven  sey  so  be- 
schaffen, dass  je  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  sich  schneiden  {in 
einem  oder  mehreren  Punkten),  und  man  ziehe  durch  diese  Durchschnitts- 
punkte, je  zweier  auf  einander  folgender  Kurven  selbst  wieder  eine  stetige 
Kurve,  so  wird  diese  ebenfalls  Werthe  von  ^  liefern,  wie  sie  aus  der  Glei- 
chung (a)  folgen.  Denn  auf  dur  oben  betrachteten  besonderen  Kurve  FG 
liegen  zwei  einander  unendlich  nahe  solcher  Durchschnittspunkte,  der  eine 
(M)  als  Durchschnittspunkt  der  Kurve  FG  mit  der  vorangehenden,  der  an- 
dere (N,  wenn  MN  unendlich  klein)  als  solcher  Durchschnittspunkt  mit  der 
nächst  folgenden  Kun-e.  Da  die  neue  Kurve  nun  durch  alle  diese  Durch- 
schnitts punkte  geht,  so  hat  sie  mit  der  Kurve  FG  zwei  einander  unendlich 
nahe  Punkte  (M  und  N)  gemeinschaftlich,  und  folglich  wird  der  Werth  von 
*^'"  C^O'  "'^  "  ^''  ***"  ^"'**'  **  ^"^  ^^^  ^vxs^  FG  folgt,  nothweodig 
derselbe  seyn,  wie  der  Werth  derselben  Grösse  für  denselben  Punkt  aus  der 
neuen  Kurve.  Da  mm  der  eine  der  (a)  genügt,  so  genilgt  also  auch  der  andere 
derselben  Gleichung.     Uieraus  folgt  aber  ganz  offenbar,  dass  die  Gleichung 
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der  neuen  Kurve  ebenfalls  der  (a)  geoügt,  und  eine  it-iltkUrliche  KoDstante 
sicher  nicht  mehr  enthält,  da  diese  Kurve  eben  nur  eine  einzige  ist  Es 
folgt  aber  hieraus  noch  weiter,  dass  ausser  den  anfänglicfaen  Kurven,  deren 
Gleichung  (b)  ist,  nur  noch  die  nene  Kurve  aus  (a)  folgt,  also  weitere  Auf- 
lüBungen  nicht  mehr  ezistiron  können.  Die  neue  Kurve  pflegt  nun  die  ein- 
liüUende  Kurve  der  andern  genannt  zu  werden,  und  da  sie  mit  jeder  der 
letzteren  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  gemeinschaftlich 
hat,  so  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  sie  mit  derselben  jeweils  eine  gemein- 
schaftKche  berührende  Gerade  bat,  oder  alle  jene  Knrven  berBhrt.  Ist  nun 
diese  einhüllende  Kurve  nicht  e«lbst  eine  der  früheren,  so  ist 
ihre  Gleichung  die  gesachte  besondere  Anflösung. 

Soll  man  also  die  besondere  Auflösung  der  Glelchnng  (a),  deren  allge- 
meines Integral  (b)  ist ,  aufsnchen ,  so  ist  die  Aufgabe  daraaf  zurückgeffihrt, 
<Ue  einhüllende  Kurve  der  dnrch  (b)  ausgedrückten  Kurven  zu  suchen.  Seyen 
nun  c,  e-\-Jc  zwei  auf  einander  folgende  Werthe  der  Konstanten  c,  so  wer- 
den die  Gleichongen 

F(i,T,c)  =  0.  F(i,y.c  +  J<:)  =  0  (d) 

auch  zwei  auf  einander  folgenden  Kurven  zugehören ,  und  die  Koordinaten 
ihres  Dnrchschnittspanktes  werden  erhalten  werden ,  wenn  man  z  und  y  aus 
diesen  beiden  Gleichungen  bestimmt.  Aus  den  zwei  Gleichungen  (d)  folgt 
aber  auch 

,(..,.  .)=o.''"-'-'+^j',-'' »•'■•' =0. 

welche  zwei  Gleichungen  eben  so  gnt  zur  Bestimmung  von  x  und  y  verwen- 
det werden  kflnnen ,  da  sie  die  (d)  vollständig  ersetzen.  Die  letzte  dieser 
Gleichdngen  gibt  aber,  wenn  man  ^c  unendlich  abnehmeir  iässt,  was  man 
muss,  wenn  die  zwei  Kurven  unmittelbar  aufeinander  folgende  seyn  sollen: 
— fr  y-  °J  —  0  ^  gemäss  den  Fnndamental-Erklämngen  in  §.  3,  so  dass  also 
die  zwei  Gleichungen  (d)  zn  ersetzen  sind  durch 

rl^,.c)=o.'-l!fJ^'>=o.        (do 

aus  denen  die  Koordinaten  des  Durchschnittspunktes  zweier  unmittelbar  auf 
einander  folgender  Kurven  folgen  müssen.  Ist  es  nicht  mfiglich,  dieselben 
hieraus  zu  bestimmen ,  so  besteht  eben  ein  solcher  Durchschnittspunkt  gar 
nicht.  Letzteres  wird  dann  immer  der  Fall  seyn,  wenu  x  und  y  in  der  zwei- 
ton  Gleichung  (d')  nicht  vorkommen,  in  welchem  Falle  dieselbe  für  c  einen 
bestimmten  Werth  liefert. 

Bildet  miui  nun  ans  den  Gleichungen  (d')  eine  neue  Gleichung 

„,{i.y)=0,  W 

indem  man  c  zwischen  beiden  eliminirt,  so  wird  diese  Gleichung  nothwendig 
die  der  einhüllenden  Kurve,  also  die  besondere  Auflösung  von  (a)  seyn. 
Denn  die  Koordinaten  des  Durchsohnittspnnktes  der  Kurven  (d')  genttgen 
der  (e),  und  da  in  letzterer  c  nicht  vorkommt,  so  wird  dies  der  Fall  sflTn, 
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ms  auch  immer  c  seyn  nag,  d.  h.  fQr  alle  mOglicheD  DurcbschnitUpQnkte, 
so  dass  eben  die  (e)  die  gesuchte  Gleicbang  ist. 

'Wir  haben  so  eben  die  Theorie  der  besonderen  An/IBsungen  aas  geome- 
trischen Betrachtungen  abgeleitet,  die  immer  den  Vortheil  grösserer  An- 
schaatichkeit,  dagegen  auch  den  Nachtheil  geringerer  Allgemeinlieit  haben. 
Es  ist  jedoch  ziemlich  leicht,  auf  analytischem  Wege  zu  denselben  Resultaten 
zu  gelangen. 

Ist  (b)  die  allgemeine  Integralgleichung  von  (a),  so  muss  aus  den 
Gleichungen 

wenn  man  zwischen  ihnen  c  eliminirt.  derselbe  Werth  von  ^  folgen,  wie  ihn 
die  (a)  liefert.  Denken  wir  uns  nun  aber  einmal,  c  sey  nicht  mehr  konstant) 
sondern  eine  Funktion  von  x  und  y ,  so  wird  die  Gleichung  (b)  durch  Diffe- 
rentiation geben 

6F     8F8t  ,  BFree     dcSy-W 

8i+e7  8i+nlrx+ryrJ=°'      * 

soll  nun  durch  Elimination  von  c  aus  (b)  and  (g)  eine  Gleichung  entstehen, 
die  denselben  Werth  von  ^  wie  (a),  d.  h.  wie  die  aus  den  (f)  entstehende 
Gleichung  geben  soll,  so  müssen  die  (b)  und  (g)  der  Form  nach  mit  den  (f) 
zusammenstünmen.  Dies  ist  aber  der  Fall ,  wenn  c  eine  Funktion  von  x  und 
y  ist,  bestimmt  durch  die  Gleichung 

Gibt  diese  Gleichung  wirklich  c  als  Funktion  von  x  und  y,  d.  h.  enthält  sie 
ausser  c  wenigstens  noch  eine  dieser  Veränderliches,  so  wird  diese  Funktion, 
in  (b)  nir  c  gesetzt,  eine  Gleichung  liefern,  die  als  Auriösung  von  (a)  wird 
angesehen  werden  mßssen.  Denn  dann  gibt  (b)  zwei  Gleichungen,  die  ge- 
nau die  Form  (f)  haben  und  aus  denen  durch  Elimination  von  c  dasselbe 
folgt,  wie  oben.  Man  sieht,  dass  dies  ganz  dasselbe  i^t,  was  wir  oben  auf 
geometrischem  Wege  aufgefunden  haben;  namentlich  ist  (g')  die  zweite 
Gleichung  (d').  Allein  der  analytische  Weg  geht  einen  Schritt  weiter.  Gie- 
setzt  nämlich,  es  sey  0-  =  ^,  wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  und  y  sind,  so 
werden  die  Gleichungen  (f)  seyn : 

F(..,..)-0,Q?|  +  P?^_„ 
und  die  (g) : 

und  diese  Systeme  werden  auch  zusammenstimmen,  wenn  Q  =  0.  BesÜmmt 
man  also  c  als  Funktion  von  x  aus  der  Gleichung  Q=0,  so  kann  die 
durch  Elimination  von  c  aus  dieser  Gleichung  und  (b)  hervor- 
gehende G/eichnng  auch  eine  besondere  AuflKsang  von  (a)  seyn, 

Dliit«',  Diainmui-a.  IaMfm-I>*<:k»*r  2G      C~    ^        ^I   > 
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£s  iat  aber  wohl  mflglich,  dasa  dem  nicht  so  ist,  da  die  Annahme  Q=^0  ge^ 
gen  die  vorhergehende  Multiplikation  mit  Q  streiten  künnte,  so  data  man  im 
spectellen  Falle  sich  versichern  mass,  ob  die  gefundene  Gleichung  überhaupt 
eine  LOsung  von  (a)  ist,  oder  nicht. 

.    Da  anch  8^  =  x~>  **  K^n^S*  natürlich  (b)  auch  der  Gleichung 


'(■•'•D- 


M 


und  eine  besondere  AuflüsuDg  der  (a')  ist  auch  eine  von  (a).     Statt  der 
zweiten  Gleichung  (f)  wird  man  jetzt  schreiben 

und  statt  (g) : 

8i  8y'*"8T~'"eo  Ui  dy'^6jj 
woraus  dann  folgt,  dass  wenn  r-  =  —,  die  Gleichung  Q'  =  0,  benutzt,  um 
c  zwischen  ihr  und  (b)  zu  eliminiren ,  zu  einer  besonderen  Auflösung  vou  (a) 
fahren  kann. 

Wir  bemerken  hiezu  nur  noch ,  dass  es  immer  leicht  ist  zn  entscheiden, 
ob  das  gflfondene  Resultat  eine  besondere  Auflösung,  oder  ein  besonderefl 
Integral  ist.  WKre  es  letzteres ,  so  mfisste  die  Elimination  von  ?  oder  x 
zwischen  (b)  und  (c)  nothwendig  ffir  c  einen  konstaeten  Werth  liefern ;  ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  ist  die  Gleichung  (c)  eine  besondere  ^fl9sung. 

Als  Beispiele  mögen  die  folgenden  dienen. 

1.)  Die  Gleiahnng 

bat  lom  allgemeinen  Integral  * 

yzztx+,^{e)  (8-70,  V). 
Daraus  folgi,  wenn  man  nach  c  differenzirt ; 

nnd  wenn  man  c  Ewiichen  dieier  Gleichung  uod  j:=ox-j-i^(c)  eliminirt ,  m  eriiMt 
man  eine  AuflOmog  der  Qlfliofanng.  Diese  Auflösung  ist  aotbwendig  eine  betoadere, 
denn  «e  gibt  i;j'(c)  =  — x,  also  auch  7= — oi(j'(c)+ifi(o),  wonuu  ucber  nicht  c 
gleich  eioer  KoDstanten  fblgt. 
2.)  Die  Gleichung 


<rD'- 


hat  £um  allgemeinen  Integral 

Daraus ,  indem  maa  nach  e  diSbreniirt : 


.  Goc^lc 
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Anflowngen  der  TorgelagtaB  Gleichung,  die  ihr  iriiUicli  genOgen.  Sic  »ind  auoti  in 
dem  allgemeinen  Integral  nicht  enthalten.  Die  GrOuen  g— •  g—  sind  1  und  -^  -\- 
g-,  Ton  denen  nnr  die  letztere  fVr  c^O  unendlich  werden  konnte,  wu  aber  nicht 
'laUaiig  ist. 

3.)  Der  Gleichung 

genagt($.70,  Nr.  18): 

.'+y'-2ci-2yf(c)  =  0. 
so  dui  die  Elimination  von  o  zwischen  dieser  Gleichung  und 

i  +  yf(c)-0 
ebenfklts  eine  besondere  Auflösung  gibt. 
4.)  Dm  die  Gleichung 

„||-,-+..o.  ,ii-l.,-+±.=o 

zu  integriren,  hat  man  in  §.68,  II:  m:=2,  X= — 'T"*  ^i=T>  "l*^  "*  ^'*>  *"" 
legnügleichung: 

DiffnreDrirt  man  hier  nach  c,  so  fKUt  o  gans  weg  und  es  ist  also  eine  Elimination  ' 

er  BF 

nicht  möglich.     Dagegen  ist    g^^  —  2ax,   t~^27,  und  ftUe  diese  können  nicht 

-=00    gesetzt  werden.     Denigemäss  hat  die  Gleichung  keine  besondere  Auflösung. 
5.)  Für  die  Gleichung 

ludet  man  nach  §.  71 , 1  als  atlgemeines  Integral 

y  =  ci+^.  •     , 

Also  ist  o  zu  eliminiren  zwischen  dieser  Gleiohnug  und  x r^O,  o^±  ^x,  w 

dasB  der  gegebenen  Gleichung  als  besondere  Auflösungen  genOgeti:  y^2x^x 
and  7  =  —  2x^1,  die  beide  im  allgemeinen  Integral  nicht  enthalten  sind. 
6.)  Der  Gleichung 

j.D0gt(S.71,Nr.2): 

Also  erhält  mau  sine  Auflösung  durch  Elimination  Ton  c  aus  dieser  Gleichung  und 

^+r?-.+cr^=o-  (b-c)H^bx'=o, 

b— e  =  ±iV— ab.c  =  b:p«V— ab, 

sodass  y'  =  b— »i'+2iV-ab  =  {Vb+«V— •■)^_7  =  Vb±'<V— ». 

oderjr=— Vb±«V— • 
ebenfUb  als  besondere  Aufiftsnngen  der  Gleichung  genflgen. 

»•Google 


Baiipiele  bewnderet  AnftO(aDg«i>. 
T.)  Der  Gleichung 


^-*B-^=y 


wollt«  man  hier  naeb  0  diffeTeniiren ,   bo  erhielte  nuui  c  nicht;     ä~  ■***•   ':     'ä~   ^' 
.,,     ,   welche  letztere  GrSsRe  nnendlioh  itt  fUr  x  =  *.     Allein  dies  iit  keine 

V»—» 

AnflOning  der  gegebenen  Gleichung. 
8.)  Der  Gleichung 

genagt  (§.  SS,  Nr.  2): 

7' 

Da  hier  g—  ^  —  1 ,  eo  kann  man  dies  nicbt  =  0  »etzen.     Dagegen  ist  r—  = 

2y[V^'  +  r'--]  V''+7'_^  „„j  di^ge  e,ö«e  Ist  =00  .  wenn  V^HV  =  ». 

j*=:0,7=0,  weloher  Wertb  wirklich  der  Gleichung  genügt,  aber  auch  aus  dem 
»UgemeinOD  Integral  folgt,  wenn  c:=0. 
9.)  Der  Gleichung 

genügt  y  =  C+Vi'+y'-a'. 

Darani  folgt 


waa  =00  ist  für  x'+y* — a'^O.     Die«  genBgt  der  vorgelegten  Gleichung  und 
iit  eine  besondere  AuflOaung. 
10.)  Die  Gleichung 

faat  als  integralgleiohung  (§.  71 ,  I) : 

y=c'-t-2c'i+e-*- 
Also  hat  man  c  zu  eliminiren  zwischen  dieser  Oleichnog  und 

$c'+4ei+i'  =  0. 
aas  welch  letzterer  folgt 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  von  y,  so  ergibt  lioh 

r  =  — ^i'odery  =  0, 
wOTon  der  erste  Werth  eine  besondere  Auflösung  ist. 


Wir  habeo  im  VorfitefaeDden  immer  voransgesetzt,  man  keimr  das  all- 
geiueine  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichnng  und  haben  daraus  die 
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'  besondere  Aaflüsung,  wean  eine  solche  vorhanden  war,  abjjeleitet.  Allein 
in  gar  manchen  Fallen  ist  man  nicht  im  Stande,  das  allgemeine  Integral  auf- 
znfinden  und  soll  trotzdem  die  besondere  Auflösung ,  die  etwa  vorhanden  ist, 
ermitteln.  Dm  dies  bewerkstelligen  zu  künnen,  wollen  wir  nochmals  auf  das 
Wesen  der  besonderen  AuflüsuDgen  eingehen.  AVir  haben  gesehen,  dass  die 
besondere  Auflösung  nichts  Anderes  ist,  als  die  Gleichung  der  einhüllenden 
Kurve  all  derjenigen  Kurven,  deren  Konstruktion  mittelst  der  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung möglich  ist.  Diese  einhüllende  Kurve  kann  aber  durch  die 
Differentisdgleichnng  nicht  konstniirt  werden,  obgleich  sie  ihr  genügt,  wie 
ans  den  Betrachtangen  des  §.87  und  §.65  wohl  deutlich  hervorgeht.  Sehen 
vir  nun  näher  zu,  worin  der  Grund  dieser  Unmöglichkeit  liegt.  Alle  in  dem 
allgemeinen  Integral  enthaltenen  Kurven  können  vermittelst  der  gegebenen 
Differentialgleichung  konstniirt  werden,  und  nicht  nur  die  Werthe  von  y, 

wie  sie  ans  jeder  folgen,  sondern  auch  die  von  ^.  r-^,, genBgen  der 

gegebenen  Differentialgleichung,  und  zwar  desshalb,  weil  map  auf  jeder  Kurve 
n  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  annehmen  kann ,  die  sich  nach 
dem  durch  die  Differentialgleichung  ausgesprochenen  Gesetze  (das  in  der 
Kurve  bildlich  dargestellt  ist)  folgen,  so  dass  dann  (§.  11)  die  Werthe  von 

8~ '  b"*'  ■  ■  ■'  — ■  "''thwendig  sich  aus  der  Kurve  so  ergeben  müseen ,  wie  die 

Differentialgleichung  sie  geben  wird,  wenn  man  dieselbe  weiter  differenzirt. 
Könnte  man  auf  der  Kurve  n  ur  zwei  Punkte  umebmen ,  die  anmittelbar  auf 
einander  folgen,  Bo  wfirde  nur  ^  dassel^  seyn,  wie  ans  der  Differentialglei- 
chung; konnte  man  nar  drei  Punkte  annehmen,  so  würden  bloss  r-,  g-^ die- 
selben seyn ,  wie  aus  der  gegebenen  Differenüalgleichung,  u.  s.  w. 

Betrachten  wir  nun  die  einhQllende  Knrve ,  so  liegen  von  derselben  je 
n  nc  zwei  unmittelbar  anf  einander  folgende  Punkte  auf  einer  und  derselben  von 
den  darcb  die  Differentialgleichung  gegebenen  Knrven,  sodass  also  auch  bloss 
der  ans  der  einhüllenden  Kurve  gezogene  Werth  von  j^  derselbe  ist,  wie  der 
aus  der  Differentialgleichung  gezogene,  während  der  ans  der  einhüllenden 
Kurve  gezogene  Werth  von  r-?  ein  anderer  seyn  mnes,  als  der  von  j— i,  den 
man  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  zieht.  Dass  es  mit  den  höhe- 
ren Differentialqnotienten  dieselbe  Bewandtniss  haben  wird ,  versteht  sich 
von  selbst. 

Differenzirt  man  also  die  vorgelegte  Differentialgleichung  nochmals,  so 
muse  der  so  erhaltene  Werth  von  t-^  verschieden  seyn  von  dem,  den  die  be- 
sondere Auflösung  gibt,  so  dass  letzterer  ans  der  differenzirten  Gleichung 
nicht  geümden  werden  kann.  Würde  man  also  in  die  neue  Gleichung  den- 
jenigen Werth  von  y  einsetzen,  der  der  besonderen  Auflösung  zukommt,  so 

)glc 
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mnss  eine  Begtimmiing  von  ^  geradezu  nntnOgtich  seyn ,   niid  umgekehrt, 
wenn  diese  Bestimmang  für  einen  gewähltea  Zasammenhang  zwischen  x  aod 
y  unmöglich  ist,   so  kann  dieser  Znsammeuhang  ein«  besondere  Aufldsniig 
der  Gleichong  seyn. 
Ist  nun 

f(^y.y.)  =  0.  y»  =  ^.       -    (•) 
die  vorgelegte  Differentialgleichnng ,  so  folgt  aus  ihr: 

8f.e(     .er 

nod  eine  Bestimmung  von  y,  ^  r— ^  ist  unmöglich,  wenn 


oder  - — \~—-  Tt=n'   '<r^  niebtO  od«  00, 


Diese  vier  P'älle  können  nun  besondere  Auflösungen  von  (a)  geben. 
Und  zwar,  wenn  man  y,  zwischen  (a)  und  der  ersten  (c),  eben  so  y,  zwi- 
schen (a)  und  der  zweiten  (c)  eliroinirt,  und  erhält  beide  Male  dieselbe  Glei- 
chung zwischen  x  und  y,  so  kann  dieselbe  eine  besondere  ÄnflSsung  seyn; 
dasselbe  gilt  f&r  die  Gleichnngen  (d)  und  (a);  die  Gleichung  (e)  zerfBllt  ia 
zwei,  mit  denen  eben  so  zu  verfahren  ist;  eliminirt  man  yi  zwischen  (a)  und 
(f),  so  kann  das  Resultat  der  Elimination  auch  eine  besondere  Änflösnng 
seyn. 

Wir  haben  voransgesetzt ,  dass  die  einhflUende  Kurve  mit  jeder  der 
durch  (a)  dargestellten  Kurven  nur  zwei  Punkte  gemein  schädlich  habe. 
Dies  ist  jedoch  nicht  unertässlich ,  sondern  es  könnte  ganz  wohl  eine  Reihe 
voD  mehr  Punkten  gemeinschaftlich  seyn,  nur  ist  diese  Anzahl  eine  immer 
beschränkte.  Daraus  folgt,  dass  es  wohl  möglich  wäre,  dass  der  aus  i^r 
besonderen  Auflösung  hervorgehende  Werth  von  t— j  noch  derselbe  seyn 
könnte,  wie  der  ans  (a)  folgende,  aber  ^,  nicht  mehr;  oder  aber  r-^  noch 
in  dieser  Lage  seyn  könnte ,  nicht  aber  g-^ ,  u.  s.  w. 

Daraus  ergibt  sich  aber  jetzt  sogleich  das  Kennzeichen,  ob  eine  Glei- 
chung zwischen  X  und  y  eine  besondere  Auflösung  der  Gleichung 
(a)  ist  oder  nicht.  Sie  wird  es  nämlich  seyn,  wenn  sie  einer  der 
a(iB(a)  durch  aufeinander  folgende  Dirferentiationen  gebildeten 
Gleichnngen  nicht  genUgt.  In  der  Reget  wird  dies  sogleich  mit  der 
ersten  der  Fall  seyn. 

Wir  haben  so  eben  gesagt,  dass  es  möglich  seyn  könnte,  das*  die  eiii- 


Goo'^lc 


391 

hüllende  Kurve  mit  den  eingehfillten  mehr  sie  zwei  Punkte  gemeiiucliafUich 
habe.     Seyen  nun 

die  Gleichungen  von  drei  auf  einander  folgenden  Kurven,  und  es  solle  die 
einhüllende  Kurve  drei  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  so  müsete  der  Dureh- 
Bchnittsponkt  der  zwei  letzten  Kurven  auch  atif  der  ersten  liegen ;  zieht  min    , 
also  die  Werthe  von  x  und  y  aus  letzteren  und  setzt  sie  in  die  erste  ein ,  so 
moBS  diese  Gleichung  erfttllt  seyn.  Aus  den  Gleichungen  (g)  folgt  aber  auch : 

f(i.r.c+2Jc)-af(i.y.t  +  Je)  +  f(«.y.«>      ^ 
d.h.  wenn  man  Je  unendlich  klein  Verden  läest  (§.  1I-): 

welche  drei  Gleichungen  die  (g)  ersetzen  und  Rlr  dieselben  Werthe  von  z 
und  y  richtig  seyn  miisseD.  Etiminirt  man  nun  z  und  y  zwischen  ihnen,  so 
erh&lt  man  eine  Gleichung  in  c,  die  fQr  diese  GrOsse  bestimmte  Werthe  lie-- 
fert,*  80  dass  also  auch  nur  für  diese  bestimmten  Werthe  von  c,  d.  li.  ftlr 
diejenigen  Kurven  des  Systems,  die  diesen  Werthen  entsprechen ,  die  ein- 
hüllende Kurve  drei  Punkte  mit  derselben  eingehfillten  gemeinschaftlich  hat. 
Demnach  wird  unsere  obige  Regel,  dass  ä~^  nicht  dürfe  bestimmt  werden 
kaupen,  vollkommen  bestehen  bleiben,  da  immer  noch  unendlich  viele  Kur- 
ven des  eingehadten  Systems  vorhanden  sind,  för  welche  die  eitihQllende 
Kurve  in  der  frOher  gewählten  Lage  ist.  Eben  so  aber  wird  in  Bezug  auf 
das  Kennzeichen,  ob  die  gefundene  Gleichung  eine  besondere  Auflösung  ist, 
oder  nicht,  die  gegebene  Regel  bestehen  bleiben,  dass  man  zuweilen  zu  hö- 
heren Differentiationen  gehen  muss,  eben  weil  es  doch  auch  einzelne  einge- 
baute Kurven  geben  kann,  f&r  die  r-^,  ...  «Ueselben  sind,  wie  sie  aus  der 
gegebenen  Differentialgleichung  folgen.  Bu  diesen  Differentiationen  \aqn 
man,  wenn  es  vorkommt,  diejenigen  Faktoren,  die  zur  Bestimmung  von 
jj-p,  .  .  .  nicht  tauglich  sind,  weglassen,  da  es  ja  bloss  sich  um  die  Bestim- 
mung dieser  Grässen  handelt. 

'  ^     ii      ^  '         *^     2Viei      2V/y8i^*^     8i' 

lörrj LI 

8'y^  2  ^rVyy      j/xj 

ei'"  V» 

*  El  «Sra  KlIeHingt  dwkbkr,  dun  die  so  artiaUeiia  Glcicliutig  IBr  alle  in9glte)i«n  Wsrtlie 
von  «  richtig  «Ire,  veiia  Ma  i.  B.  bieu«  6c*+(l~c)  (l  +  &c>  — ^c  —  I  =0;  allein 
duiD  «Orden  die  Oleicbungea  (g')  oder  (g)beEiek*n,  man  niaa  fUi  c  utzte  e-{~'^o>  e-f~2  Je, 

«u  dannf  liiiiaQsklnifl,  dut  all«  DarchichiiitUpanliM  auf  denelben  Rar*«  ISgeii,  d.  Ii. 

daii  di«  einbüliende  Kurre  eine  Kurre  iet,  Systemü  wSre.  midiin  eine  besonder»  Auflu.-ui'g 
nicht  Statt  rlade.  ^--  i 

.  GOO'^ Ic 


392 

welche  Qr>s«e  anbetlmimt  wird  Pix  j=0.  Enetrt  mui  aber  ^  danbA/  -^,  so 
iit  Mis  dm  Torgelegtea  Gleichuog;  g^^"2\T~'iVxJ'  ^*'"*'"'  '"'•7^0  folg* 
^p^=^0.  Demnach  ist  7^0  eine  besondere  AuflOsoDg,  wie  dies  aa«  dem  »!!(«- 
meiHD  Integral:  Vj^Vi-j-eauehhotaittolg^. 

welche  Qleiehung  a~i  nicht  bestimmt,  wenn  ^:=2x,  woruu  daan  folgt:  y^x*. 

B'y 
Da  hieraus  nicht  folgt   l— -^  =  0,   so  ist  dies  eine  besondere  Auflösung.     Das  allge- 
meine Integral  ist  übrigens  (§.  71 ,  l): 

y  =  ci-ic'. 
3.)  Die  Gleichung 

so  dass  : — 1-"'(  T'—  *' 8^1=*  ™  *'"*'  besonderen  Aunosnng  Ähren  Iumr.  Dm 
hieraus  folgt 

8y       a'yi  _,.8t_  T'        -_,!?-_    __? 

ei"»*!'— 1'    '  8i~      a'i'— ]•'        8i~      a'i'— r 

.    so  wird  die  Gleichung 

(a'i'-l)'+a*yV=a'y'.  a'y'fl-a'x*)  ={a'i'-l)*,  a'y'=l-a'«'. 
8'y 
eine  besondere  Auflösung  sejn  kOnnen.     Da  sie  nicht  t— j^O  gibt,    so  ist  sie  es 

aueh wirklich,  während  das  allgemeiae  Integral  ist  (§.70,Nr.l4,  oder  auch§.7I,I): 

Geaetzt,  man  habe  die  Differentialgleichnag  (§.69): 

und  es  exifitire  nir  dieselbe  ein  iotegrireDder  Faktor  v,  so  dass  also 

■0  i«ft  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (h): 

Hat  DUD  die  Gleichung  (h)  noch  eine  besondere  Auflösang,  so  wird  die- 
selbe wohl  P+  Q  r^  =  0  gehen ,  nicht  aber  der  Gleichung  (h')  genügen. 

Setzt  man  demnach  in  /v(  P+Q  r^  I3x  f&r  y  seinen  ans  der  besonderen 
AunosQOg  gezogenen  Wertfa,  so  wird  diese  Gr&sse  nicht  konstant,  d.  h.  es 
wird  V  (P-f-Q  gl  nicht  Null.     Da  aber  P-j-Q  r^  es  wird,  so  nuiss  noth- 
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wendig  u^gD  werden.     Dxiuu  folgt  also,  cI»sb  jede  besondere  Aaf- 
löauug  den  iDtegrirenden  Faktor  unendlich  macht. 


Fttr  die  Differentialgleiebnngen  höherer  Ordanng  vollen  wir  nnr  die  der 
zweiten  betrachten,  da  das  Gesagte  sich  leicht  fibertragen  l&sst  anch  anf 
höhere  Ordnnng.     Hat  man  also  die  Gleichung 

f(».y.|^.J^)  =  Ooderf{x,y.T..y,)=0.  {.) 

so  wird  dieselbe,  allgemein  intpgrirt,  eine  Integralgleichung  der  Form 
F<.,y.e.c')  =  0  (b) 

>  haben ,  wo  c  und  c'  die  willkflrlichen  Konstanten  sind.  Differenzirt  man  die 
Gleichung  (b),  und  eliminirt  ans  ihr  selbst  und  dieser  neuen  Gleichung  c 
oder  c',  so  erhält  mau  zwei  Gleichungen  erster  Ordnnng  mit  je  einer  will- 
kOrtichen  Konstanten,  die  beide  erste  Integralgleichungen  von  (a)  sind  (§.82). 
Gesetzt  nun,  man  finde  irgend  eine  Gleichung  zwischen  z  und  y,  oder  zwi- 
schen X,  y,  ~,  welche  der  (a)  genigt,  so  wird  dieselbe  entweder  eine  be- 
sondere Auf!  öeung  oder  ein  besonderes  Integral  seyu.  Soll  sie  letzteres  seyn, 
80  mKssen  alle  Werthe  von  ^-^,  ~, .  . ,  wie  sie  aus  (a)  folgen ,  auch  aus  ihr 
selbst  folgen,  geschieht  dies  nicht,  so  ist  sie  nothvendig  eine  besondere 
AnflSsung.  Damit  ist  dann  sofort  das  Kennzeichen  gegeben ,  womach  man 
entscheiden  kann,  ob  eine  geinndene  Gleichung  eine  besondere  Auflösung  ist 
oder  nicht.  * 

Sey  nun 

f(i.7.T..e)  =  0  <o) 

ein  erstes  Integral  der  Gleichnng  (a)  mit  einer  villkQrlichen  Konstanten  c, 
so  folgt  ans  ihr  darch  Differentiation : 

und  wenn  man  c  eliminirt  zwischen  dieser  Gleichung  und  (c),  so  erhält  man 
(a).     Denkt  mau  sich  aber ,  es  sey  e  eine  Fuoktioa  von  x,  y,  y, ,  so  würde    ~ 
ans  (c)  folgen : 

und  diese  Gleichnng  wBrde  durch  Elimination  von  c  dasselbe  Resultat  geben, 
wenn  c  als  Funktion  von  x,y,  y,  bestimmt  wird  aus  der  Gleichung 

^=°-     "> 

Eliminirt  man  also  aus  (c)  und  (d)  die  Grßsse  c ,  so  erhält  man  ganz  sicher 
eine  LSsung  der  Gleichung  (a),  die  wohl  eine  besondere  AnflOsnng  seyn  kann. 
Hätte  man  statt  der  Gleichung  (c)  die  Gleichung 
♦  (i.T.7i.C)  =  0  (oO 

gewählt,  wo  c'  die  andere  Konstante  ist,  und  die  zwei  GleichnngNt  (c)  und  * 
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(c')  wesentlich  verschieden  Biod,  so  hätte  man  eben  so  c'  zn  eltminiren  zvi- 
schen  den  Gleicbangen 

»(..r...o-o.  5ifeia^'=o. 

Allein  das  Resultat  der  ElimiDatioa  vird  in  beiden  Fällen  dasselbe  seyo. 
Denn  sey  wieder  (b)  das  allgemeine  Integral  von  (a),  so  wird  die  Gleichung 
(c)  erhalten  werden,  indem  man  c'  elimiDirt  zwischen  (b)  und  ihrer Differen- 
tialgleichnng 

n+H  Ji'°' ""  '■''■'•  '■■•• ''"°-      <" 

Man  kann  also  die  Gleichang  (c)  ersetzen  dnrch  (e),  wenn  man  hierin  c'  als 
durch  (b)  gegeben  ansieht.  Dadurch  wird  aber  &  als  Funktion  von  c  (nebst 
X  nnd  y)  erscheinen ,  and  die  Gleichung  (d)  wird  jezt  seyo 

8Fj^  ,  BF,  ac;_ 

wo  -j-  aus  (b)  zu  nehmen  ist     Aus  (b)  folgt  aber 

8F8c;    Br_ 

6«'8<i"^8o~    ' 
SO  dass  also  die  Gleichung  (d)  zu  ereet^o  ist  durch 
er,  BF     BF,  BF     „ 

bTbT'bT'b^^"'         *" 

Eliminirt  man  also  c,  c'  aus  (f),  (b),  (e),  so  erhält  man  di&  besondere 
Auflösung.  Wir  sind  hiebei  von  der  Konstanten  c  ausgegangen;  wären  wir 
von  c'  aasgegangen,  so  wären  natürlich  die  Gleichungen  (b)  nnd  (e)  diesel- 
ben, nnd  sonst  hätte  man  bloss  c  nnd  &  zu  vertauschen.  Da  aber  dadurch 
die  Gleichung  (f)  sich  nicht  ändert ,  so  ist  unsere  Behanptuqg  gerechtfertigt. 

Da,  wie  bereits  mehrfach  gesagt,  die  besondere  Auflösung  jedenfalls 
derGletchung(a)  genügt,  man  also  für  den  durch  diese  Anfl&snng  gegebenen 
ZusammeUbang  von  x  und  y  sicher  die  Gleichung  (a)  hat;  man  ferner  diese 
Gleichung  weiter  differenziren  darf,  am  r— ^  zn  bestimmen,  endlieh  aber  der 
ans  (a)  folgende,  nach  gewöhnlicher  Weise  bestimmte  Werth  von  r-^  nicht 
Qbereinstimmen  soll  mit  dem  aus  der  besonderen  AuflSsong  folgenden,  so  er- 
sieht man  wieder,  wie  in  §.  88,  dass  man  die  besondere  Auflösung  auch  er- 
halten kann  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  (a)  nochmals  differenzirt,  und 
dann  mit  ihr  diejenigen  Beziehungen  verbindet,  mittelst  welcher  aus  der  so  dif- 
ferenzirten  Gleichang  (a)  eine  Bestimmung  von  xi  unmöglich  wird. 

Hat  man  eine  besondere  Auflösung  gefunden,  die  t-  enthält,  und  inte- 
grirt  diese  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Gletchung  zwischen  x  und  y  mit 
einer  Konstanten,  die  eine  besondere  Auflösung  von  (a)  ist.  Hat  die  beson- 
dere Anflüsung  der  ersten  Ordnung  selbst  wieder  eine  besondere  Auflösung, 
so  ist  letztere  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  ohne  willkürliche  Konstante 
und  das,  was  man  fQglich  doppelt  besondere  Auflösung  nennen  könnte,  in 
sofenie  sie  der  vorgelegten  Gleichung  genfigt. 
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Bier  ist  ein«  Bestimniuiig  tou  ^~^  nieht  HiSglidi ,  wenn  ä~i  ~  "T 

vorgelegt«  elngfesetzt,  folgt: 

welche  beiile  Werthe  der  vorgelegten  Gleiehnng  genOgen.     Da 
B'y      V   8i'      iij  bi' 1    B'y 

6i'-  r  aly_eT-\     ~  «  Bi" 
V  ex«    6t J 

nnd  wenn  man  r-  ^±  x  setst,  diese  Gleichung  nieht  richtig  iit,  SO  ist  öl^^  ^'"^ 
betondere  AnflOflnDg.     Dum»  folgt 

all  besondere  ADflOanog  der  gegebenen  Gleiohnng. 
Dets  allgemeine  Integra)  ergibt  lidi  nach  §.  83 : 

2.)  Die  Gleichung      '   ' 

'e*'^  Bi 

hat  cum  allgemeinen  Integral  f^ (§.  76),     Daran«  folgt  a^= i,    e'  t^- 

,8y  6y 

—  *  g    •   y=c  —  X  g— ,  woraus  keine  besondere  AnflOsnng  folgt,  wie  denn  diese 

Glekhnng'keiDe  zulAsst.        • 
3.)  Die  Gleiohnng 

so  dass  eine  besondere  Auflösung  durch 

gegeben  sejrn  kann.     Eliminirt  man  r— ^  mittelst  dieser  Gleichung  aus  der  vorgeleg- 
ten ,  so  erhält  man 

Diese  Gleichung  gibt 
woraus,  wenn  IBy+x'-f  4i'=  «'.  — -(-— i»-|-— 1  =  —  _■. 

■|-.|i=  tl.yrn',  s=±2yVrTT'ei=+[.vi+v+i(x+v>+i^i 

i:     ,    ,1   .GOC^IC 
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Zieht  man  hieraus  r~,  g— ;,  so  genügen  sie  derGIAcliung(g),  geben  abernielkt 

g— ]  =  0,  (o  das«  alio  (h')  ^"  besondere  AnflOiung  von  (h)  itt.  &U  beaandara 
AnflOaUDg  von  (h)  ergibt  siuh  nach  g.  87  ; 

.  =  -i.'-i.'.  0.") 

welche  Gleichung  wohl  der  (h)  genOgt,  nicht  aber  der  (g). 

Du  allgemeine  lategral  Ton'(g)  ist  ObrigeoB  (§.  62,  DJ  oder  %.  63): 

Wir  wollen  hier  noch  zum  Schlosse  dieses  Abschnitts  die  in  Wahrheit 
zu  §.  88  gehörige  Aufgabe  lösen:  In  der  Gleichung 

F(i,y,..b)  =  0.  (m) 

in  dergev'iEseEonEtantena,%  vorkommen,  dieBe,Go  gegen  einander  zu  beatira- 
men,  damit  der  aas  (m)  hervorgehenden  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung die  gegebene  Gleichung 

,(i,j)  =  0  (a) 

als  besondere  Auflüsnog  zukomme . 
Differenzirt  man  (m),  so  hat  man 

8*^8781      '         '    ' 
aas  welcher  Gleichung  a,  und  das  von  a  abhängige  b,  mittelst  (m)  zu  elimi- 
niren  sind.     Soll  aber  (n)  eine  besondere  Aafläsnng  seyn ,  so  muse  der  aus 

es"'"8y  Bi 
folgende  Werth  von  ^  der  vorhergehenden  Diffefentialgleicbnng   genügen. 
Man  muss  also  haben 

e»  8F _ ep  BF 

Bv  Bi~Bi  Bj'  '' 

in  welcher  Gleichung  a  durch  (m)  zu  ersetzen  ist.  Die  Gleichungen  (m), 
(n),  (i)  mflesen  also  zngleich  bestehen ;  eliminirt  man  mithin  zwischen  ihnen 
X  nnd  y,  so  erhält  man  diejenige  Gleichung,  die  den  Zusammenhang  zwi- 
schen a  und  b  gibt. 

Soll  z.B.  der  aus  y^ax-|-b  hervorgehenden  Differentialgleichnng  als 
besondere  Auflösung  zugehören  x'-|-y*  —  r*  =  0,  so  ist  jetzt  x  und  y  zu 
eliminiren  aus: 

T  =  ti+b.T'+y'  =  r'.i-f-sy  =  0.war*n«b'=(l+a')r' 
also  mnss  y^ax-j-r  Vl+>*  seyn,    und   der  hieraus  folgenden  Gleichung 
gehört  wirklich  x*-j-y'=r'  als  besondere  Auflösung  zu  (§.  70,  Nr.  14). 

Man  sieht  leicht,  dass  die  hier  behandelte  Aufgabe,  geometrisch  ge- 
fasst,  auch  die  ist:  b  als  von  a  abhängig,  ho  zq  bestimmen,  dass  die  durch 
(m)  ansgedrOckten  Kuiveu  die  durch  (n)  ausgedrückte  Kurve  zur  einheilen- 
den haben. 

Wäre  etwa  die  (m) 
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■o  drfiekt  lie  Pantbela  aoi,  und  wenn  der  Kreit  x*~{~7' — r*=^0  die  ebhflllende 
Korre  ««711  lollte,  so  wären  x  nnd  j  xa  eliminiren  mat: 

y'  =  .x+b,  x'+j'  =  t',   y(2.+*)  =  0. 
Die  leUte  GleJoliBnf  cerfallt  in  swei:  7=0,  2x+a=0.  Die  ente  gib«  b^kV, 
h  =  ±ar!  die  «weite  b^-^-j-r*,  ao  das»  aloo 

7'  =  »i±»r.  odBry'  =  »x+-j-+r', 
Ten  velobeo  Gleichung«!)  jedooh  nur  die  leiste  die  Aaf|[iÜM  t««t. 


FünfiielmteT  Absclmitt 

Integration  der  glsichzeitigen  Differentialgleichungen. 

§.90. 

Se^en  y,  z,  u, Funktionen  von  x ,  die  aus  folgenden  gleichzeitig  be- 

Bteheaden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 

8x  ex  8>  1  (,j 

8y  e'*y        8t  b".         8a  B^o         ,    „  \ 

81  g^p       Bi  g^t.       81  gjP  / 

so  heissen  wir  diese  Gleiebongen ,  deren  Anzahl  dieselbe  ist,  «t«  die  der  zu 
bestimmenden  Funktionen  y,  z,u,  .  . .,  gleichzeitige  Differentialgleichungen, 
nnd  werden  unter  ihren  Integralgleichungen  diejenigen  Gleichungen  zwischen 
y,  z, .  .  ,,  und  x  verstehen,  w^che  die  (a)  vollständig  ereetzea,  so  daas 
nicht  nur  diese  Glelchungeu  (a)  daraus  sieb  ergeben,  sondern  auch  alte  an- 
deren GleicliuDgeii ,  die  durch  etwaige  weitere  Differentiation  ans  (a)  folgen. 
In  der  Allgemeinheit,  wie  die  Gleichungen  (a)  aufgestellt  sind i  lassen  sich 
gleichzeitige  Differentialgleichungen  nicht  integriren,  so  dass  fQr  die  wirk- 
liche Durchführung  der  lutegration  die  einzelnen  F&lle  geschieden  werden 
mDsseo.  Dagegin  aber  werden  wir  an  den  allgemeinen  Formen  auch  die  all- 
gemeine Gestalt  der  Integralgleichungen  bessei'  erkennen  können,  woza  wir 
nun  vorerst  Übergeben  wollen. 

Gesetzt,  zwischen  den  n  abhängig  Veränderlichen  y,z,u,  .  . .  ■  und  der 
unabhängig  Veränderlichen  x  seyeu  n  gleichzeitige  Differentialgleichungen 
gegeben ,  in  denen  nur  Differentialquoti^aten  der  ersten  Ordnung  vorkommen 
und  die  wir  durch 

f(„..,....,!|.»;.|!...,,„, 

8r  e»  Bn    's    A 

..(->.... H.'H-r.- ■■>-») 
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vorstellen  wollen.'    Denkt  iub  sicli  diese  Gleichnng«ii  aadi  g  •  {p> 

aufweiset ,  so  du«  etwa 

wo  <pj,  q>t,  9>,,  ....  bekannte  Funktionen  von  x,  }r,  z,  d,  .  .  .  sind,  so  wird 
man  mitteiet  dieser  Gleichungen  fUr  jeden  Werth  von  z  die  zugehörigen 
Werthe  von  y,  z,  n,  .  .  .  .  konstniiren  kfinnen,  wenn  man  nar  nir  einen  be- 
Btimmtea  Werth  a  von  x  die  Werthe  von  y,  z,  a,  .  .  .. .  willkürlich  gewählt 
hat.  Dean  dann  geben  (§.65)  die  (c)  die  zn  x  =  a  gehörigen  Werthe  von 
r^,— , .  .  . .,  alaö  dadurch  diezn  x  =  &-{-Jx  gehörigen  Werthe  von  y,  z,  . 
. .  .,  wenn  Jx  unendlich  klein.     Dann  geben  wieder  die  (c)  die  zu  x  =  a-|- 

Jx  gehörigen  Werthe  von  0^.  ä^i woraus  dann  wieder  die  zn  x=a+ 

2dx  gehörenden  Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  .  .  folgen  n.  s.w.  Die  beliebig  ge- 
wählten Werthe  von  z,  z,  u,  ,  .  .  .  sind  die  willkürlichen  Konstanten ,  und  es 
folgt  hierans,  daas  in  den  allgemeinen  Integralen  der  Gleichungen 
(b)  n  verschiedene  willkürliche  Konstanten  vorkommen  m&ssen. 
Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  anf  einem  etwas  verschiedenen  Wege 
erhalten.  Man  didferenzire  nämlich  jede  der  Gleichungen  (b)  noch  n — Imal 
nach  X,  so  erhält  man,  mit  den  Gleichungen  (b),  ein  System  von  n'Glei- 
chungen,  in  denen  die  Differentialqnotienten  von  y,  z,  u,  .  .  ,  bis  zur  n'"  Ord. 
nung  ansteigen.  Ans  diesen  n  *  Gleichwigen  eliminire  man  die  Grössen  z,  ~, 

■  ■  •  ■»  — ;»"»  r~'*  ■  '•  — i '  "^'^  ^^^  Anzahl  nach  (n — I)  (n-j-1)  = 

ex       "'        Bi 

n* — 1  sind,  so  dass  die  Elimination  immer  möglich  ist,  und  wird  eine  Glei- 
chung zwischen  z  and  7  der  n*"  Ordnung : 


^)- 


erhalten,  die  nothwendig  aus  (b)  folgt.  Kanu  man  diese  Gleichung  integri- 
ren-,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  f  mit  n  willkürlichen 
Konstanten,  ond  da  bereits  behufs  der  Elimination  z,  u,  . .  .  .  durch  z,  y, 

!t 

e«'         8x" 

Funktionen  von  x  und  der  n  willk&rlicheu  Konstanten,  ohne  dass  eine  weitere 
Konstante  etngefBhrt  wfirde.  Hieraus  folgt  wieder,  dass  n  villkürliche  Kon- 
stanten erscheinen  müssen,  wenn  man  die  allgemeinen  Integrale  wiriüioh  ge- 
funden haben  will.  ,   , 

Adid.  Wir  ToDsD  hiar  tiut  gelagentlicha  Bemerimng  beUDgen.  Die  Qleiohoiigen  (b) 
kli  gegeben  TomugeieUt,  tind  sJle  die}eiiigeD  Gleicbnogen  richtig,  dia  *ii  durch  Differen- 
tiation daiani  ziehen,  weil  eben  z  eine  unabblngig  (tlio  villkOriieh)  Verinderliehe  itt  ($.  12) ; 
alle  Qielchnngen,  die  wir,  ohne  gegen  die  Hageln  der  Rechnnng  in  Tentouen,  ua  Uineii  tie- 
ban,  and  elienfslli  richtig,  «Im  namentlich  die  Gielchnng  (d),  «o  dtu  j  sb  Funktion  *ob  s 
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gtuit  aichar  dieur  Qteiehiuig  noOfft,  iq  vis  eban  so  lietm  i.n, . . .  dureh  i,T>  d    t  •  •  ■>  — ^. 

wie  gahndsD  «nrd« ,  MWgedrQckt  ««rdni  kOnnea.  IntefTlrt  man  die  (d) ,  «a  i*t  die  to  eihftl- 
ume  GleiehoDg  iwiiehen  ;  and  i  eine  richtige;  ob  ftber  die  aingetretenen  Konttantan  alle 
willkflrlieh  bleiben  oder  nicht,  iit  eine  guii  andere  Frage.  Die  Integralgleichniig  tod  (d)  ist 
nlmlich  eine  richtige  Oleiehong  iviichen  i  »od  y ,  wie  auch  Immer  die  Konitanten  bettimmt 
werden,  nnd  ei  wäre  daher  wohl  mOglich,  du*  eioige  dleier  Konstanten,  wul  j  ond  i  auch 
noch  anderen  Bedingungen  genügen  müuen,  nicht  mehr  willkflrlich  blieben,  wia  wir  diei  etva 
in  $.  82  an  sehen  Gelegenheit  hatten.     Diese  Bedingungen  lind  nun,  dau  die  m  geAindensn 

Werthe  ven  ^,(,11. in  i  den  Oleidmngen  (b)  geoOgen.     Setit  man  also  diese  Werthe 

in  die  (b)  ein,  so  m&isen  die  letileren  fOr  Jeden  möglichen  Werth  ton  z  etfOItt  leyn,  entwe- 
der, indem  alle  q  Konstanten  ganx  nnabhtngig  bleiben,  oder  Indem  gewisse  Beuehongen 
zwlseheu  Ihnen  festgestellt  werden  mDssen,  mitteltt  du^n  es  möglich  ist,  einige  derselben  •«* 
den  andern  in  finden.  Im  letzteren  Falle  wbrden  dann  in  die  allgemeinen  Integral«  dar  (b) 
weniger  als  n  willkürliche  Kooitanten  einlreten;  aber  da  Ja  diese  Integrale  □  solebb«  Kon- 
stanten Torlangen,  so  werden  keine  Beilehnngen  obwalten,  d.  h.  die  dnrch  Integratlan  Toa  (d) 
geftindenen  wiUkSrlichaa  KonKaunn  werden  stmmtlidi  tob  eiuaoiM  nntbhtDgig  bleiben. 

Wir  wolIeD  nun  aDnebmen,  die'  n  gleichzeitigen  DifferentiaJgleichDDgen 
zwischen  den  n  abhängig  Veränderlichen  y,z,  n,  ...  und  der  unabhängig  Yei- 
änderlichen  x  fibersteigen  die  erste  Ordnung,  d.h.  es  kommen  auch  noch 
höhere  Differeotialquotienten  dieser  nbhängigTeränderlichen  vor.  Wir  wol- 
len ferner  annehmen,  der  höchste  ßifferentialqaotient  von  y  sey  der  m",  der 
von  z  der  r",  der  von  q  der  s"  n,  ß.  v^  und  in  jeder  der  vorgelegten  Gleichon- 
.  ges  kommen  diese  höchsten  Differeotialqnotienten  oder  doch  einer  derselben 
vor.     Diese  Gleichongen  seyen  nnn 

4=0,  f,=0 f  =0.  (e> 

WO  also  f, ,  .  .  .,  f^  Funktionen  von  x,y,  z,  u,  p,  .,.,  ~^,  ^,  ...,—^,  ^, 

.....  — ,  .  .  .  .  sind.     Man  setze  nun 
ex 

^y       ^'t_  !^S_         8t_     «*i  e'i  1 

Bi-^"8i'~^' —i-'—i'   er"'"  87'-*' rr-Vi'    / 

8n_      «^_  8 n^  ,  k 

SO  werden  die  Gleichungen  (e)  nebst  (f)  folgendes  Gleichnngssystem  bilden: 


worin  y^ ,  .  . .,  y^  ,.  ....  als  weitere  Veräadediche  angesehen  werden,  und 
worin  bloss  Differentialquotienten   der   ersten   Ordnung  vorkommen.     Di9 
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Anzahl  der  Veränderlichen,  mit  Ausschluss  von  x,  ist  m-{-r-|-s-f~---<  nnd 
eben  so. viele  Gleichungen  erster  Ordnung  hat  man  in  (g).  Behandelt  man 
nun  diese  in-|-r~{-B-J~. ..  Gleichungen  (g)  wie  oben  die  (b),  so  erhält  man  ein 
System  von  m-f-r-j-s-j-..  Integralen  mit  eben  so  vielen  willk&rlichen  Kon- 
stanten, als  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  (e).  Dass  aber  so 
viele  Konstanten  uöthig  sind,  ist  leicht  zn  übersehen.     Denn  aas  (e)  kann 

man'——,  — -,  — -, .  ■  ■  .  ziehen,  ausgedruckt  dnrch  x,y,z,u, ....  und  die 

St       Si      ix 
Differentialqnotienten  dieser  letzteren  Grössen.     Kimmt  man  also  die  ta-\~r 

II          /-.  .      '         fly            8"~*T        8»  6*"'»  „  .„ 

+B  +  ...  Grössen  y,  ~ ,  .■■,.— ^.  a.  r" — z:^.  •  •  ■  •  rarx  =  awill- 

kQrlich  an,  so  kann  man  daraus  (§>72)  y,z,  ...  für  jeden  Werth  von  x  kon- 
stmiren,  so  daes  diese  Annahme  nothvendig  ist. 

unsere  ganze  Beweisführung  setzt  wesentlich  voraus,  dass  in  jeder  der 
Gleichungen  (e)  wenigstens  einer  d^r  Differentialquotienten  höchster  Ord- 
hnng  vorkomme;  andernfalls  wUrden  anter  den  Gleichungen  (g)  solche  seyo, 
die  gar  keine  Differentialqnotienten  enthielten.  Ist  dies  nnn  der  Fall,  d.  h. 
sind  nnter  den  Gleicbnngen  (e)  solche,  die  keinen  der  höchsten  Differential- 
qnotienten  enthalten ,  so  kann  man  durch  mehrmalige  Differentiation  der  be- 
treffenden Gleichungen  diesen  Zweck  immer  erreichen ;  dann  aber  werden  die 
m-|-r-|-E-|~*--  Konstuiten  nicht  mehr  alle  willkürlich  bleiben,  sondern  ge- 
wissen Beziehungen  genügen  müssen ,  die  man  immer  ans  der  Bedingung 
finden  wird,  dass  die  gefundenen  Resultate  den  gegebenen  Gleichungen  iden- 
tisch, d.  h.  für  alle  möglichen  Werthe  von  x,  genügen  müssen.  Ehe  wir  zu 
Beispielen  für  diese  allgemeinen  Fälle  Übergehen,  wollen  wir  die  linearen 
Differentialgleichungen  besonders  betrachten. 

§.91. 
Gleichzeitige  lineare  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  heissen 
wir  diejenigen,  in  denen  die  abhängig  Veränderlichen  und  ihre  (ersten)  Dif- 
ferentialqnotienten weder  mit  einander  multiplizirt ,  noch  aach  in  höhere  Po- 
tenzen erhoben  sind.  Solche  Gteichnngen  können  nun  ifhter  folgende  Form 
gebracht  werden : 


i- 


[i+a.y+b,i+c,ii+,..  =  X., 


worin  a,  b,  c  .  .  .  Konstanten,  X,,  X,, .  .  .  blosse  Funktionen  von  z  sind. 
Ein  solches  System,  wie  (a),  kann  nun  immer  nach  folgender  Methode  inte- 
grirt  werden :  Mau  multiplizire  die  zweite  der  Gleichungen  (a)  mit  der  noch 
unbestimmten  Eonstanten  4k,,  die  dritte  mit  o,,....,  die  letzte  mit  a^  und  setie 
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\+c^Z,  +  <i,X,+  ...,=X.       . 

b.+b,8,+b,B,    +....=«.„  (      - 
C.+«.<.,  +  C,-,    4-....=aa,.   /      "' 

y+B..-|-a,Q  +  : =9.       ' 

SO  werden  die  GleichuBgen  (a),  venn  man  sie  addirt,  geben: 

^+«[r+a,i+B,»+...]  =  X. 
ib.  ^-|-„,  =  S.  (e) 

Aas  dieser  Gleichang  folgt  (§.  66 ,  I) : 

,  =  «""^[c+yxe"'8x].         (c> 

Dnd  es  handelt  sich  vor  Allein  darniD,  ob  mittelst  der  Gleichangen  (b)  die 
Destimuinng  von  o,,  o^ «,,  «  möglich  ist.     Nun  hatmsn 

(l.,-a)<.,+b,«,+  ...=-l..,| 

c,  «.+(c, -»)»*+...  =  -e..0>'> 

welche  Gleichangen  der  Anzahl  nach  n — 1  siiiil,  ond  zur  Bestimmong  der 
Grössen  o^,  o,,  .  .  . .  a^  durch  die  Konstanten  in  (a)  und  a  vollkommen  aus- 
reichen. Setzt  mtui  die  so  gefundenen  Werthe  von  «,,...,  a^  in  die  Glei- 
chung 

"i+»i''i +".".+  ■  ■  ■  =«. 
so  erhält  utan  eine  Gleichung,  die  ausser  den  Konstanten  der  Gleichung  (a) 
bloss  noch  a  enthält.     Diese  Gleiclinng  ist  aber  nothwendig  vom  n**°  Grade 
in  Bezug  auf«,  wie  man  sich  mittelst  der  Krämer' sehen  Regel  für  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (b')  überzeugt.     („Grundzäge"  S.  204.)     Sie  sey 

A+Bo+Ci.'+  .  .  .  -f  M<.'=0,  <d) 

so  wird  diese  Gleichang  im  Allgemeinen  n  Werthe  von  a  lietem.  Zu  jedem 
Werthe  von  a  gehört  aber  nach(b')  ein  einziger  bestimmter  Werth  jeder  der 
Grössen«, ,  . .  .,  a^,  so  dass  man  also  auch  n  Systeme  von  solchen  Werthen 
bekommt.  Setzt  man  nun  in  (c')  einen  der  a  Werthe  von  a  und,  wie  natür- 
lich, die  zugehörigen  Werthe  von  o,,  .  .  .,  a  ,  so  bat  man: 

Solcher  Gleicbongea  hat  man  a  (für  die  n  Werthe  von  a),  und  da  in  je- 
der die  Konstante  C  eine  andere  seyn  wird ,  so  erhält  man  somit  die  allge- 
meinen Integrale  der  Gleichungen  (a)  mit  n  willkürlichen  Konstanten. 

Am  Besten  wird  man  immer  verfahren,  wenn  man  in  (c')  ffir  «,,  a^, ... 
die  bereits  durch  die  Auflösung  von  (b')  geftllldenea  Werthe  von  «,,  o,, . . . 
in  a  einsetzt  und  uachheradieverschiedenen  Werthe  beilegt.  Folgt  an8(b'): 

"i  =».C«).  ",  ^ViW. .  ■  -.  <"^=  v^W, 
wo  die  Grössen  Vi(<*)>  ■•■>  Va('')  f^r  jeden Wertb  von  a  einen  eiiuigen  be- 
stimmten Werth  erlangen,  so  ist  die  (e) : 
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T+iV.(«)+i>V'.(«)+--=6  IC+y(X.+X,v,(a)4-X,v.(«)+...)e  ei].  (O 
Wir  habcD  hiebei  offenbar  stillschweigond  voraopgegetzt,  die  sämmt- 
liehen  Wurzeln  der  Gleichung  (d)  seyen  reell  und  verschieden ,  und  mfissen 
also  noch  folgende  besondere  Betrachtungen  anstellen,  vobei  wir  zugleich  an 
§.  73  erinnern  irollcn. 

1)  Es^eyen  zwar  die  säinmtlichen  Wurzeln  der  Gleichang  (d)  verschie- 
den ,  aber  einige  davon  seyeh  imaginär.  Ist'  nun  eine  der  imagin&ren  Wur- 
zeln =  j3+)'i,  80  kommt  nothwendig  eine  zweite  noch  vor,  die  ^=ß  — j-i  ist. 
Gesetzt  nun,  der  Beijuemlicbkeit  der  Recbnnng  halber,  man  habe  in  der 
Gleichung  (e')  den  etwa  vorkommenden  Nenner  dnrch  Multiplikation  wegge- 
scha:ffr,  so  werden  in  dem  aus  (a)  folgenden  Systeme  von  n  Gleichungen  zwei 
seyn,  die  man  erhält,  wenn  man  «^j9+X<  setzt.  Dadurch  aber  hat  man 
zwei  Gleichongen  der  Form 

ü+Vi  =  0,  ü— Vi  =  o, 
welche  geben : 

ü  =  0,  V  =  Oh 
mit  den  zwei  wilUcGrlichen  Konstanten  C,  G",  so  das«  diese  letzteren  Glei- 
chungen statt  der  betreffenden  zwei  zu  wählen  sind,  und  zwei  Konstanten 
enthalten.    . 

2)  Die  Wurzeln  der  Gleichang  (d)  seyen  zwar  sämmUidi  reell,  aber 
nicht  alle  von  einander  verschieden. 

Stellen  wir  die  Gleichung  (e')i  nachdem  sie  etwa  nüc  dem  gemeinschafl- 
liehen  Nenner  multiplizirt  worden,  unter  der  Form 
F(«)  =  0  (0 

vor,  wo  wir  uns  also  Alles  auf  eine  Seite  gebracht  denken,  so  muss  man  In 
(f)  fUr  a  die  aus  (d)  gezogenen  Werthe  von  a  setzen,  dabei  C  als  Funktion 
von  tu  ansehen,  so  dass  C  für  einen  andern  Werth  von  a  auch  einen  andern 
Werth  erlangt,  wo  dann  schliesslich  diese  Werthe  von  C  willkürliche  Kon- 
stanten sind.  Gesetzt  nun,  o', o"  seyen  zwei  Werthe  von  a,  die  aus  (d) 
folgen ,  und  sey 

so  sind  die  betreffenden  zwei  Gleichungen  aus  (f) : 
F(ii')  =  0.  r{ii'+/)a)=0, 
WO  dann  C  die  eine  Konstante,  C"  =  C'-i-'^C  die  andere  seyn  wird.  SUtt 
dieser  zwei  GleichuDgen  kann  man  t^enbar  auch  die  folgenden  zwei  setzen: 


r(-')  =  0, 


r(„-4.Ja)-F(c') 


welche  jene  vollständig  ersetzen,  und  wobei  nur  zn  beachten  ist,  dass  -^, 
was  aucli  äa  sey,  eine  ganz  willkürliche  Konstante  seyn  wird.  L&sst  man 
hier  Ja.  aubegrftnzt  abnehmen,  so  folgt  hierans,  dass  man  die  angegebenen 
zwei  Gleichungen  ersetzen  kann  durch 

i:"„,7rd  vGoC^lc 
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worin  C  auch  als  Funktion  von  e^  zn  bebandeln  ist,  und  g-;  eine  neue  will- 
kllrliche  Konstante  bildet.  Wird  aber  Ja  unendlich  klein,  so  sind  a'  und  o" 
einander  gleicb,  woraus  nun  folgt,  dass  für  den  Fall  zweier  gleicher  reeller 
.  Wurzeln  von  (d)  statt  der  einen  Gleichung  (e')i  die  man  jetzt  für  beide  glei- 
chen Wurzeln  («')  erhält ,  gesetzt  werden  niuss 

F(<.)  =  0,  A[r(a)]  =  0,  o=a', 

wo  C  als  Pohktion  von  a  zu  betrachten,  und  r-  eine  nene  willkBrliche Kon- 
stante ist.     Sind  drei  Wurzeln  gleich  a',  so  hat  man  ebenso : 


3)  Sind  endlich  gleiche  imaginäre  Wurzeln  der  Gleicbnng  (d)  vorhan- 
den, so  wird  man  aus  der  Verbindung  von  Nr.  1  Und  2  leicht  dos  einschlSg- 
liche  Verfahren  zu  eatnehmen  haben.  Wir  haben  seither  vorausgesetzt,'  die 
vorgelegten  linearen  Differenrialgleichangen  seyen  bloss  der  ersten  Ordnnng. 
Dies  ist  jedoch  nicht  nothwendig;  sind  sie  auch  von  höherer  Ordnung,  so  . 
wird  man,  gemäss  §.  90,  dieselben  immer  auf  die  Form  linearer  Diflerenüal- 
gleicbnngen  erster  Ordnung  zurückführen  künnen,  wo  sodann  das  eben  ange- 
gebene Verfahren  wieder  vollständig  in  sein  Recht  eintritt.  Einige  Beispiele 
mOgeo  das  Gesagte  erläutern.  ■ 

I.)  9|^+4||+49y+44.  =  i, 

Die  allgeiaeineo  Integralg'IeiDhDagfen  müsaen  £wei  wUlkürliche  Kanstantea  uoi&i- 
■eo.     Man  bat  raeret 

5+«,  =  a,  4-|-2a,  =  aa,;  o,  =o— 5,  o'  — 7o-|-6  =  0;  a  =  6(in<l  I;  «i  =  — 1  imd  4. 

,  =  e~"*[C+A49-9<.)B"+(7a-38)jj  .""8x] 
„  -o.    ,  49  — 9a  »    ,   7a  — »8        7a— 38 

•  =  ce  .     +_^— .  -H~— X ^— = 

al«o  hat  man  ftb  «=6  und  1: 

,+.=c..--i.-  +  |.-±.(,-±c,.-'+±c,.-+?.--LV5. 

2-)  «sl+«ii+"l'+"'  =  »' 


»Goo'^lc 


404         Bdspiele  gleiebzfliüger  Uneuer  DiflbrentUlg^AiehangeD  zweiter  Ordnung, 


?I+3y- 

-1  =  4».   ~i+T+ 

Z=-»I. 

-l+Bo,  =««.,.  3+«,= 
X  =  4i  — 9o,i  =  {31— 9o; 

«  =  4  doppelt. 

1,  ,  =  7  +  (a-3)« 

31—9«  «i 

^i — B      . 

-8«+ie=o, 

d.h. 

-9.)^,« 

y+{«-S)z=C 

-a.       31  — 9b 

31—9« 

wenn  wir  Ca*  =  C  setzen. 

=  Ce-"+(3i« 

-»••ji-cai- 

-S.) 

Differenzirt  m&n  nach  a. 

so  hat  man : 

2  =  y  +  (3a'-8a)z  = 
und  wenn  man  «  =  4  setzt: 

— Cj;e~"-(-C'e 

—  +(31- 

ert 

+9. 

16y  +  16i  =  Ce~*'-20i 

+  6.  8t+24z=- 

-c..~"+c 

("*■ 

—  411+0 

woraus; 

,     C.  C-  -a     11        £  Sl_(i-l-2,l-i-'''*  ";-!-" 

'"-S^<''+^"    ie*     +i6»-S-" 32^('+2»)-l — ir-ie'+S- 

3.)  j^+3y-2.  =  ..  ?|+,+6.  =  .'. 

3  +  «,  =  «.  — 2  +  5<.,=««,j  «,=a-3,  «'-8a  +  l7  =  0,  «  =  4±i, 
.X  =  ,  +  (»-S).",  ,  =  ,  +  («-3)1. 
T+(l+l)«  =  *~°*[C+/xe°*  Bx]=«~*"[<»«l— illoi]  [C+C'i 

+/j.+(.+i).-(."+''-«i)-.-"(»..-..i..)tc+c,+!±|.''+'>' 

(«■0.         («■!). 

+  -^:p; jj^J-(«...-l*i.)[(0+Cl).       +^^e  (»11+1.1111) 

+»ziai,.«i+,.i„,-!t=i',.„i+i.i„„. 

Multipliiiit  man  die  zweite  Seite  «ui  und  «etzt  beideneitig  diu  Reelle  und  Ima- 
ginäre gleich .  10  erh&lt  man 

"    .^4  16 


.(Co«.i+C-«.i). 


^13     ^17        17"' 


.=  (C'...— C™i)e       +5.    -j^i+ip. 
4.)  ^+ai+bi+ci.T,. 

WO  T,,  T],  T,  blosie  Fnnklionen  ron  t  atad.  Bei  dei  hier  Torkemmeiidon  besonde- 
ren Fonn  kBtin  man  das  obige  Vorfahren  ebeofalli  anwenden,  nur  wird  in  der  Glei- 
chung (c)  T|7i  ^^  ^'^  Stelle  ron  ä~  treleD.     Man  hat  alao  : 

a  +  »'oj  +  »"B,  =  0,  b  +  b'n, -|-b"o,  =Ba,,  c+c'ii,+c"o,  =s«a,. 


'C?6o'^lc 
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cb"  — b(B"— a)  bo'— B(b'  — o) 

<«~a)(b'-o)(B"~«)  — b"e-(«— a)  — .'b{c"-a)  — »"c(h'-a)  +  i'cb"  +  »"bo'=0, 
welch  letztere  GleicliDDg  drei  Werthe  IBr  a  gibt,  worAis  duin  auch  drei  Werttie  für 
«j,  «1  folgen.    Ist  Dan  9  =  x+aj  j+d,  z,  ao  hat  man  filr  T=T, -f-«,T»+a,T, ; 

woraus  (§.81,  Nr.  1).  da  dort  m,  =  V — «.  "11=  — V — •' 
I  "  -~ 

=2v; 


+C9' 


tV^ä 


Setzt  man  bier  fDr  a  ieiae  drei  Werllie,  vad.  natürlich  fOr  (c,,  o,  die  entipre- 
oheiidan,  so  erhält  man  drei  OleidmngeD  mit  teolu  willkflrtioheD  Konstanten,  die 
die  Auflebe  lOseu. 

Anm.     Die  OlBiehnngsn 

4'  l^+B'  5^+c'  51;+,: +.'.+b',+c>-. +. . =r, 

A"~+B"?^+0"?^  +  ..+."i+b"r+.".+..  =  -I-. 

ireiche  in  der  Uacbaoik  TOikomiiien  (L^cange,  H^aniiiiie  aoalytiqoe,  VI  MCtion;  Poiaion, 

Uecbaoik,  TI,  §.  Mi),  Terden  in  denalben  WeiM  behandelt.     Hin  liebt  aa<  ihnen  r— |, 

8'y    8'i 

T — |,  ^^, ...  und  eihUt  geaa«  die  Form  der  oben  bebandalten  OleiohnDgen.  Sind  die  Werthe 

Tona  positiT ,  10  iu  V— "  imagln&r  tu>d  •  wiid  n  co*<tV<i)+i''n(tV'ii),  vle  be. 

8'y,«+b-c      81         ,b-e        „ 

welche  Gleichangen  in  den  Dntennohtuigeli  über  die  HendtbewegUBS'  vorkommen. 
(Ver^  Ponteeoaliuit:  Th^rie  analftique  dn  iTSteme  du  moDde,  II,  g.  238.) 

Man  letze  g-^=:i,,  öT^yi ,  ">  h«  mwi  Tier  abhängig  Veränderliche :  i,  y, 
X( ,  j,  nnd  dacu  die  folgenden  Gleichungen : 

.  U n  »i^^+i^!, 


406         Beitpielf  g1cicliMitige(  lioeartr  DifierBnti&Jgleichangwi  Eoeiter  Ordanng, 
<b-c)[b.'-4n.-(*-c)] ".:^^  + 


:+a,y+«,i,+<.,r,. 
<b— t)[b«'-4in'(t-c)]  b.»  4in'(»-e>-ba' 

4m(a-o){»+b-c)B     '^      4m'(»— o)  '■^4m»(»-c)(»+b-c)' 


Die  QrSssen  a,  b,c  iind  immer  positiv,  eben  so  ist  c>b>a;  daraas  fol^,  dass 
wenn  die  obige  biquadratische  Gleichung  nach  a  aufgelöst  wird,  tBi  n'zwri  Wertfae 
folgen  werden ,  gegeben  darch 

(  ~-i-[(a+b-c)'+4{e-«)i+(c-b)b]  1 

j±  \/_4(c-a)(c-l.)ab+-i[{»+b-c)H-4{e-*)«+e-b)b]'j 

welche  Werthe,  wie  man  sieht,  reell  und  beide  negatir  sind,  indem 
-4{e-»)(o-b>ab+-^[(a+b-c)'+4(c-a)a+(e-b)b]'  =  ^[{a+b-c)' 
+4(c_,)»_(c_b)b]._,.b(e_b){»+b-c)'. 
Darftus  folgt,  dass  die  vier  Werthe  von  a  imaginSr  aind.     Se^en  dieselben  also 
=±^i.  ±fi'i.  BO  hat  man: 

<b-c)t-bff-4n.'(a-c>]  bf>i  4m'(*^c)  +  b|?' 

■^      4m(a-c)<a+b-0,«l      '      4n.'(a-c)  •"^4m'(a     cXa+b-c)    '' 

=  C,{co»i»t— iiin|*(), 
(b~c)[-b,J'-4m'(»-«)]^  1         bfH  4m'(«-e)+bi*' 

4m(»-c){.+b-c)j»l     =''^4m'(a-e)^^4m'(a-e)(a-fb-c)"'' 

=  C,(Mt|?t-|'iiini}t), 
(b-c)[-by'-4n.'(»-e)]  biTi  4mNa-c)  +  by 

*-!-.  4».(a-o)(a+b-c)ri     '     4n'{«-c)''"^4m'(a-c)(a+fc-e)"'^' 

=  C,(<!(.«i*'i— isiniJ'i), 
■  <b-c)[-b|?"-4m'(— e)I  .  I         byi  4m'(>_c)  +  by' 

+«i(a-c)(»+b-c),yi     =''^4m'(a-e)'''^4ra'(a-«)(a+b-e)''* 

=  C,(oo»(»'t+>inj»'t), 
woraus,  wenn  mui  C|=C+C'i,  C,=C — C'i,  C,  =:Ci -|-C,'i,  C,=C,  —  C,'i 
seUt: 

=  C,  eosiyt+C'.iinfKt, 

(b-.)fby+«..'<.-.)l  . 


4»(.-.)(.+b-t)|I'     '      4in'(.-0 
und  hieraiu  endlieli 


C,iiDf?'t-|-C'iCOi|rt, 


-  [CMS(»t+C'«lnj»t] h<^i_Xi  '■[C.cw^t+C.Mnytl. 


Debrigena  ial  auch 

4(.-e)(b-.)    ,  i(.-.)(b-o)    .     .,      4(«-t)(t-c)i.' 

»i'' n "•"  =' — 15)?" — "■  '- ibiP ■ 


»Gooi^lc 


die  uoh  wie  die  der  enten  Ordniuig  babändeb  lai 


4(J 

i''+V^'»' 

■4<. 

-.)(b-c)^- 

-c- 

4(. 

^"+*7'»' 

•4(. 

-c)(h-c)m» 

4(( 

:V-;-, 

b|I 

bif 

«.. 

-c)(b— c)iii' 

-i»' 

«. 

«b/J* 

»+b-0 

Üi 

-c)(b-.)™* 

-r' 

[CiCosjrt+CtiiiiS't!, 


(— Csin|*t+C'co«jSt] 


und  wenn  man  dieae  Gleichungen  auf  die  Form 

I  =Edn(iJt+y)+E'»in(j»'t+y'). 

bringt,  so  sind  j  und  f'  willkürliche  Konstanten,  eben  so  £  und  £',  wahrend 
-E,    E',  = 


ß'-\ m'  ,i"  -| m' 

Unter  der  letcteren  Form  werden  diese  Resultate  io  der  Astronomie' bcnOttt. 
6.)  SeUt  man  in  den  Oleiohungen 

■^  +  s«  — bc(wnt(icosnt+y«lniit)  =  0. 


^  +  ay  — b«lnnt(icosDt+rtlnnt)  = 

=  0: 

icoiiit+yrtnnt=ii 
Kinnt  — ;eosDt  =  v, 

^t-(t.-.+.>+2n^  =  0 

^.-(p*-a>»-2Bj^  =  0. 

y  =  nitant—  »«osot. 

§.  92. 
Bei  der  Integration  nicht  linearer  DifferentialgleicfauDgeD  kann  maji  ent- 
weder das  in  §.90  im  Allgemeinen  angedeutete  Verfahren  anwenden,  oder 
aber  sich  im  speziellen  Falle  io  verschiedener  Weise  zu  helfen  suchen,  wie 
wir  Dtui  an  einigen  Beispielen  zeigen  wollen. 

'■)  V(K)+0" ^'■^- VWhI-0' S-F.- 

(rergl.  Foiison  Mechanik,  II,  §.  463).     Aus  diesen  GleiehuDgen  folgt  aiunitt«lbar: 

Diqn.eanyGoO'^lc 


4()g  Inugratioii  DJcbt  linearer  gleichzeitiger  DiflereutikiKltichDugeD. 

8y6*x_8VB3    8  t'         Bt' 

el8t'~Bt'et'  Bx  ~  er  ' 
et       Tt 

woraus,  indem  man  integrirt: 

wenn  C  die  willkOrliche  KoDstante.   SetEt  man  dJewn  Werth  in  die  erat«  GleicbUDg, 
so  bat  man 


ey       et 
et    v,  +  c 

dass  die  Inteerale  der  gegebenen  G 
,  C"  geftiDdei)  sind.     Setzt  man  C= 
ist  auch 

x  =  — l^+c't+c". 

PoisBon  setzt  noch  c''=cco8a,  u 

|^^=<at+c)«,.« 

D  dann  c  und  a  die  willkarlichen  Eons 

1  fc-  ,          "^" 

+C't+C", 
— -l-CC't  +  C"'. 
ier  Eonstanten: 

c 

'           '      2V1  + 
eichuBgen  mit  den  i 

c,  c. 

m  zu  erhalten; 

«I  =  (at  +  c)sin«. 
anten  sind. 

•""•V+c 

2.)  Ein, Punkt  bewege  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  Eraft,  die  immer  nach 
demselben  festen  Punkte  gerichtet  ist,  und  deren  Intensität  im  Verhältnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  abnimmt;  man  soll  seine  Bewegung  untersuchen. 

Die  hier  angegebene  Äu%abe  ist  die  der  Bewegung  (des  Schwerpunkts)  der 
Himmelskörper,  in  so  ferne  mau  nur  die  aiviehende  Eraft  der  Sonne  in  Betracht 
zieht..  Es  ISsst  sieh  Qherdios  leicht  beweisen,  dass  die-Bewcgung  noth wendig  in 
einer  Ebene  ror  sieh  geheq  musa ,  die  durch  den  festen  Punkt  geht ,  waj  wir  nun 
geradezu  voraussetzen  vollen. 

Sey  also  k  die  Intensität  der  wirksamen  Kraft,  wenn  der  bewegte  Funkt  (Kör- 
per) in  einer  Entfernung  ::=I  ist,  so  wird  dieselbe  ^— i  sejn,  wenn  die  Entfernung 
r  betrügt.  Wb  wollen  weiter  den  festen  Punkt  zum  Anfongspunkt  reohtwinklicher 
Koordinaten  (x  und  j)  wählen,  die  natürlich  in  der  Ebene  liegen,  in  der  die  Bewe- 
gung geschieht  and  annehmen ,  z  und  ;  sejen  die  Koordinaten  des  bewegten  Punk- 
tes am  Ende  der  Zeit  t,  r  alsdann  seine  Entfernung  tob  dem  festen  Funkte,  Die 
wirfcsBPie  Eraft  —  zerlegen  wir  in  zwei,  die  nach  den  Axen  der  x  und  y  gerichtet 
~  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  die  r, 
d.  h.  die  Siohtung  der  Eraft,  mit  den  Axen  macht.  Da  diese  SeitenkrftA«  die  x  und 
j  sn  Teikdraen  atreben ,  so  hat  man  (g.  13 .  X) : 

g   et"  r*'  g  Bt'""       T>  ■ 

oder  wenn  =-  =  »«; 
P 

—  =  -M-,    ^=-»^,  r  =  V?+?.  <») 
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welche  Gleichungen  nun  zu  intogriren  sind.     Mao  tieht  aua  demelbfin  zunftchat; 

wo  c  eine  willkürliche  Konstante  iit,  deren  Werth  jedoob  reell  seyn  wird,  da  x  und 
y  auch  reell  sind.     Nun  i«t  aber  auch 


und  da  fänwr 

.Bt'  et^et*  8  t     2  stlXdtJ  ^\&t  J  y 

(0  folgt  am  dieier  Gleichung 

wo  c,  eine  weitere  Konstante.     Aus  (b)  folgt: 

-Dn+':-i]'=;v 

so  dass,  wenn  man  beaditet,  dass  Zg--f-7r;=rg-T,  undx'  +  y*^r*,  au»  (c) 

folgt! 

wo  c,  eine  dritte  Konstante,  und  das  obere  deichen  gilt,  wenn  r  wächst  mit  wach- 
sendem t,  das  untere  im  entgegengesetzten  Falle.  Setzt  mau-,  der  Einfachheit 
wegen: 

c.  =  -^,  c'  =  a^(l-e').  alio.  =  -^.o'=l  +  *-^, 
wo  a  und  e'  zwei  neue  willkürliche  Konstauten  sind,  und  a  von  entgegenge^tztem 
Zeichenniiti},ist,dagegeDe'^I,  je  nachdem  ^0,   so   erhält  man  C|r*+2;Ur—e' 
=  -^[a'e»— (a— r)*],  also 


t+C  =  ± 


Vjf. 


'  v.'.'-c-o-' 

o  C  statt  c,  gesetzt  ist ,  und  die  Zeidien  wie  oben  gelten. 

Setzen  wir  endlich  (§.65)  x^rcosm,  j=rsin«,  also  g-=g-:ooso)— rsinoirT. 
_  =  ^^,u,a,+rcosWg^.  so  i.ty  g^-3tg-  =  -rYt.  »1*0  •«>»  W 
(r.^J'.c.  =  aM(.-e.. 
Wählen  wir  nun  die  Kooidinatenaxen  so,  das«  lu  wachst  mit  t,  so 
ithierau><§.  13,  0 

]  VaMO-e-J, 

DiqnzeciOyGoO'^lc 
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:i=±  Vi  v.Mi=?i  ,^,..,L,._„..  ■'±  vf^/,v....':,._„. 

+  C'.  (e) 

wo  du  Zeichen  wie  in  (d)  gewählt  wird.  Die  Gleichungen  (d)  und  (e)  lOgen  die 
Aufgabe.  Die  erste  gibt  t  aJs  Funktion  Ton  i,  also  auch  r  all  Fnnktion  von  t,  und 
dann  die  zweite  oj  ali  Funktion  Ton  r,  aUo  auch  t.  Soll  die  Äuflflsung  (für  e*<CI) 
mOgliefa  lejn,  lo  musi  (a — r)'<Ca*e'  ieya.     Gesetzt  also,  man  aetce  Klrfftnn 

a-r  =  ReMi«>.  r=^a(l  — eeDE«i),   --  =  »»«in»i,  (•>0) 
wo  91  swiaeben  0  und  n  liege,  so  ist  a'e' — (a — r)'^a*e*iiu'9i,  also 
t+C  =  ±a\/— /(l-ecoi»>)e»  =  ±a\/— (»— e»in»J 

nnd  »=  +  VT^'/ ,        *     .+C.  V 

AlU  der  Qleichang  (e)  folgt  Übrigens  unmittelbar: 


(O,  -|-  -q'  I  s«  ist  hieraus 
(l-e") 


itg^o-»,  -  ■|^^J=+Colg(«  — -,). 


(r-a>'+2>< 


d.h.  '^     ■/-r*.^^    ■^^■^'=[>',>-(t-<-r)']co^■p,g=.-... 

{r-ft)'[]+(l  — o')(>otg'ö]+2a*'('-»)  +  »'*'t6'-<l-«')eMg'p]=0. 
(r  —  a>*(l  —  e'Mi'c]  +  2ae'(r  —  t)tin'p  + »'«'[«'  — C''*'p]=0. 

«')  (1  —  e'coi'p)  +>'e*  »in'f 


1— e'cos'e        ▼ 


(l-^e'co«'j)' 

fte'rin'p     ^aa(l^e')eo»p 

~       l  —  e'  cos'e""    1  —  e'cos'p 
t(l— e')    ^ae(l-e')cosp 
1  — e'oo»*f  ~     1  —  e'  CMp    ' 
so  dass  also  entweder 

^^    a(l~.')        tB(l-e')ooig_    ad-e') 

1  — b'co«*p         I  — e'oos'o  1  —  eeoio  '  ,   , 


e') 


«Ds'e  l+ecosp   ■ 

ist.     Dies  ist  dann  zugleich  die  Gleichung  der  Kurve,  die  somit  in  allen  Fällen  ein 
Kegelschnitt  ist,  in  dessen  Brennpunkt  die  Sonne  steht. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  a,  e,  (O),  C  wollen  wir  annehmen,  im  Anfonge 
der  Zeil  sey  r^rg  bekannt,  «  sej  dann  =(0g;  ferner  kenne  man  die Oeschwindi|r- 
keit  Vq  in  diesem  Augenblicke  und  sey  j  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Axe  der  x 
macht,  so  das*  fttr  t=0;  -^=v„cflsj',s-  =  v,sin)'.     Alsdaon  gibt  die  (o): 
v,'  =—— -^.woraus  afo^ti 

:c,  »■oreiin(»„--y)=Ci  «Kl— » ')=«<. *r.  "sin •(•,—y). 


.yGoo^^lc 
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die  (•-);■  r„^.^*tl-e')  „,^ 

1  +  BOO.K— ^) 

wälrend  diff (d)  heisst  \/^t=+  /  '^'' /j-> 

FllU  «*<C1  BUS.  u  ist  die  Knne  mm  EllipaG;  nimint  mtD  dann  diejenige  Linie  nu 
Pol&rtie,  die  darcli  die  Sense  gAeod  mit  der  Mheren  Aie  der  i  den  Winkel  s,  macht,  *o 
bat  man  in  (e^  kk»  •-|'a>i  für  *>  la  letieD,  nm  als  Polaiglelcbvtig  m  erbalten:  - 
^       aO-e-) 

vo  dai  oliere  ZeieheD  gilt,  wenn  die  nenmehilgen  ■  Ton  dem  der  Senne  entfnntereD  Seheltel 
ana  geieehoeC  werden.  Rechnet  man  aber  ■  Ton  dem  derSonne  nlheren  Scheit«!  (PeriheUim]}, 


a(l— e') 


(e") 


M  dau  a  die  halbe  groHe  Aie,  b  V  ~  e'  die  halbe  kleine  Axe  der  Ellipse  iat ,  wlbrend  die 
groeae  Aie  die  Polanue  iit  Llut  man  «  von  0  bis  2n  geben,  lo  hat  derKOrper  einen  fal- 
len Dmlanf  gemacht.  Von  a=Obii  «  =  «  gilt  dann  in  (d")  das  ober«,  von  <g=<i  bii  m=2* 
datODtere  Zeichen,  d.h.  wenn  mau  die  2eit  tod  «=0 an  zlhlt,  so  iit  die  Zeit  eines ümlasb 
*  gegeben  dorch 

V  .  y  v...._(._,,.  y  v....-(.-r)'' ' 

Nun  Ut 

»odaia«=2»»tV/-l,  ,1=*^,  k  =  t^^i«t. 
»^     M  f*  ge' 

3.)  AA'BB'  (Flg.  53)  etelle  einen  geradlinigen  Kanal  Piff-  ^■ 

vor,  der  durch  die  Wand  CC  in  iwei  Theile  getheilt  se;;  ß 
in  den  beiden  Theüen  bewegen  sich  LutletrBme  Ton  ver- 
schiedeneK  Temperatur,  so  daes  durch  die  Wand  hindurdt,  ^  _ 
die  aus  einedt  fQr  die  WSrrae  leicht  durchdringbaren  Stoff 
bestehe,   der  eise  Luflstrom  durch  den  andern  erwärmt ^^  a  ie 

wird,  während  die  Wände  BB',  AA'  keine  Wftrme  hindurdilMsen.  Hao  soll  die 
Temperatur  der  LuftstrOme  für  jeden  Querschnitt  untersuchen. 

Wir  setzen  biebei  roraus,  dass  bereits  ein  Zustand  eingetreten  sejr,  bei  dem  in 
jedem  Querw^itt  sowohl  des  Ejuali  AA'C'C,  als  CCBB'  immer  dieselbe  Tempera- 
tur herrsche ,  die  natQrlich  Ar  jeden  Querschnitt  eine  andere  seyn  wird.  Se;  ferner 
r«  die  Temperatur  des  (heissere«)  Luftstroms  in  AA'C'C,  wenn  er  in  AC  in  den  E^ 
nal  eintritt;  r^  die  Temperatur,  mit  der  er  den  Kanal  in  A'C  TerUsst  (beide  etwa 
in  Graden  des  hnaderttheiligen  Thermometeri  angegeben);  ab,  a'b'  swei  Quer- 
schnitte, deren  Entfernung  di.  sef,  wenn  z  die  Länge  Co  ist ; 


Coo»^[c 
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Qnenchnitt  aci  t  die  in  cb,  welche  beide  blou  van  x  und  nicht  roti  der  Zeit  ftbhin- 
gen;  und  wenn  die  Kanäle  eng  g'enug  sind,  durch  den  ganzen  Quer*dinitt 
dieielben  sind;  im  Qaeracbnitt  a'b'  werdeo  nun  die  Temperaturen  se^ni  T-^i^T 
fOr  a'c',  t-f~^t  fUr  c'b',  wo  JT  negativ  i»t,  da  T  mit  wachsendem  x  sicher  ab- 
nimmt, dagegen  idt  poüttT  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  beiden  LuttsrOme  lieh 
in  derselben  oder  der  entgegeDgesetEten  Richtung  bewegen.  Sej  weiter  P  das  Ge- 
wicht derjenigen  Luftmenge,  die  in  einer  Sekunde  durch  ac  strämti  p  dag  der  durch 
eh  in  derselben  Zeit  strOmenden  LuAmenge;  C,  o  die  »pezifischcn  Wärmen  der  bei- 
den Luftarten  (g.  34,  U),  k  diaaelbo  GrSsse  filr  die  Zwischenwand,  wie  in  §.  34.  Je 
kleiner  nun  .Ji  ist,  desto  geiiauer  richtig  wird  «s  sejn,  wenn  wir  annehmeu,  es 
herrsche  innerhalb  der  zwei  Schnitte  ab,  a'b'  durchweg  dieselbe  Temperatur,  die 
sich  dann  plötzlich  in  a'b'  ändere.  Nehmen  wir  dann  schliesslich  -It.  unendlich 
klein,  so  ist  diese  Annahme  geradezu  richtig.  Unter  dieser  VorauwetEnng  wird  nun 
die  Luftmenge  P,  indem  sie  durch  aco'a'  strümt,  die  Wärmemenge  — PCJT  ver- 
lieren, während  die  durch  cbc'b'  strDmende  Menge  p  die  Wärmemenge  pc^t  ge- 
winnt, wenn  beide  StrOme  sich  in  gleicher  Kchtung  bewegen,  oder  die  Wärmemenge 
— poJt,  wenn  das  Entgegengesetzte  stattfindet.  Da  nun.  der  Annahme  nach, 
durch  die  Äusseren  Wände  keine  Wärme  entweicht,  so  hat  man 

— PC^  =  ±pc^t,  — PC^  =  +pc^. 
d.  h.  wenn  Jx.  unendlich  klein,  unt«r  welcher  Annahme  diese  Qleichungen  erst  ge- 
nau sind: 

pcj-l=+p.^'.         (1) 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  beide  StrOme  dieselbe,  dos  untere,  wenn  sie  ver- 
schiedene Bewegungsriehtnng  haben. 

Der  Temperaturunterschied  in  ae'  und  cb'  beträgt  T — t;  also  ist  die  in  der 
Sekunde  durch  cc'  strömende  Wärmemenge  ^k(T — t)a},  wenn  m  die  Flädie  des 
zwischen  beiden  Querschnitten  liegenden  Wandstilcks  ist.  Diese  Fläche  se;  ^ 
<f{x)  -dl,  wo  immer  9>(x)  eine  bekannte  Funktion  von  x  ist,  wie  denn  im  ein&ch- 
sten  Falle  ^(x)  konstant  ist.  Da  die  durch  cc'  strOmende  Wärme  der  gleich  ist, 
welche  P  verliert,  so  ist: 

k{T— t),.{i).4i  =  ~PC-fl'.  kCT— t)».(i)=— PC^, 
d.h.  FCg-^  =  -kCr-t),(i).  (B) 

Die  beiden  Gleichungen  (f)  und  (g)  enthalten  die  LOsung  der  Aufgabe.  Man 
wird  hier  am  Besten  so  ver&hren,  dass  man  zunächst  aus  (f)  zieht;    • 

pct  =  +  PCT+Äpc,  (h) 

wo  Ä  eise  willkürliche  konstante,  und  dann  hat 

Ol  po  Ul*)»  —  ABl  po 

wot.u.(S.65): 


-'/'' 


/• 


|.(i)Bx=pj^lt(l+a)T-A]  +  Ä'( 
A'  eine   weitere   Konstante   ist.       um  die  Konstanten   zu 
9)(x)8xs=9i(x),  und  X  die  Länge  CC',.so  ist  für  x=0:    T= 


.yGoo^^lc 


»Gooi^lc 
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— I  aiiDai — cMai 


0+»')V» 


/_K  „  ,      -I  — linax—aeiuai  ,    1    /"-»finai+aeolai 

vr,  *...e.=vx.  ^ — r+ji — +yy.     (,+.,y, 

yvx..  e<..<e.=  -5-y — (,+.,v. — ''--"2  iTT'+zr 


/•*      -.  .        1  /•°'."^W...+«c<...»)..       1       ? ,    1      " 

Jy-'     •""»'^Sj ■„+..„/x •— 2   l+.'+2   1+.- 

■•'""   8i'°~Tr+T'^2 1+>"' »■"   2  m?  2  1+.'-     '' 

8y  ,  ei  1        Sy       8i_i_ 

worMiaucb  *äs'*"6ä'""  2''  ea     'e»~  2  ' 

Hau  zieht  aua  dieaen  Gleichungen,  wenn  man  sie  noehmats  nach  a  differenzirt 
6i     B'i     .   .  . 
und  dann  t,  jr~  ■    i — i  eluninirt : 

'  a+ol^+^aH+f.«».       « 

GoDS  eben  so  6Ddet  lieh 

IBetstauui  u^z4~>7i  ■<>  folgt  hieraus 

8eUtiii»inä.62(b)x=V9'.  a!«»  (f^  =  2V> •  "*  "* 

ao  daaa  mm  yerauöiea  kann,  es  mOcht«  u='y' jT-^j  soyn  kflniion.      Wirklieh 
genflgt  V/-—:  der  (k),  und  d»  die  (i)  dieselbe  Form  hat,  so  ist  (§.  74) :    . 


wUiTeDd  aus  (1)  dann  folgt: 

Ci  C'i 

WasCundC'betnlft,wiist(Ui-a  =  0:  y=:0,  z=  Vff  (S- 62),  »Iso 
C+C'  =  0,  Ci  — C't=  V«!   C  =  ^,   C'  =  — ^, 


und  mithin 

^00 


AufluMgMckviadi^^t  der  Laft  MU  linw  boiUoDtaleB  B/äm. 


f- 


LVi_,i     Vi+T 


Nun  ist,  wÄiiHf^  Vl  +  a'.  co»«^  — ,  ain«=:---:  — ===^(l-f-fti)    ' 

=rt[«.f-,..|.].^=<i-.-,-»=,-i[.o.f;!.^f]....„. 

Dui  die  Integrale  / — ^      """bi,    / — 5—-; — ■'- B  x  hierauf  «Mrilckkommen, 
Ut  leiotit  eniehtliah,  und  man  flndet 


Es  kaon  sich  ereigDen,  dass  zwischen  den  n-{-l  Veränderücheo  z,y, 
z,...  nicht  lauter  Differentialgleichungen  gegeben  sind ,  sondern  einige  Olei- 
cirangen'ohne  Differentialqaotieoten.  In  dieeem  Falle  kann  man  einige  der 
abhftngig  Veränderlichen  unmittelbar  durch  s,  oder  durch  andere  abh&Dgige 
GrftBBen  ansdrOcken,  so  dass  sie  als  gar  nicht  weiter  vorhanden  betrachtet 
werden  kOnaeo.  Die  Gleichungen,  welche  alsdann  uoch  bleiben,  Bind  mir 
noch  zs  integriren,  und  nach  ihnen  bestimmt  sich  die  nsthige  Anzahl  der 
wUlkürlichen  Konstanten.  Ein  Beispiel  aus  den  Anwendnngen  auf  Mechanik 
mag  zur  ErUntening  genügen. 

5.)  Wir  wollen  annoliinen,  durch  eine  BOhr»,  deren  Axe  horiaqntal  liege,  strOme 
eine  eUutische  FläiBi'gkeit  und  ea  »ej  der  BeharnugsKUitand  der  Bewegung  einge- 
treten, d.  h.  in  jedem  Querschnitt  bleibe  die  Bewegtiog  iminer  dieaelbe,~te7  also  nur 
rerftnderlieli  von  QneTtohiutt  zu  QueKohnitt.  Uuaua  folgt,  dui  in  der  Zeiteinheit 
durch  alle  Querschnitte  dieselbe  Menge  der  FlOitigkeit  (Luft)  strOmen  mnu,  (Zur 
Verdeutliohung  wollen  wir  um  in  Fig. 53  unter  ABB'A'  die  fragliche  Bohre,  und 
unter  CC  deren  Axe  Torttellon,  obwohl  wir  nicht  ancuaehmen  branefaeu,  dass  die 
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(^encluitte  alle  gleich  groas  «eyen ,  wie  dies  in  der  Figur  der-  Fall  ist;  es  bruicht 
Dur  die  Aze  CC'  geiadliuig  zq  eeyn  und  horizontal  zu  liegen.)  Auf  der  einen  Seite 
AB  stehe  die  Bohre  in  Verbindung  mit  einem  Gasometer,  in  welchem  immeT  derselbe 
Druck  P  ((Hr  die  Flächeneinheit)  herrsobe;  an  ihrem  anderen  Ende  A'B'  dagegen 
stehe  sie  entweder  in  Verbindung  mit  der  fireien  Luft,  oder  mit  einem  andern  Gaso- 
meter, in  welchem  der  konstante  Druck  P'  herrsche. 

ist  ab  ein  Querschnitt  in  der  Entfernung  Cc^x  von  Anfang,  dessen  Fliehe 
=  <U  sey,  so  sej  dort  die  Geschwindigkeit  der  Lufttheilchen  :=v,  wobei  wir  rorana- 
fletsen  wollen,  da»  alle  Lufttheilcben  sich  in  demselben  Querschnitte  parallel  unfl 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegen ;  p  sey  der  Druck,  der  in  diesem  Querschnitte 
herrscht,  so  dass,  wenn  fi  das  Gewicht  der  Votumeneinheit  des  Gases  in  ab  ist,  mao 
(nach  dem  Hariotteschen  Gesetse  und  mit  Berücksichtigung  der  in  der  ganzen  Rohre* 
als  gleich  vorausgesetzten  Temperatur)  hat 

p  =  k|i.  {■») 

wo  k  ein  konstanter  (und  bekannter)  KoeFBzient  ist.  Sej  nun  a'  b'  ein  Querschnitt 
in  der  Entfernung  ^  z ,  so  wird,  wenn  schliesslich  Jn  unendlich  klein,  dies  BAhren- 
ttOck  aba'b'  als  überall  gleich  weit  angenommen  werden  dOrfen,  eben  so  wie  man 
annehmen  darf,  es  haben  alle  Lufltheilchen  in  demselben  die  Geschwindigkeit  v,  die 
plotclidi  in  a'b'  in  v-^  Jv  übergehe;  eben  so  herrsche  in  aba'b'  Qberall  der  Druck 
p,  der  in  a'b'  pkltzlich  in  p-|- Jp  abergeht.  Die  Luflmenge  in  aba'b'  hat  zum 
Gewicht  ut/i^ß^^—r — ,  und  da  sie  ihre  Geschwindigkeit  Ton  v  in  v-j-^v  umin- 

dert,  10  rerliert  sie  an  lebendiger  Kraft:  —   ^.      [v^ — (v-{-Jv)^]= -^[vJv 

-\-j0vy],  d.  h.  sie  hai  diese  Arbeit  beim  Durchströmen  von  aba'b'  rerriehtet. 
Eiebei  hatte  aber  die  Lnft  den  Druck  <u  -Jp  zu  überwinden  nnd  zwar  auf  die  Strecke 

oder  da  Jx  unendlich  klein: 

^  -  _  1.  „  ^  fnl 

ai       gk    6x 

Da  die  durch  einen  Querschnitt  in  der  Zeiteinheit  strOmende  Luftmenge  immer  die- 
selbe ist,  so  muss  f<o)V,  also  auch  pa>v  konstant  seyn,  so  dass 

pa>v  =  a  (p) 

ist.  Die  Gleichungen  (m),  (n),  (p)  geben  -p,  v,  ß  als  Funktionen  von  x.  Von  diesen 
ist'nuT  (m)  eine  DiHbrentialglfliobung  (u  muss  als  bekannte  Funktion  von  z  aoge- 
•ehen  werden).  Wenn  man  will,  kann  okan  ti  aus  (p)  ziehen  nnd  in  (n)  einietsen, 
am  eine  Gleichung  aa  Bestimmung  von  p  xu  erhalten.  Fttr  den  Jetzigen  Fall  aber 
ist  es  beqnenier  zu  setzen : 

«4!i=-"S^' »"*'  =  -¥+'=■ 

und  wenn  V  die  Geschwindigkeit  des  Abflusses  in  A'B',  wo  p^P',  so  iit 

gkl(P')=-y+C.  gkl  (■^)  =  ^'-^', 
d.h.  wenn  ß' die  FlÄche  der  Oelftinng  A'B'  beleiohnet,  wo  aUo  a  =  p»w  =  P'fi'V 
:=FilV,  wo  Si,  V  die  tthnliehen  GrSasen  ffir  AB  sind,  es  ist 
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Zi«ht  D)ui  biereuB  p ,  was  freilich  nur  n&herungsweiae  geschebcD  kami ,  so  ge- 
ben (p)  und  (m)  ilie  Obrigen  OrSsaea. 
Da  für  <u=iJ  :  p^P,  so  ist  auch 

dnrch  welche  Oleicbnng  die  Aosflusageschwindigkeit  anegedriickt  Ut.    Die  Einflnia- 
gesch windigkeit  V  ergibt  »ich  ans  der  Gleiohnng  PflV  =  P'iJ'V'. 

(Uan  Tergl.    „Narier,  Resume  des  lejons  snr  rApplication  de  la  M^canique" 
U  partie,  XVn.) 

§.  93. 
Bereits  in  §.90  haben  wir  gezeigt,  dass  die  Integration  von  gleicbzei- 
tigen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnnng  immer  zurückgeführt  werden 
kOnne  auf  die  Integration  eines  Systems  gleichzeitiger  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung ,  so  dass  wir  nns  nur  mit,  letzteren  beschäftigen  vojlen.  D&- 
bei  setzen  vir  voraus,  dass  man  die  gleichzeitigen  DiffereDtialgleichungeo 
höherer  Ordnung  nach  den  höchsten  Differentialquotienten  der  abhängigen 
Veränderlichen  anflösen  künne ,  so  dass  dieselben  die  Form 


haben,  wo  in  P,  Q,  R,  ,  .  ,  keine  Differentialquotienten  von  y,  z,  u,  .  .  .  vor- 
kommen, die  die  m",  n",  r",  .  . .  Ordnung  übersteigen.  Sollten  die  gegebe- 
nen Differentialgleichnngen  nicht  so  beschaffen  seyn,  dass  in  Jeder  die  Diffe- 
rentialquotienten höchster  Ordnung  vorkommen ,  so  wird  man ,  wie  bereits  in  - 
§.  90  angegeben,  durch  weitere  Differentiationen  dieses  Ziel  immer  erreichen 
können.  Die  Möglichkeit  der  oben  angegebenen  Auflösung  muss  jedoch  hier 
unbedingt  vorausgesetzt  werden. 

I.  Wir  wollen  nun  annehmen,  man  habe  bloss  die  zwei  Gleichungen 

:-:-■:-:-■    « 

worin  X,  Y  Funktionen  von  z,  y,  z  seyn  sollen,  und  man  habe  auf  irgend  eine 
Weise  eine  Integralgleichung  gefunden ,  welche  diesen  Gleichungen  geniJgt ; 

r(.,y,.)  =  c,  (b) 

in  der  c  die  willkürliche  Konstaate  vorstelle,  eine  weitere  Konstante  aber 
darin  nicht  sey;  so  folgt  hieraus 

also,  wenn  man  die  (a)  beachtet: 

y+yx+t'T=o,    (., 

welche  G-Ieichung  nothwendig  identisch  seyn  muss,  d.  h.  die  einzelnen  Glie- 


der müssen  sich  gegenseitig  aufheben,  was  auch  x,  y,  z  seyn  mögen.  Wir 

t  kon 


setzen  voraus,  daas  X  und  V  nicht  Null  seyen,  so  dass  y  und  z  nicht  kon- 
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staot  sind ;  eben  bo  dürfen  X  und  Y  nicht  unendlich,  also  auch  nicht  x  kon- 
stant seyn;  dann  versteht  es  sich  von  selbst,  daae  in  (b)  mindestens  zvei 
der  Ver&nderliclien  vorkommen  werden,  da  const  di'e  eine  vorkommende 
einen  konstanten  Werth  hatte. 

Gesetzt  also,  z  komme  in  (b)  vor,  so  ziehen  wir  z  diirch  die  abrigcn 
Grössen  aus  dieser  Gleichung  und  setzen  dasselbe  in  die  erste  GUMang  (a), 
Rämlich 

ein,  wodurch  dieselbe  zu  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zwischen 
X  und  y  wird ,  wie  wir  sie  im  zwölften  Abschnitt  betrachtet  haben.  Gemäss 
§.  69,  11  existirt  nnn  ein  Faktor  M,  der  madit,  dass  dann  (a')  ganz  unmit- 
telbar integrabel  ist.  Dieser  Faktor  ist  ftber  nach  §.  69  so  beschaffen,  dass 
die  Gleichung 

^+«.„     „, 

durch  ihn  erfüllt  seyn  muss.  Denken  wir  uns  nun  zunächct  in  (a'J  die  z  noch 
nicht  ersetzt;  denken  uns  veiter,  M  sey  eine  Funktion  von  x,  y,  z  so  be- 
schaffen, dass  sie  den  Integration s- Faktor  fllr(a')  abgibt,  wenn  man  z  durch 
(b)  ausdrückt ,  so  wird  in  der  Gleichnng  (d)  bei  den  partiellen  Differentiatio- 
nen nach  y  und  x  zu  beachten  seyn,  dass  in  M  auch  noch  z  vorkommt,  das 
vermöge  (b)  von  x  und  y  abhängt,  so  dass  die  Gleichung  (d)  seyn  wird: 
8Mj^8M8-  ,  e(MX)  ,  e(Ma)8i 

Tr+TT  r;"'~~Tr;^ — ' — äi —  nz  =  ^'        W' 

ni        DI   11 1  oy  Ol      By 

die  partiellen  Differentialquotienten  nach  z  und  y,  in  so 
ferne  diese  Grössen  in  M  und  MX  entwickelt  vorkommen,  bedeuten  und 


8M  a(Ml) 


Vx  ey 


aus  (b)  zu  ziehen  sind.     Daraus  folgt: 


Bf    8fei 
so  dasB  die  (d')  wird : 

Ltx^^   e.   Je. 

«") 

Die  Grösse 

¥.■'-. 

lach 

ine 

rn  VoTaussetznngen, 

aicier  nicht  Null 

ferner  ist,  wenn 

er 

BJBM 

»(Mrt 

-uJlL 

IOIX)«l     8  (MX,) 

«-5Ü 

Di  Bx         ei  Bi8i'       6y      6»  8r  at8y' 

also  gibt  die  (d") ; 

XH,)     loa,)     r     8't      8fBiri     r       e't      et6(MX)-| 

-8r+  »I  ~L"sr5;+üirJ~l"'ei8^"'"8>~8rJ-°' 

ii..  «(M,)^8(ia.)    '["iU    'l'^di    , 


Allein,  da  M  nicht  =0  vorausgesetzt  wird,  ist  auch  nachC;): 
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wTMiri  offeabar,  indem  diese  Gleichuug  identisch  ist,  so  dass  auf  der  rinen 
Seite  steht,  war  »C  der  andern : 

St  ~  8i        * 

mithin  mao  hat : 

a(M»)  ,  8(MXy)  ,  8<MYy)„ 
8x    ■•"     By     "^     Bi      ~    '  '*^ 

velcber  Gleichung  also  der  zu  suchende  Faktor  M  genügen  muss.     Gesetzt 
also,  man  sey  im  Stande  eine  Grösse  £  zu  beatimmen,  welche  der  Oleichnng 

genfigt,  und  |  nicht  =0  ist,  so  wird  nothweodig  M^  —  |  denFaJitorM  be- 
stimmen, der  die  eine  der  Gleichnngen  (a)  integrabel  macht,  wenn  man  z 
ans  (b)  zieht  and  in  diese  Gleichung  einsetzt.  Man  sieht  hieraus ,  daaa  man 
alsdann  nur  eine  Integralgleichung  der  zwei  Gleichnngen  (a)  zd  kennen 
braucht,  um  die  andere  sofort  Qnden  zu  können, 
1.)  Man  lube 


)  folgt  hieraus 

l 

)«-   x(j- 

-•)  ■ ». 

J(J- 

■)  • 

'+U- 

+:-;=»• 

«+r+i 

■. 

ts  •  = 

-.e— 

Die  Gleichung  (e') 
8|_ 

ist 

Mj 

'C 

10 

»I    ■{i-.)er    i(j-.)»i^  l.d-')'    ■(;—)•) 

S«Ut  man  liier  |=:z(y< — i),  go  ist  diese  Gleiohimg  liefriedigt,  und  ds  ö^  =  1, 
»o  ist  x(f — z)  einFalLter,  der  die  erste  Gleiehung  integr&bel  madit.  Sie  gibt  dasin; 

•(j--)f;  +  7(r-.)  =  0.  ■(2j+,-s)j^+r(2,+,-.).0. 
und  $.69,1; 

*o  da«  die  zweite  Integralg'leicltung  ist: 

«(»y  +  y'  — er)=.c',odet  ijf  =  C, 
wenn  man  c=x-j-j+i  »etit. 

Wenn,  wie  im  vorigen  Beispiel,  die  Grössen  X,  Y  der  Gleichungen  (a) 
einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben ,  also  diese  Gleichungen  etwa  sind 

*  DiBHiSati  Ut  nor  onter  dar  genuehttnVonDiietning  waiv,  m  Hy  dl«  ToriMtgaltudi 
Oleicfanng  «in«  niD  IdcBtUclii,  wie  etwa  x-t-yi— fii^i-f-yi— B>. 


Dai  Prinilp  det  letzt«D  Hnlt^katon. 


Bo  ist  die  (c') : 

u'&}jM  „ 

ex"*"      8y      "•■      St  • 

nnd  wenn  man  |=X£' setzt,  so  hat  man  }zu  bestimmen  ans 

«X   "*"   8y   "^    6i  '  ^    ' 

damit  die  aue  M  ^=C  bestimmte  Grosse  M  ein  Integrabilitäts-Faktor  der 
Gleichung 

sey. 

n.  Man  habe  die  drei  Gleichungen 

wo  Y,  Z,  U  Funktionen  von  x,  y,  z,  a  seyen.   Denken  wir  uns  ferner,  es  sey 

f(x.y.r,i.)  =  o  (b) 

eine  der  (drei)  Integralgleichungen  des  Systeme  (f),  so  wird,  wie  in  I  notb- 
wendig  identisch 

seyn,  woraas,  da  wir  wieder  Y,  Z,  U  weder  0  noch  oo  voraussetzen,  folgt, 
dass  die  Gleichung  (g)  mindestens  zwei  der  Veränderlichen  enthalten  mnss. 
Sey  also  n  jedenfolla  in  (g)  enthalten,  so  ziehe  man  u  ans  (g)  und  setze 
dessen  Werth  in  die  zwei  ersten  Gleichaogen  (f)  ein,  wodurch  dieselben  za 
zwei  Gleichungen  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  werden  and  wir 
wieder  auf  dem  in  I  behandelten  Falle  sind. 

Gesetzt  nun  weiter,  man  kenne  ebenfalls  noch  eine  Integralgleichung 
dieser  zwei  ersten  Gleichnngen,  nachdem  u  aus  (g)  ersetzt  worden,  nnd  sey 
dieselbe 

r.(x,y,l,<:)  =  c',  (gO 

wo  c  die  Konstante  der  Gleichung  (g),  c'  die  neue  Konstante  ist  Alsdann 
wird  nach  I,  wenn  man  £  bestimmt  auR 

wo  in  Y  und  Z  vorerst  u  anB(g)  ersetzt  ist,  die  ans  der  Gleichung  M-~  =  £ 
gezogene  Grösse  M,  in  der  z  aus  (g')  ersetzt  wird,  ein  integrirender  Faktor 
für  die  erste  Gleichung  (f)  seyn.  Denken  wir  uns  nun  $  sey  eine  Funktion 
von  X, y,  z,  D,  die,  nachdem  u  aus  (g)  in  ihr  ersetzt  ist,  in  die  so  eben  ver- 
langte Funktion  von  x,  y,  z  übergeht.  Alsdann  kann  man  statt  der  eben  ge- 
gebenen Gleichung  schreiben: 

Üj_Ü  ^j.iiIÖ^i(IÖ  en     8(Zt)  .  8(Zf)  Btt  _ 


.  Goc^lc 
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WO  nan  die  partiellen  Differentialqaotieoten  bloss  nach  den  ent-wickelt  io 
f ,  Y,  .  .  .  vorkommeodeD  Grössen  genommeD  sind,  und  r-,  g-,  g-aus(g)za 
ziehen  sind.     Aber  aus  dieser  Gleichnng  folgt 

8f,ef8D    „ef,ef8a    „ef.efBn    „ 

a+R  r.=»T,+»;  »!=»■  >-.+r.  r.-°' 

SO  das8  also 

tot  .  8(Tt)     8(Zf)-|8f_8taf_e(Yf]8f  8(2»  Bf 

Bx"*"    8y    "■"    8i   Jbb      6u8i         8u     8y  8u     Bf"    ' 
Ferner  hat  man ,  wenn  wieder  —  =  ^ ,  wo  y  nicht  =  0 : 

8f  Bf__e(fyi           8T      a(Yi)8f      8(Yi»)  8'f      B(ZO  Bf 

8x  8n         8i           öiBo'      BySu""      Bj;  Br8a'BiBii 

^8(ZM       ,^    BT  ^ 

SO  dass 

8(M|8(Yfy)      B(ZM      K^^bD      ^(^^8~y)      "  (^^~J      . 

8i    "r     By      "•"     Bi  Ba  Bn  flu 

Aas  der  identischen  Gleichung  (h)  folgt  aber 

8n      "•"        8n        "^        Bn        ~  Bo        ' 

80  dass  also  endlich 

stfff)  I  ecYJT»)    B(zf»)    eqjfy) ^ 

6i    ^      Öy     "•"     Be      "*"      8u 
Man  scbliesst  hieraus  nun  das  Folgende : 
Kann  man  der  Gleichung 

ox        Dy  OK  on 

durch  einen  andern  Werth  als  C^O  genügen,  so  wird  die  Gleichung 

eine  Grösse  $  geben,  die,  wenn  in  ihr  u  aas  der  Gleichang  (g)  ersetzt  wird, 
mittelst  der  Gleichnng   . 

eine  andere  Grösse  M  liefern  wird,  die,  wenn  man  in  ihr  z  durch  (g')  ersetzt, 
ein  iotegrirender  Faktor  der  ersten  Gleichung  (f)  8eyn  wird ,  in  der  zuerst  u 
ans  (g)  and  dann  z  aus  (g')  ersetzt  ist. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  dieses  Verfahren  beliebig  ausdehoen  kann, 
und  wir  wollen  das  Resultat  för  vier  Gleichungen  nur  noch  aussprechen: 

m.  Gesetzt,  man  habe  die  Gleichungen 

so  bestimme  man  zuerst  eine  Integralgleichang 

f(i.T.«,n.T)  =  e.  (1) 

in  der  v  vorkomme;  schaffe  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  v  mittelst  der 
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GleicIuiDg  (I)  weg  aod  erbalte  drei  GleichnngeD  zvischea  x,  y,  z,  n,  fflr  welche 
eine  neae  Integralgleicfaiing 

f.(»,y.l,u,«)  =  c'  {!') 

sey;  mittelst  dieser  schaffe  mao  u  in  den  zwei  ersten  (k)  weg,  in  denen  be- 
reits V  mittelst  (1)  ausgedrflclit  war,  nnd  erhalte. zwei  Gleichungen  zwischen 
X,  y,  2,  für  welche  man  eine  weitere  Integralgleichnng 

t,{i,j,.,Co')  =  o"  0") 

kenne.     Alsdann  snche  man  eine  Funktion  $  von  x,  y,  z,  n,  v  zu  bestimmen 


8(tT)  ,  8(fZ)  ,  8(tü)  ,  e(fT) 
bestimme  weiter  |'  aue 


+-Ti'+-ir+-Tr+-ir=''-      <"' 


und  ersetze  in  $'  die  Grösse  v  mittelst  (1);  bestimme  dann  £"  aus 
worin  n  durch  (I')  ersetzt  werde ;  ferner  bestimme  man  M  aus 


und  ersetze  z  durch  (l")i  so  ist  M  ein  integrirender  Faktor  der  ersten  Glei- 
chung (k),  in  der  v,  u,  t  nach  einander  durch  (l),  (1'),  (I")  ersetzt  sind.  Die 
Integration  dieser  Gleichung  nach  §.  69 ,  I  wird  dann  unfehlbar  die  noch  feh- 
lende vierte  Integralgleichung  des  Systems  (k)  liefern. 

rV.    Ereignet  es  sich,  dass  die  Grössen  Y,  Z,  ü,  .  .  .  der' Gleichungen 


(k)keinx  enthalten,  so  setze  man,  da-r —  = 


und  integrire  dieses  System,  gemäss  dem  in  III.  angegebenen  Verfahren, 
wozu  man  natürlich  jetzt  nur  n — 2  Gleichungen  zu  kennen  braucht,  wenn  d 
die  Anzahl  der  Grössen  y,  z,  .  .  ,  ist,  am  die  n  —  1"  nach  AuftCEung  der 
Gleichung  (m)  zu  finden.  Eliminirt  man  sodann  ans  der  Gleichung  jp  =  Y, 
alle  Veränderlichen  bis  auf  y,  so  erhält  man  hieraus 


-fi 


als  n"  Integralgleichung.     F&r  diesen  Fall  bruicht  man  also  bloss  n  — 2  In- 
tegralgleichungen des  Systeme  zu  kennen. 

Enthielten  die  Grössen  Y,  Z,  U,  .  . .  etwa  kein  z,  so  würde  man  die 
Gleichung  j-  =  Z  in  (k)  weglassen  und  die  Übrigen  n  —  1  Gleichungen  be- 
handeln, wie  80  eben;  eliminirt  man  dann  aus  Z  die  Grössen  y,  u,  .  .  .  mit- 
telst der  gefundenen  n —  1  Integralgleichungen,  so  wird  Z  eine  blosse  Funk- 
tion von  X  und  man  hat 


i/Goo^^lc 
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als  lotste  IntegralgleichuDK- 

V.  Wenn,  vie  dies  in  dem  oben  angegebenen  Beispiele  der  Fall  war, 
die  zveiteQ  Seiten  der  Gleichnngen  (k)  denselben  Nenner  haben,  so  dasB  man 
also  hat 

8y_T    8i_Z    Bn_£    BrV 
6i~X'8x~  X''6«~  X*6i~  X  '  ^   ' 

SO  setze  man  in  (m)  X|  fUr  f,  und  hat  dann  die  Gletclmng 
8(Xe      6(TÖ      B(Z|)      B(D()      B{VO 

"er"''~8r"'""8^+~8^''""8^^ —       *^ 

au&al5sen,  während  ^,  $",  M  aus  denselben  Gleichungen,  wie  in  tll.  be- 
stimmt werden,  und  dann  M  der  integrirende  Faktor  von 

x|-;-T=o 

ist.  Man  sieht,  dass  es  immer  auf  die  Auflösung  einer  partiellen  IHfferen- 
tialgleichnng  (m')  ankommt.  Die  allgemeine  Auflösung  derselben  kann  nicht 
gegeben  werden,  allein  es  genügt  immer  ein  Werth  von  |,  der  die  (m')  er- 
füllt, wenn  er  nur  nicht  0  oder  oo  ist,  und  man  kann  gar  oft  einen  solchen 
leicht  finden. 

Gesetzt  etwa  es  sey 

so  wird  der  Gleichung  (m')  durch  $^=  1  genUgt,  welchen  Werth  man  alsdann 
wählen  wird.     Enthält  die  Grösse 

X  bi^ßr^      ^  B'J 
ausser  z  keine  Veränderliche,  so  kann  man  der  Gleichung  (m')  genOgen,  in- 
dem man  {  als  blosse  Punktion  von  je  annimmt.     Denn  dann  ist  r~  =  —  ^ . . 
=  0,  also  wird  die  (m'): 

Enthält  dagegen  die  Grösse 

bloss  2,  HO  betrachte  man  $  auch  bloss  als  Funktion  von  z  und  bat  aus  (m') : 
iZT.+zl|  =  0,  (..-"•»■. 

Äebnlicbe  Resultate  erhält  man,  weiui 

1  r»x  avi    I  r»!  ,         ,  8T| 

bezüglich  bloss  y,  u,  .  .  .  enthalten. 

Als  Beispiel  mag  das  folgende  dienen,  das  schon  in  §.  92  gelöst  wurde. 


w  B=-^.h;--.;.''-''+^ 


»Gooi^lc 


Von  diesen  Tier  GleichuD^n  kennt  man  bereit«  zwei  Integralgleichungen,  nnd 
da  ferner  die  zweiten  Seit«n  kein  t  enthalten,  so  wird  man  gemäss  IV.  die  zwei  an- 
deren daraus  finden,  wozu  man  zunSchst  die  folgenden  Gleichungen  benutzen  kann: 

TOn  denen  nun 

zwei  Integralgleichungen  sind.     Man  hat  also  jetzt  in  ü. 

T  =  — ,    Z  =  — ^.   ü=— ^,  f=iy— 10, 
und  es  ist  identisch 

Was  die  dortige  Gleichung  ig")  anbelangt,  so  ist  u  :=: ,  also 

ey      ly— c    Be__^ 
ei         II     '81"       Bi-'" 
welchen  Gleichungen  durch 

-+(^)'-¥+'. 

genQgt  wird,  welche  Gleichung  aus  der  zweiten  der  obigen  Gleichungen  sich  er- 
gibt.    Demnach  ist 

^=-+(^)'-¥ 

und  identisch 

Si^By      iz     ^  htV      t'ij 
Die  Gleichung  (i)  ist 

81"*"       By  S«  Bn         ~    ' 

welcher  Gleichung  durch  f^z  genagt  wird  (Y).     Da  öt^ — Jt,  so  int  z:= — ij, 

also  f^ ;    femer  wegen  ä^^2z-^-2l I — ,   und  da  hier  u   nicht 

vorkommt,  ist 

in  welcher  Formel  z  durch  deu  aus  (g')  folgenden  Werth  zu  ersetzen  ist.     Alsdann 
ist  H  «in  integrirender  Faktor  für  d~  =  — ■     Hultiplizirt  mau  diese  Gleichung,  soist 

worin  u^  — und  dann  z  aus  (g')  zu  ersetzen  ist.     Das  Erstere  gibt 


»Gooi^lc 


■  I+iV2|.t+t.t'-»'8?_-ntrVz»-+.',''-»' 

i'V2,r+.,,'-.'^l   »>      'J'" 
Da  x*+y*=7',  SO  ist  y  g- -f-x=r  r-,   und  ▼enn  x^rcose»,   ys^rsin». 


TV2pr  +  c.r'-c'  ^     fVa^t+^r' 

,  ■     -  /*         «fif 


»V2i 

wu  die  Gleieliaag  (e)  in  §,  92  ist.    Setet  miui  nun  eDdlich  in  g-r  =  z   für  z  leinen 
Werth,  oder  besser  in 

»n+'Jl""+'»  =  ±V2("+«.''-?. 
SO  hat  man 

,L'=±V2„.+.,.-...  •+-=±/^,„,;°;,._... 

welches  die  Gleiehnngr  (d)  in  §.  92  ist. 

Adio.  Ea  ist  toq  Wichtigkeit,  dwa  mtn  lich  äberzenge,  ob  die  jeweils  gefandeueo  !□- 
tef[rslgl«iehaiigen  buch  deo  GleichuDgan  (c),  (h),  .  .  ,  IdenCiich  genügen.  So  etvk  mius  in 
III.  identisch 


seyn.    Enetit  man  t  in  T,  Z,  U  ans  (1)  •  ^  mus«  eben  so  identisck  sejn : 

Enetit  man  veiter  t  nnd  n  in  T,  Z  kiu  (I)  and  (l*),  lo  uns«  wieder  Identisch 

«eyn.     Finde  diee  nicht  Statt,  m  konnte  man  du  angegebene  VeriUiren  siebt  anirenden. 


§.84. 
Oesetzt,  man  habe  wieder  die  Gleicliungen 


und  habe  für  dieselben  als  allgemeine  Integralgleichungen  gefunden 

f,(x,T,., .  .  .)  =  c.,  f,(x,y,«,  .  .  .>  =  c,.  t^d.y.a, . . .)  =c_,  (b) 

welche  Gleichnngen  der  KQrze  wegen  mit  f,  =:c, ,...,  f  ^c    bezeichnet 
werden  mögen ,  und  wobei  c c^  die  wUlkÜilichen  Eonstantea  sind. 

Coo'^lc 
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Alsdann  folgt  aus  (b) 

8f  ,  8f8y  .  8f8i  , 
8^+rTB^+8lei+-- ■■='*•  <'' 

wo  f=f,,  f,,  . . .,  f,  ist     Setzt  man  in  (c)  fUr  ||,  || ,  .  .  .  ihre Werthe  aus 

(a),  so  mnss  die  Gleichung 

identisch  erfüllt  seyn,  d.h.  0  =  0  heissen,  da  sie  sonst  eine  Beziehung  zwi- 
schen X,  y,  z,  .  .  .  feststellen  würde,  die  neben  (b)  bestehen  würde ,  so  daSB 
man  n-{-l  Gleichungen  mindestens  zwischen  den  n-f-1  Veränderlichen  x, 
y,z,  Q,  .  .  .  hätte,  wodurch  dieselben  konstante  Werthe  erlangen  wfirden. 
Aus  (c)  nnd  (c')  folgt 

^'(H--)+L'fö-)+L'fö-")+  ■=»■  ,<« 

welche  Gleichung  von  (c)  nicht  verschieden  ist,  du  (c')  identische  Gleichung 
ist.  Diese  Gleichung  (d)  stellt  übrigens  n  Gleichungen  vor,  da  in  ihr  f=f,, 
f],  .  . .,  f^  ist,  80  dass  sie  eigentlich  durch  ein  System  von  n  solcher  Glei- 
chungen zu  ersetzen  ist. 

Gesetzt  nun,  man  habe  ein  anderes  System  von  n  Integralgleichungen, 
das  den  (a)  genfige ,  und  welches  wir  durch 

F.=0.  F,  =  0,...,  F_^=0  (e) 

darstellen  wollen,  so  müssen  aus  (e)  dieselben  Werthe  von  ^,  g-, 

folgen,  welche  die  (a)  angeben;  demnach  müssen  die  aus  (e)  gezogenen 
Werthe  von  y,  z,  u,  .  .  .  in  x,  wenn  sie  in  (d)  eingesetzt  werden,  diese  Glei- 
chungen nothwendig  identisch  machen,  indem  sie  ^ — Y=0,  ^' —  Z  =  0, 
....machen,    es  müsste  denn  etwa  seyn,  dass  eine  der  GrOssen 

£-,  s-.'-'  f^r  diese  Werthe  unendlich  oder  unbestimmt  wäre, 
ey     8» 

In  diesem  Falle  könnte  ganz  wohl  die  Gleichung  (d)  nicht  0  =  0  werden. 
Diesen  Fall  ausgeschlossen,  also  angenommen,  die  (e)  genügen  den  (d)  iden- 
tisch, und  beachtend,  dass  wegen  (c')  die  (d)  nicht  verschieden  sind  von 
(c),  so  geniigen  die  (e)  den  (c),  d.  h.  den  (b);  oder  aus  (e)  folgen  ganz  die- 
selben Werthe  von  y,  z, . . . ,  in  x ,  wie  aus  den  (b) ,  so  dass  die  (c)  kein  von 
(b)  verschiedenes  System  seyn  können. 

Es  ist  also  ein  von  (b)  verschiedenes  System  (e),  das  den  (a)  genügt, 
nur  dann  möglich,  wenn  man  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  .  .  .  aufstelleu 
kann,  für  die  eine  oder  die  andere  der  Grössen 
er  ef  sf 


8y': 


or=i;,f„ 


unendlich  wird.  Genügen  diese  Gleichungen  den  (a)  in  Verbindung 
mit  mehreren  der  (b),  so  kann  ein  solches  System  als  eine  besondere 
Auflösung  der  (a)  angesehen  werden,  in  so  f^me  es  nicht  aus  den  (b)  fol- 


.yGoo^^lc 
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Hktte  mui  etwm  die  Gleiohimgen 

■b  genügt  denselben:  * 

7-i  =  c.  n-{r-i  +  l)«=e,.  .-l(u-j)  =  e,. 

Sy  OE  OJ  DE  tin  Cf  Bz  OQ 

^^.     Von  diesen  GrSaien  kann  ntu  die  letzte  oo  werden  fflr  n=x.     Da  Ar 

u:=:s  auch  j^z  lejn  muss,  und  da 
die  GleiobuDgen 

befriedigt,  so  ist  es  eine  besondere  Auflösung,  da  es  wohl  fQr  Ci=cj  =  0  aus  den    ' 
Twei  ersten  der  allgemeinen  Gleichungen  folgt,  der  letzten  aber  nicht  genQgen  kann. 
Man  kaDD  jedoch  auch  DOch  in  anderer  Weise  besondere  Auflüsungen 
erhalten. 

Gesetzt  nämlich,  es  seyen 

f,(i,  7,1,0.,.  .,a,)  =  0,) 
r,{x,r,,,n,...,a,)  =  0.( 

i  (<B) 

f,(i.T.«.n *.)=<> ) 

die  Integralgleichungen  eines  Systems  von  n  gleichzeitigen  Differentislglei- 
chongea  der  ersten  Ordnung  zwischen  der  n  abhängigen  Veränderlichen 
y,  z,  u, .  .  .  und  der  unabhängig  VeiiLnderlichen  x,  welche  Gleichungen  wir 
80  voraussetzen,  dass  in  jeder  nur  eine  der  n  Konstanten  vorkomme,  so  be- 
stimme mu)  a,,  a,,  .  .  .,  i^  durch  X,  y, z,  .  .  .  aus  den  Gleichungen 


e  r, 


Bf 


und  setze  diese  Werthe  in  die  (g)  ein ,  wodurch  dieselben  etwa  zu 

F,(<,T.s,n,...)  =  0, F_(i.y.t,...)  =  p  (i) 

werden,  so  werden  die  (1)  immer  noch  den  vorgelegten  Gteichnngen  genfigen 
kfinnen,  allein  da  sie  keine  willkürlichen  Konstanten  enthalten,,  so  werden 
sie  als  besondere  Äufldsungen  derselben  anzusehen  seyn ,  wenn  nicht 
etwa  die  sämmtlichen  Grossen  a,,  , .  .,  a^  ans  (h)  konstante  Werthe  erhal- 
ten sollten.  Man  sieht  leicht,  dass  man  auch  nur  einzelne  der  Gleichungen 
(h)  beibehalten  konnte  nod  dann  in  (i)  ein  System  von  Integralgleichnngeu 
erhielte,  das  genBgen  kann,  aber  nicht  willkürliche  Konstanten  genug  erhält. 
Anm.  In  den  mslitea  FUlen  der  Anwsndnng  matt  man  sieh  mit  einer  geDtheTten  Anf- 
IBrang  der  gleiohteitigen  DifferantisJfleiehiuigen  begnügen.  Dieie  QlBiohiingea  erscheinen  Tor- 


'  Uuhat  EU«nt  fr  =  jr-  >  T=»+*ii  dann  —  =  c4-I,    n  =  {o,  +  I)i  +  e,i 
:-^qj-,  »  =  l(e.x-|-e,)+e,,  d.h.  also 
V==+c,i  n  =  (y_E+i),+c„  .  =  l[i{T-z)+ii-tö'_«+l)]-tv 
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F  ingiweiie  in  dar  Rmljrtischen  Hechknlk,  m  vis  der  analytiMhen  Astronomie,  veleh«  inWabr- 

f  heit  Dm  ein  Thell  jwM  iit.     Dort  iit  dia  geDtheite  AaflasuDg  melit  duieh  EntmcUmig  in 

i  nnandJichB  Reihen  erreicht.     Ei  tritt  aber  in  m&Dchen  Falten  eine  eigenÜiQraLche  Methode 

'  ein,  die  mui  beiooders  hü  der  Barechonng  der  Stfinrngea,   d.  h.  der  Aendeninfen  der  Beva- 

!  gang  der  Planeten  (%.  92,  Vt.  i)  durch  die  Anziehung  der  übrigen  Planeten,  anwendet.     Ei 

'  haben  nlmlich  Jena  Gleichnngen  das  Eigenthümliche ,   dass  Glieder  in  sie  eintreten,   die  sehr 

klein  sind  nnd  es  immer  bleiben;  man  TemaohlAuigt  diese  Glieder  dann  inerst  ond  Inlegritt 
die  Glalcbnngen  nnter  dieser  Toranaetsnng.  Alsdann  liabt  man  die  eiogelietenen  Konstanten 
al*  Funktionen  der  onabhKngig  VerRnderiichen  (Zdt)  an,  mid  snehl  sie  nnn  lo  in  bestinunen. 
dass  den  nTsprüDgliehea  Gleichungen  GenDge  geschieht,  venn  anoh  die  Uftnglicb  Teroa^ 
llsiigten  Glieder  beachtet  werden.  Dieae  Methnde,  die  man  die  Variation  (AendenngJ 
der  wlllkarliehen  Konstanten  nennt,  ist  ton  der  ausgedehntesten  Anwendung  in  den 
eben  genannten  Wissenschaften  mid  wir  «ollen  desshalb  sie  hier  nicht  weiter  betrachten,  da 
dia  LahrbOcher  Jener  Zweige  auifUhrlieh  darüber  handeln.  Han  Tergleicfae  etwa;  Poiseon 
HUecbanik",  t,  S-  229—233;  Pontecoulant,  , analytische  Theorie  des  Well^ritems-) 
Littrow  „thaoratische  nnd  praktische  Attrononiia" ,  dritter  TheU,  n.  s.  w. 


»Gooi^lc 


Viertes  Buch. 
XrnteTsnchimgen  über  liestimmte  Integrale. 


»Gooi^lc 
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Seehszehnter  Abschnitt 

Die  periodischen  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange. 

§.96- 
Wir  it-ollen  atiiiehmeii,  f(z)  sey  endlich  vod  z  =  a  bis  z=:b;  ferner  sey 
fi  eine  positive  ganze  Z&hl,  so  ist  (§.  36): 

/f'(.).i.„».J""-";'w°"'"-+-i/(.)»..»... 

Nun  ist  al>er,  wenn  f  (z)  sein  Zeichen  nicht  vechselt  von  a  bis  b,  nach 
§.49,  Vm: 

y?(i)eM|..8i=c«^r»+e{b-»)]yr{i)8«=ir(b)-f(«)]M.f.[a+eo.-«)]. 


so/*f(z)c( 


:)cos^zdz  endlich  ist.  Wechselt  f  (z)  sein  Zeichen  zwi- 
schen a  und  b,  so  zerlege  man  nach  §.  49,  H  das  Integral  (durch  Einschie- 
ben von  Gräozen)  in  mehrere  einzelne,  für  welche  jeweils  P  (z)  sein  Zeichen 
nicht  ändert,  so  werden  alle  einzelnen,  nach  dem  eben  Gesagten,  endliche 
Werthe  haben,  so  dass  ihre  Siinime  auch  endlich  ist.  Lässt  man  nun  ß  nn- 
endlich  gross  werden,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung,  indem  f(a)co8/»a — 
f(b)cos^b  endlich  ist : 

GT./f(i)(iiijii8s  =  0,  (a) 

weon  Gr.  sich  auf  das  unendliche  Wachsen  von  ju  bezieht.  Dabei  ist  offen- 
bar vorausgesetzt,  dass  f  (z)  endlich  sey  von  z^a  bis  z  =  b.  Diese  Be- 
dingong  ist  aber  nicht  uneriässlich.  Denn  sey  fSr  z  =  a  etwa  f  (z)  unend- 
lich (sonst  aber  nicht),  wo  a  zwischen  a  und  b  liegt,  so  ist  (§.49) 

WO  nun,  mit  unendlich  wachsendem  fi  das  erste  und  dritte  Integral  zn  Null 
werden,  gemäss  der  Gleichung  (a),  wie  klein  dabei  immer  ancb  e  seyn  mag; 
was  nun  das  zweite  anbelangt,  so  werden  seine  Gränzen  sich  mehr  und  mehr 
nähern,  je  kleiner  e  ist;  da  ferner  f(z)  endlich  ist  von  z  =  ar — a  bis  z=^a 
-\-e,  so  wird  der  Werth  dieses  Integrals  so  klein  seyn  als  man  nur  will,  so 
dass,  da  e  beliebig  klein  seyn  kann,  derselbe  kleiner  werden  kann  als  jede 
noch  so  kleine  Grösse,  er  mithin  zu  vernachlässigen  ist.  Demnach  gilt  der 
Satz  (a)  i] 


ßM^,.. 
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sehen  a  uad  b,  dieselbe  Behauptung  noch  richtig  ist,  läset  sich  nun  leicht 
abersehen. 

Wäre  f(z)  unendlich  Rlr  z  =  0,  aber  f(z)8in,ttz  endlich  für  z  =  0  (da 
dann  der  Faktor  sin^z  Null  ist),  so  wäre  noch 

Denn  es  ist,  wie  klein  auch  e  (zwischen  0  und  b)  seyn  mag,  nach  dem  Vor- 
stehenden 

und  dl  y*fW«inf.»e»=  yf{i)riDMi82+ /f(i)tiii;uiei. 

SO  folgt  hieraus  obige  Behauptung  ganz  von  selbst.  —  Man  sieht  hieraus, 
dass  (a)  ganz  unbedingt  gilt,  wenn  nur  f(z)  endlich  ist  von  z^a  bis  z  =  b, 
ja  dass  fiir  a  =  0  sogar  f(0)  unendlich  seyn  darf,  wenn  nur  f(z)sin^z  für 
z  =  0  endlich  ist. 

Wir  wollen  nun  in  (a')  setzen  f(z)^^^''~J''°\  so  ist,  wenn  b  ^.   und 
F(z)  endlich  von  z  =  0  bis  z  =  b,  jedenfalls  f(z)  endlich,  da  der  Nenner  nur 
Null  ist  für  z  =  0.     Für  diesen  letzteren  Werth  ist  aber  (§.22): 
((•)»iiif.i=?^^^~^MDM»  =  [F(t)-r(0)]/.,  1  =  0,  d.h.  =0, 

80  dass  also,  auch  wenn  — ~ fiir  z  =  0  nicht  endlich  seyn  sollte ,  die 

Substitution  immer  erlaubt  ist.  Man  hat  also,  immer  unter  der  Voraus- 
setzung F(z)  sey  endlich  von  0  bis  b : 

m.  /iw=I»'..„6.=o,  G,./'lffi.u,„.e.=  G,./"l<2=L-e.. 

J         Bim  J  siD*  J        aat 

d.h.  da  F(0)  konstaat  ist; 

Auf  das  letzte  Integral  kann  der  Satz  (a')  nicht  angewendet  werden,  da 
-; — unendlich  i8tfiirz  =  0,  und  selbst  ^^^  nicht  mehr  endlich  ist  für  z=0 
und  jU  =  00 . 

In  der  Gleichung  (b)  wollen  wir  |[i=2n-|-l ,  d.  b.  ungerade  voraus- 
setzen, so  ist 

■-!!^-ti>i-  H-2l™.2.  +  .»«.+  ....  +-.2..]  •. 

■  tbasetse  l-|-2[eM2z+eot4z+  ....  +coa2nt]=:S,  m  iit  SÜD2i  =  iiD2t+ 

ifn4«  — BinO-|-«lnei— >in2i+ +dii{2i.  +  2)i~»in(2n  — 2)*  =  iin(2n  +  2)ii  + 

sia2ni=2sin(2D-|-l)EOME,  ood  da  «in2z  =  2EWECOGz.  la  igt 

(Vergl.  mria  „Buidbnob  der  ebenen  und  iphkriaaben  TrigonDmetrie"  I,  $. 


'■'• '■.'google 


iaf2B  +  t)ti 


unendlich 


-/^2j±»-.„./^-Sj±lb. 

■+°'/.=^=^'^ 

und  mithin  in  (b): 

' 

„,.yi«,^^..,.,^,_ 

«•'^J 

EmitUaiig  t»  Gt.  /I*!^ 
was  auch  n  seyn  mHge.     Da  ferner  /    : 9  z    sich    mit 

y 

wachsendem  n,  nach  der  Gleichung  (a),  der  Null  unbegr&ntt  nähert ,  wenn  b 
zwischen  0  und  n  liegt,  in  welchem  Falle  - —  immer  endlich  bleibt  zwbcheo 
-^  und  b,  so  ist 


Dabei  mÜBSen  wir  bemerken,  dau  wenn  F(z)  fQr  z^O  Pu.S4. 

etwa  xwei  Werthe  b&Ue,  waa  der  Fall  iit,  wano  F(e)  die  f 

Onliiiate  der  Kiure  MNMTJ'  (Fig.Si)  ausdrOokt,  w«  fQr  j_         jr 

B=0  die  swei  Werthe  ON,  OM'  gewUlt  werden  können,  T-Ir^ 

in  der  Formel  (o)  derjenige  zu  w&hlen  ist,  der  gegen  die       ^^ 
positiven  £  liegt,  alio  hier  OH'.     Wir  wollen  ihn  dadurch  JK 

beieichnen ,  dass  -wir  ¥  (_-\-  0)  schreibeD ,  «o  wie  überhaupt,    . ■  ——i 

wenn  F(i)  fQr  z=«  zwei  Werthe  haben  konnte,  wir  den 

einen  mit  F(«(— 0),  den  andern  mit  F(a-j-0)  bezeichnen  wollen.  Das*  diese  UOg- 
lickkeiten  in  unserer  Formel  (c)  nicht  ansgesohlossen  sind,  ist  klar,  da  sie  bloB*  ver- 
lugt, das«  F(z)  endlich  se;  Ton  t=^0  bis  e=:b. 

Der  in  der  Gleichung  (c)  ausgesprochene  Säte  gilt  nicht  mehr  ßr  \)^n, 

da  dann  die  Grösse  -—  — -—  för  z=«  unendlich  wird.     Aber  man  hat: 
linz 

/•F(i)riD(Bn+l)l^^_    /•*F(z>rin(2n  +  l)i  f  F(i)rin;(a:»+ 1).^^ 

J  sini  J  .  sini  J  «  lini 

Setzt  man  im  zweiten  Integrale  2  =  » — u,  x-^  —  1,  so  sind  die  Grfin- 
zen  von  u  :  "1^,  0,  und  es  ist  (§.49): 

y« — rfS^ — ^'^-j-^ — siö^r^ö —    J  — ^^ — 

[iqii.cao^OO'^lc 


■to(«-n) 

^  /•^F(*-s)siD(2D+l)., 
y,  sini 

Ulllitr,    DlfKnmliil-  ■.  lM*fikl-IlKka«(, 
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^-       G,/'w*"°+"-e.^o,/^''-'+.'''— '^.g.+oa. 

J  »in»  J  »ini 

=  |-[F(+0)+F{it-0)].  (d) 

weiiu  maD  den  Satz  (c)  beachtet,  wo  dann  ^  =  -^  '^'- 

§.96. 
Wir  «ollen  darch  das  Zeichen 

die   Soinrae   der  Reihe   bezeichnen,   die   man   erhält,   wenn   man    in 

i{(z)co&fi(z  —  x)  9z  nach  einander  setzt  /*  =  1,  2, n;  deMgtei- 

00    /•« 
chen  bedente    ^  /f(z)cos/t(z — x)dz  die  Somme  der  unendlichen  Reihe: 

jT(i)totiL-T)dz+J'Hz)eoH2\t-i)6t+ß%i<^s3tt-x)d>+ 

welche  Summe  nichts  Anderes  ist,  als  der  Oränzwerth,  dem  die  erstere  sich 
mit  onendlicfa  wachsendem  n  n&bert.     Man  hat  aber 

l/TJijBJi  +  s/f(*)coi,.(z-x)ei  =J{(^)  [^A.-|-e<..(»-i)-t-c..2{i-^+ 

-|-oo.t.(«-i)jB.=  i-     /     fW ,  _^-^    -^a«t8.95). 

J^  "°l"~2~J 

Setzt  man  hier  z — x  =  2u,  so  hat  man 

Lftsst  man  hier  n  unendlich  gross  werden,  so  hat  man  als  Werthe  die- 
ser zwei  Integrale,  gemäss  (c)  und  (d),  »o  f(z)  gleich  f(x  —  2z)  oder 
f(x+2z): 


DioiwriHvGoO'^IC 


Di«  Foviar'Mhsn  mMidliobeB  BdhM. 

ft)««niz  =  0;  enteilntegnU  =0.  weites  =;|-I(i+O)=~f(+0>,  ' 
h)  mtmi'^^:  anMaliiMgnl  — -|-f(i  — 6),  iwaittt  =  ^t(x+0), 
e}veDDz  =  S:  sntei  Integikl  =  —  f(i(— 0),  iweitea  =0. 
Daraus  folgt,  dus 

Ist  f(x)  nnr  einwerthig,  so  ist  f(x— 0)+f(x4-0)=:2fCx). 
Ganz  in  derselben  Weise  wird  man  nun  erbalten: 

iyf(.)ei+l/f(.)wi^(i+i)e.=ytW(l+«»(.+x)-|-coi2{i+r)+. 
•  «  '         v 


=p--^.»-/ 


»iH(gn+l)a 


Lässt  man  hier  wieder  n^oo  werden,  so  ist  abermals 
»)nirx  =  0:   •rrte.lnwp»!  =  ■|-f(0— »>=  y'(+0).  ««>1'«=0, 
h)ftri5v  •»»••fategr«!  =-^1(0  — i),   sweitea  — -^f(0  — i), 
e)fari  =  «:  «iitw  lotegnJ  =  ^[((0— *)+r(«— 0)].  nrilet  =  -f^t*»- 

Demnach 

(i)».|.(t+»)6i  =  ^f(+0). 


Addirt  man  die  zwei  GleichnngeD  (e)  nod  (f)  und   beaclitet,    dass 
CM^(z — x)+co8(t»(a+x)=:2co8^zcoB^x,  BO  erlifüt  man; 


Gooi^lc 


-  ■JC'(--o)+l(.+o)].  w»"-^;. 

«f(i.-0), ••■..=.«. 


436  TerallgamaiDaiuDg  der  FoDri«r*K!Mn  Raihen. 

iBt  r(z)  immer  nnr  einwerthig,  so  ist  also  die  erete  Seite  =  n  f  (x), 
wenn  O^x^w. 

Sabtrahirt  msD  eben  so  die  Gleichungen  (e)  und  (f),  so  ist  wegen 
coB^(z — x) — cos/t(z-4-x)  =  2sin/«zsinjuz: 


:)ilDfiiai  =  0,  vann  s 


Man  setze  in  den  Formeln  (g)  und  (h):  z^  — ,  x=:^ — ,   so  sind  di<; 
GrSnaen  nach  z'  :  0  und  c,  wobei  wir  c>0  voranssetzen;  mithin 

Setzt  man  hier  f  (  —  1  =  9>  (z')  •  dann  z  und  x  statt  i'  und  x',  so  er- 
hält man  aus  (g)  und  (h),  indem  man  mit  —  maltiplizirt : 


2  I  A.  ^/»O 


t  =  e»(x).0 


<*<- 


i  =  e,{x),0<i<c. 


=  0,lnT»  =  0od8r  =e.  / 

Wir  haben  dabei  9)(x)  inuner  ab  einwerthig  Toransgetetst.  WÜre  es  doppel- 
werthig,  bo  mQsite  roan,  ia  lo  fenie  x  swiiehen  0  und  e  liegt,  itatt  ^(z)  die 
halbe  Summe  der  beiden  betreffenden  Werthe  nehmen,  w&hrend  fUr  x^O  in  der 
ersten  Formel  die  obere,  fllr  x  ^c  der  untere  Werth  zu  wUlen  w&re.  Wir  werden 
künftig  immer  die  .Bezeichnung  der  Formeln  (i)  beibehalten,  unter  den  angegebenen 
Bemerkungen.  Dass  9(2)  nur  endlich  zu  ie7n  braucht  von  z=0  bii  c  ^c  Terst«lit 
sich  Ten  »elbeti  ffir  c^ff  gehen  die  (i)  unmittelbar  in  (g)  und  (h)  ftber. 

Man  setze  in  der  ersten  Formel  (i):  g)(z)  =  f(z)-|-f( — z),  so  ist 


li  dasB  alsu 


/*  "  /• 

Eben  so  wenn  man  in  der  zweiten  Formel  (i)  setzt  9i(z)=f(z) — f( — z), 
und  annimmt,  dass  f(-|-0)^f( — 0),  so  dass  y(0)=0,  also  jene  Formel  auch 
noch  für  x  =  0  gilt: 

•  Ignzcdi/GoO'^IC 


Auidruek  tos  f(i)  danh  Dnsndlieb«  pwioditch«  Beiheo. 


»^/'« 


-8i  =  e[({i)-((-»)].0- 


Da  für  eiD  negatires  x  die  erste  Seite  in  (k)  deuselben  Werth  hat,  nie 
ftlr  dasselbe  positive  x,  and  dies  auch  mit  der  zweiten.der  Fall  ist,  so  gilt 
di*  Formel  (k)  von  x^ — c  bis  z  ^c;  eben  so  verhält  es  sich  mit  dec  zwei- 
ten Formel,  deren  erste  and  zweite  Seite  mit  z  bloss  ihr  Zeichen  wechseln, 
sonst  gleich  bleiben,  dieselbe  gilt  also  von  z>  —  cbiex<c,  mit  Ansschluss 
jedoch  dieser  Gränzen. 

Di 
4- sin sin  —  =  co8 : 

yfWe.+as yfWco.S5<Lz^B.=2cf(i).  _o<i<-hc.         (1) 

Ist  f(z)  doppelwerthig,  so  nimmt  man  die  halbe  Snmme  statt  f(x)  auf 
der  zweiten  Seite,  was  auch  für  x^O  gilt,  da  dann  in  (k')  Null  stehen 
wOrde,  wegen  (i).  Filr  x  =  +c  ist  die  Grösse  erster  Seite  =cEf(c)  + 
f  ( — c)].     Man  zieht  umgekehrt  ans  diesen  Formeln : 

mittelst  welcher  Formeln  man,  innerhalb  der  angegebenen  Gräneen,  jede  be- 
liebige Funktion  von  z  dnrcb  eine  unendliche  lleibe  ausdrficken  kann.  Kann 
für  den  betreffenden  Werth  von  z  die  f  (z)  zwei  verschiedene  Werthe  annehmen, 
so  hat  man  auf  der  ersten  Seite  weder  den  einen  noch  den  andern,  sondern 
die  halbe  Summe  beider  zu  setzen. 

§.  ,97. 

Die  im  vorigen  §.  gefundenen  Sätze  gebea  nun  bereits  die  Mittel  zar 
AnflSsung  einer  bedentenden  Anzahl  eigentbQmlicher  Aufgaben  an  die  Hand, 
von  denen  wir  einige  betrachten  wollen. 

1.)  Man  soll  eine  Funktion  Ton  x  finden,  die  Ton  x:=0  bis  x^e  gloiob  I  se7. 

Hau  letae  in  der  cweiten  Fonnel  (m)  f(s)=l,  m  ist  /  f(z)  ihn  - —  B  s 

/■'    ««IC  *  ■ 

= /sin 8b  =^—  —  [ooa/tii —  1],  bo  daBs  i^o 
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SeUt  maii  hier  fi  "=  1 ,  2 ,  .  . . ,  bo  wird  also  die  unendliche  Reihe 

immer  1  seyn  von  x^O  bis  x^o,  jedocli  mit  Ausschluss  dieser  Gränzen.  (Sie  i«t 
—  1  farO>x>— o). 

2.)  Man  soll  eine Fnnktion  ron  z  bestimmen,  die  tod^-c  bia~|-c  gleich  x  sey. 

In  derselben  Formel  setze  luaD  f(z)^z,  so  wird  sie  auoh  Ton  0  bis  —c  fflr  x 
gelten.     Alsdann  ist 


/,(.).l,,^i.=/2.[, 


= 

..  -•<. 

<+ 

1 

s 

»-'"+ 

] 

d.  h.  die  unendliche  Reihe 

ist  g^leioh  x,  Ton  x^ — o  bis  x^~{-c  mit  Ausschluss  dieser  Gränzen. 

Fiff-  55.  3.)  In  dem  Trapez  ABCS  (Fig,55)  ist  AE  =  DF 

Jt.  _ß  =BE=CP=a,  BC  parallel  AD,  AI>=o;  man  soll 

die  OleiahuDg  des  Dmfongs  ABCD  aufetellen. 

Nimmt  man  AD  als  Abszitsenaxe,  A  als  An&ugB- 
punkt,  so  ist  j^^x  die  Gleichung  der  Geraden  AB, 
7^ft  die  von  BC,  7==:o — x  die  von  CD,  so  dass  mui 
also  eine  Fnnktion  j  Ton  x  zu  bestimmen  hat,  die  Tön  x=:D  bis  x'=:a  gleich  x, 
Ton  x^a  bis  x=c — a  gleich  a,  von  x^c — a  bis  x^^c  gleich  c — x  ist.  W&hlt 
man  dazu  wieder  die  cweite  Gleichung  (m),  so  ist 

Setzt  man  hier  nach  einander  ^  ^  1 ,  2 ,  .  .  . ,  so  ist  also 
y  =  — l^sm— sin— -|-^sin-^«in-^  +  — ,s.n-^sm^^-t-  .  .  J, 
welche  Gleichung  (in  diesem  Falle)  auch  noch  fllr  x=:0  und  X^^o  gilt. 

Wollte  man  Überhaupt,  es  solle  y  =  yi(x)  seyn  von  x=0  bis  x;=a,, 
gleich  yi  (x)  von  x  =  a,  bis  x  =  a,,  .  .  .  .,  gleich  9P„(x)  von  x  =  a^_j  bis 
a  ,  so  väre,  wenn  man  etwa  die  erste  Formel  (m)  benutzen  wüi'de: 
T=Äo+Aieos-— +  A,eos 1- 

«      A,= -i[y,,(.)ai+y",,(.)«.+..+y».(i)e.]. 
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r=l,  2,  .  . .  .     Für  x  =  a,  ist  übrigens  y  =  i  E9P1  (ai)  +  y,  (a,)], , 

für  x  =  a^_,  :  y= j  [g'„„,(a._,)+y.(a^.)]- 

4.)  Das  bereits  in  §.  20, 1  gelöste  Problem  lAsst  Bioh  anoh  mittelst  der  Fonndn 
des  §.  9d  leicht  lOseo.     Man  hatte  dort: 

and  lollle  x  als  Funktion  von  «)J  besUmmen,  um  namentlich  t  lils  Funktion  tod  if>  in 
erhalten.     Man  setze 

T  — (i  =  A,«in(i4-A,»in2ic+ 

M>  wird  es  sich  tun  die  Bestimmung  Ton  A   hsndeln.     Nach  dem  Satze  (h)  ist  aber, 
wenn  t — \fi=t(tf>): 

Die  Grosse  f  (e)  erhält  man,  wenn  man  in  t — tp,  d.  b.  f  (i)>),  die  1^  durch  z  er- 
setil,  wo  der  Zusammenhang  zwischen  r  und  ifi  durch  die  obigen  Gleichungen  ge- 
geben  ist.     Hmi  sieht  leioht,  dasa 

yfW»inn«ei=y^-»)sinn*B», 
wo  der  Zusammenhang  zwischen  r  und  V  geradezu  aus  den  obigen.  Formeln  ent- 
nommen werden  muM,     Setzt  man  hier  (behufii  Dmformung) 

♦  =  i-|sini.    »istiBir^Y^^tgl,.    |^*= -^^  (8-7) . 

r-     =1 eOlT, 

und  da  die  GrAnzen  ron  x  «uch  sind  0  und  n,  so  ist 

yi(.)«tanzes=y(T-i+-?^«n.)«nn[i— lwM](l-^oo«)ex. 

Aber  es  ist  (§.36): 

(» — 1-^ — iinx)eotn[i tini] 


/■  e  e  .  ^' 

+ ^yXl^  - 1 + Y  *°")  "" '^  ~  ■;■  "^  ^' *" ' 

da /sinn  Tz — — sinx^  A—  -coBx^ex  =  — ^-oosn  Ti — ^sinx  J  ist.  Also 
dafar  x=0,  T  =  0.  fflr  x=«,  T=ff: 

/•"      . 

/(»— iH dnx)ilnn(x siniKl eMx)Bx= 

~/r       '~-'  — 1+—  co«n  cosnfi  "  -2-»lni)8i  = 
nj  La  — «CMi  a  J  a 
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und  da  letatere  Grösse  ^0,  iDdem/{l ^ooax)e<Mn(x  — - 

(x sinx),  BS  Ut  endlich 

iVPi:;-/"»[''-T'"']'' 


1)  diesen  Werth  berechnen ,  ao  ai 


eM(ui unz)  =  MiiilMll  — linx  l-{-iinnxKiD  f  — lini  I, 

TGTwMidele  duiD  eosl— sin«!,  sin  f-^sinxr  in  unendliche  Reihen  (§.  IT),    so 
wird  man  Integrale  erhalten,  die  nooh  §.  46  bestimint  werden  kOnnell. 
SetEt  man  eben  so 

T  =  B„  +  B,cM«>+B,eN2v4' 

so  ist  nach  der  Formel  (g)  in  §.  96 : 


'j=  — /rcosnc8ip,  8^=  — /rö». 


Gane  eben  so  wie  Torfain  ist  wieder 

«  « 

B  =— /(a— ecoii)eo»ii(» ^itox)  (l  — — e<«»)8i= /tiDod— ^*iiB)eHoidi 

■       9%f  ■       &  a  niv  a 

--f^ii»<>i"[-(«-^-ii..)]eni-.i,2 ,B,.-l-yi^.c«.)(i-|«..)». 

Anm.  Diesa  AnflSning  rObrt  tob  Beiiel  her.  ICan  sehe  «Zeftichrift  für  Astrano- 
mla  etc."  Ton  Ltudenan  Süd  Bobaubeiger,  G.  Band,  1818.  8.367.  Poliion  thsilt  sie  in 
seiner  Mechanik  (ohae  Kenonng  des  Driisben)  I ,  f.  221  mit ,  jedoeb  in  etva*  ■»  «eitUnfiger 

5.)  Dass  nun  di«  abgeleiteten  Formeln  zu  Reibensammirnngen  benutzen 
kann ,  ist  leicht  ersichtlich. 

Setet  man  etwa  in  der  Formel  (h):  f  (x)=e'",  so  ergibt  sich  {§,  43)i 

wthrend  die  Formel  (g)  gibt ; 

-■■ 1       a'*.!.!  „■''-t-i  e""+l  «    «»      —    ~ 

^-_-i-i— ^-=^icosl+^-^|»■2»— S:2k '»•'«+--=5-«    .OPO«- 
2ia*  iii*-(-l  m'-f4  m'+8  2in  <.   <. 

Setst  man  in  derselben  Formel  f(x)  =sinz ,  so  ist  wegen 

.  Goc^lc 


Awdnek  too  f (i,  j)  donh  maoidUefa«  ^riodbebe  '. 


/,iDz«.M.B.=i/t"B(».+  ')»-»m(^-l)«]«.=}[-5=i^i^+-^^^!^^ 


_      2    -| 1 .     WHAir 


ff*-l  (p  +  l)(M-l)' 


und    '  /liDiaMiBi^^   /•iD2iet  =  0,    /lini 

.       -reo*2i      cos4i  ,  eo«6i  ,  "I       «    ,         „=    = 

'-''L"rr+xr+X7-+ ■•  J-ä-^'' »<-<•• 

Eine  Hange  aoloher Besultate  babe  iob  ^geleitet  in  Crellei  Jaamai,  3i.Bd., 
S.  75—100. 

Die  Formeln  dee  §.  96  lassen  sich  leicht  auf  Fanktionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen ausdehnen.  Ist  nämlich  r(x,  y)  eine  beliebige  Funktion  der  zwei 
Veränderlichen  x  und  y ,  so  bat  man  naeh  (m) : 

=  —    *    lin /f(a,j>tin fi« 

während  nach  denselben  Formeln : 

=  f^£  .in^yl{n,T)dn  ^^fl, 

— ■•  —e-  ,  - 

Setzt  man  letztere  Wertbe  in  jeden  der  ersten  ein,  so  erhält  man  neuner- 
lei Auedrücke  fBr  f(x,  y),  die  sind: 

-\ ;     S    CM /6u/((n,T)cM 8t 

*        « 

05.50.05,5,., 
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f(T,  ,)=^'  j£  riii^y*euy*f(n.T)iin^6T 

0  =  i  =  c,  0<y<c' 
u.  a.  w. 

Man  sieht,  dass  man  hiedurch  itnendliche  Doppelieihep  erh&lt,  deren 
Glieder  von  der  Fnnn 

coi     c      cot     o' 
sind.     Gesetzt  also  etwa,  man  solle  f  (x,y)  als  eine  anendliche  Doppelreihe 
ausdrücken,  deren  allgemeines  Glied 

wo  n  und  a'  von  I  bis  co  gehen  Itßnnen,  so  ist,  dem' Vorstehenden  gemäss 

Ä^.^.=— 7/80  M(n,T)  sin «in— 7-8*. 

Ganz  in  derselben  Weise  wird  man  eine  Funktion  dreier  Veränderlichen 
im  Ganzen  in  27  verschiedenen  Weisen,  durch  dreifach  unendliche  Reihen 
^ausdrücken.     Gesetzt  etwa,  man  solle  f(x,  y,  z)  als  eine  solche  Reihe  finden, 
deren  allgemeines  Glied  ist 

A     ,   „  cot iId  — ^  lia  — ~ , 

wobei  □,  n',  n"  von  1  bis  oß  gelten  können,  so  dass  eine  dreifach  unendliche 
Reihe  entsteht,  so  wird  man  nach  eiaander  haben: 

((i,j,i)=iyf(t.,r,z>Bo+|^'^«o.'^yr<a.y,i>co.^en,0=i  =  c, 


f(o. 


2ii"=cO      n"nt  /*,         ,  .  ii"«w. 
—     ■^    im — ;;-  /f(n,T,*)Bin ;7-B' 


B».  0<.<i;' 


r(ii.T,i)= 

woraus  nun,  indem  man  snbstituirt; 

4     ■'=00b"=<»  ,_  a"ni  f'     /•'     /■'  n'«»       n"«w 

8    >=«!«'=<«  »"=00       n^j       "'«r^""«/!'    /*/    //       i»« 

H ;-;;      ■*  2  Z        eM «m   — ^  do  ;;- /  8  D  /  8t    /  ((D,*,V>nil 

■In-—;— »in — ;;— 8*. 

O^x^o,  0<T<c',  0<»<6". 
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Wie  man  eben  so  Ettr  Fanktiooen  von  vier  oder  mehr  VeräDderlichen 
verfahren  kann ,  ist  hiernach  klar.     So  wären  also  etwa 

f  (».  y,  I. .)  =  — i^'^s^  '  £*  "  ^*  \  S  "  rin -— «p  ^  «in  !^' 


0<x<e.  0<T<e'.  0<i<c",  0<.<c' 


Wir  vollen  in  den  Formeln  (i)  des  §.  96  annehmen,  es  sey  ip  (x)  von 
x^O  bis  x^a  gleich  einer  bestimmten  Funktion  F(x),  dagegen  Null  von 
x^abis  x^c,  wo  a>0,  c>a  sey ;  alsdann  ist 


/,W«.!^8 

.«yv«».'^» 

■+/'"-"-7 

!».=yV(.). 

„»-f-«.. 

und  es  ist  also 

1  y'         2« 

i/F(.)a.+|.l, 

».?!?/V'(.)».!!l 

irw,  nim  0  5.<.. 
|o,„„.<.5.. 

.>i>0. 

■0.  (o') 


2«      ««x/*"         u«.         (FW.  0<i<».  I 

*    '  "•;  "  |0.  a<.<c.  / 

Setzen  wir  eben  bo  io  der  Formel  (1)  des  §.  96  voraus,  r(x)  sey  gleich 
F(x)  von  1  = — a  bis  x=^-|-a,  Nült  von  x  =  —  c  bis  x^  —  a,  und  von 

x  =  -|-abisx  =  +  c,  so  erhält  man : 
,     /•+*  100/'+'       .w.-x)         iF(.).-a<i<+a.  ) 

Die  Sätze  (n)  and  (n')  bestehen  ffir  jedes  c,  also  auch  noch,  wenn  c 
nnbegränzt  wächst.  Setzt  man  nun  —  ==  e,  so  wird  e  mit  nnbegrftnzt  wach- 
sendem c  nnbegränzL  abnehmen,  und  da  hiernach  c=  — ,  so  ist,  wenn  Gr. 
sich  aof  ein  unendliches  Abnehmen  von  «  bezieht  ($.  2) : 

Gt.r^/F(i)et-|-?j^S  co«M»«/F{i)cMi»»teil  =  F<i),0^i<an.«.w. 
Aber  es  {st  die  erste  Seite  gleich 


2(   /■' 

*.— /[l-|-eo»«ieoi«i+c«i2*»oo»2»»-t-  . 
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indem  Gr.  —  =  0,  man  also  immer  —  in  den  Klammem  znfogen  kann.  Diese 
Grösse  ist  aber  (§.  48) : 


— /bi /ooi(ui) 


so  dass  man  aus  den  Gleictinngen  (n)  und  (n')  zieht 

1  P(.).0>i<«, 


2  /•       r  lP«.0>T<a 

lyeij   /cM(nT)co.(ni)F(i)e»=jjF,,,_  ^^^^ 
0  0  "o,  «<i<X. 

-5-/8H  /■ü.(ax)«n(Q.)F(.)B.=   lF(i),  i  = 
,         %  (O.  »<!■ 


.   F{i),  0<i<a. 

i  =  »,  (p) 

:i<oo. 

1   /•*    /•+'  (  FW.  -t<x<-t-». 

-i-Zöi.  /co.u(.-i)F(i)8.  =  iF(i),  .  =  +  », 
*%       -L,  (0,-00  <!<-». +»<.<+ OD. 

In  diesen  Gleichuagen  ist  a  ganz  beliebig.  Läs«t  man  ans  a  onbegränzt 
wachsen ,  so  erhält  man ; 

+oe 

|yy«u(ai)<io.{n.)P(«)Bn8i  =  F(i),  0  =  i<00  ; 

— /Yiilii(ni)^(ni)F(i)BnB»  =  F(i),  0<i<QO  ; 

-^Bnyooin(.-x)F(.)8i=F(s), -«<.<+« 
*         — « 
von  welchen  Formeln  die  letzte  aach  gibt  (§.49,  VII): 

—yy ««<i{i-i)PWBn8.  =  r(i),  -X  <!<+«  .  w 

Es  versteht  eich  ganz  von  selbst,  dass  in  all  diesen  Formeln  F  (z)  inner- 
halb der  Integration sgränzen  endlich  seyn  mos«.  Wir  wollen  diese  Ergeb- 
nisse nun  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

1.)  Ssy  in  der  Formel  (q)  F(i;)t=o~',  so  ist  (§.  50.  IU)r /%~'oo8(b8)6s= 

j:fp<J     e     wn(nB)B«=jq3^,  so  da«« 

weldie  Formeln  schon  in  $.  63 ,  II  geftinden  worden. 

3.)  SoUt  man  F(t)=J{(r)t~'''er,  so  erhäJt  man  ans  denselben  Formeln  (q): 

-|ypypycM(n«)cw(n»)rW«~"8'  =yi W  e~"e»,  0^t<  «  . 

-      Goc^lc  • 


AhwhuUu^  deneÜMn  cor  EnniMmig  beitbrnoter  loMgnIe, 

CO        00         ■  1, 

Nun  ist  aber  (g.  60,  ni): 


ao  dui  also 


Beide  Foraieln  TerUoffeii,  dus  x>0  »y;  di«  erste  gilt  noch  tär  »=0,  d.  h. 
n  hat : 

l/»"/^'«"  =/'<■)•■■      (•■) 

lerF« 
/•■  8.  . 


Setzt  man  in  der  Fonuel  («')  etwa  f(T)  = —^^ ,  nimmt  a=0,  b=rl,  i 


■0  da»  endlich 


/■ r''       -     ■     ,rVi+ir--Vi^-\ 

fl '±. = ! ,  riSü+i-v 

•{(•■+•■) Vi -'•    sVi+""  VVi+?_iJ' 


/-./-Vl+g+i-)    ».    _^ 
•/  *.VHrj_,Jyr:p.,    2- 

SeUtmaiiiD  dieMm  iDteinale  u=tKX.  also  Vl4-u'=-^.  —  =  -i—    «n 
^  '  eoBx   B»     cM'i" 

sind  di«  GrlDKeD  toh  x  :  0  uod  7,  so  d«ss 

-  * 

3.)  Am  der  Gleichung 

ye      coi(bi)es=^j^pp.  b>0.  »>0. 

i),„„cdiiGooi^lc 
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indem  Gr.  —  =  0,  man  also  immer  —  in  deD  Klammern  zufBgen  kann.  Diese 
Grösse  ist  aber  (§.  48) : 


■^ /ei  fowUi 


:)co«<n»)r{i)eii. 


so  dass  man  aus  den  Gleichnngen  (n)  und  (n')  zieht 

2  /^  r"  i  FW.  o<x<., 

4/en   /dc(ui).m(ü,)P(.)a.=   tF(x).  i  =  «.  (p) 

0       %  (O,  »<i<X. 

.   /•="    /•+^  (  FW,  -i<i<+». 

-1/do  /co.«(.-i)p(i)e.  =Ufw.  i  =+«, 

*-;        -1,  (0.-00  <i<— a.  +a<i<+00  . 

In  diesen  Gleichungen  ist  a  ganz  beliebig.  Läast  man  nun  a  unbegränxt 
wachsen,  so  erhält  man: 
-777.+  * 
— /yco.{nx>co»{ni)F{i)8oet  =  F(x),  0^i<cc  ; 

-i-y  Buy  flMn(.-i)F(«)8.=  rW, -00  <!<-+ 
0         —00 
von  welchen  Formeln  die  letzte  auch  gibt  (§.49,  VII): 


h/I- 


.(i-i)F(i)8tiei  =  FW,  -X<x<  +  00. 


Es  versteht  sich  ganz  von  selbst,  dass  in  all  diesen  Formeln  F(z)inner- 
lialb  der  Integration sgrftnzea  endlich  eeyn  mugs.  Wir  wollen  diese  Ergeb- 
nisse nun  anf  einige  Beispiele  anwenden. 

I.)  SeyinAirFonMl(q)F(«)=e"''.  wUt(8.50. 1[I):ye~'<«»(aB)e*= 
i;^../**-'.in(n.)8.=j-H^.  «,  da« 

/^)8..|.-o^.<«/%^e.=-Jr-.o<,<.«. 

welche  Formeln  aohoD  in  §.  63,  II  gefunden  wurden. 

3.)  S«tit  man  F(s)= /f(T)«~^'ST,  >a  erhUl  man  au  denielben  Fonneln  (q): 

|-yuypy*c*».(M>«>.(n.)fWe""»T=.yfW,""8».  0^i<  00 , 

Goo'^lc 
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?-yenyBiy.to(i,.).ln(D.)tWe~"6T=y((T)«~"eT,0<.<00  . 
NuD  ist  Bb«r  (§.  50,  m): 

Beide  Formeln  TerUngen,  dus  x^O  mj;  die  erste  filt  aoeb  filr  x^O,  d.  h. 
inui  bat: 

SeUt  tnati  in  der  Formel  («')  etwa  f(v)^--=^=,  nimmt  a^O,  h^=l,  «o  iit 

/   y ,..+,.,  v,_,.  4 

/(■'+'■)  Vi -■•   2VT+I'  Vvi+.'+Vi-.'->' 

y (..+,, vn:^'  !Vi+"'  Ivi+ü'-iJ 

■0  doM  eodlicli 

Satxt  man  in  diesem  Integrale  a  :=  tg  x ,  also  Vl+u'=  — - .  r—  =  — — ,  to 
sind  die  Grinten  ron  x  :  0  und  y ,  so  dass 

3.)  Ana  d«r  Qleiebnng 

y  •^«•Bj)«i=p^,  b>0,  OO, 

IJijnzcBByGoOl^lc 
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io  §.50  folgt  nach  §.61,  wenn  z>0: 

DftaberyoDs(bx)8b=— iLn<x«).y^q-p=— amftg^Yl'  «•  "st  also 

/°v:^,..„(,.i),.>„,.5„. 

wie  schon  aus  der  Formel  (c). in  §.  61  folgt,   wenn  nun  dort  ^  =:  X  ,  z^a,  b^z 
set£t  und  beachtet,  dass  dann  die  zweite  Seite  =:: 

0«  (tg=  00  )  -  arc  (^tg  =  ~  J  =:  y  —  are  (^^  =  i)  Ut 

AngoDommen  nun,  man  setze  in  (q)  F(x)^/ ^-^8v^arol  tg=- 1, 

•SD  Ut 

l^'"°-""'"'"'7""'-""l>8.a,e.=.„(,.A).  „  =  .<„ .        . 

Aber  es  iit 

/ce  « 

.~"wi(«i«)8.=-i^,  /  e~"'ita(o.)8.=  ^-^. 

so  dass :  . 

4.)  Will  mau  diejenige  Funktion  f(D)  audien,  fdr  welche  von  x^H)  bis  x^co  : 

y^(ni>f(n)8n  =  F(x). 

■o  iit  dieselbe,  gemBai  (^i 

OD 
((n)=-|/co.(ni)r{i>8x. 

Eben  10,  wenn  von  x^O  bis  X'^OO  : 

Aus  der  Formel  (r)  folgt 

F(i,T)  =  ^ /yF{n,y)«oia{a-i)BaBii, 

D.j.iicdi,  Google 


('') 


Ota  al%Bmeiiut«n  Povricr'idian  iDtognle. 

F(ii.y)=^yyF(u.T)eM|«(T-r)ef)BY. 

tlM  P(x.y)  =  ,-g^,yyyyF(ii,T)Mitt(o-i)eMiJ(T— 7)606160  B|9. 

Eben  so ,  weiu  a  die  Änuhl  der  TerftDderlicheo : 

1-« 

F(i.j,i,...)=-^//.:./F(''..o„...,n)m«,(ii,— i)coi<.,  (B,— y) 

811,811,. ,.60   80,. ..Ba  (r") 

da(§.49)  

/y«i«a(u  — i)8iiea  =  0, 

Mi*t  JJ*  F{u)8»8«  =  yyco.a{o-i)F{n)Sn8», 

'   «>d*»»Mb  äit/y  *'"""  F(n)8«en  =  FW.  w 

voraus 

F(,.y 0=Ary7VJ"""'^'''"^'-'-''F(v". 0)8-.. ..6« 

(2«)   -f-J—J-^^ 

81..  ...8»^.  (i-) 

Diese  Fonnel  kommt  auf 

F:(i.T,^...)=-l- //'../'«.[«, (a.-i)+B,(n,-y)  +  ..]P(n. 0)8^. .80 

mrBck,  die  jedoch  mit  (r")  abereioBtimmt,  wenn  man  cos  \tt^  (di — x)  ~|- 
O)(oi — y)~H--0  entwickelt  nnd  beachtet,  dass  alteGUeder,  die  einen  Sinns 
enthalten,  von  selbst  wegfallen.  Dass  in  allen  diesen  Formeln  die  QrOsse 
unter  den  Integralzeichen  innerhalb  der  Integrationsgränzen  endlich  seyn 
mnss,  versteht  sich  tod  selbst.  Diese  Formeln  zeigen  ■  in  welcher  Weise 
Fnoktionen  dnrch  bestimmte  Integrale  anssndrücken  sind,  nnd  sind  in  den 
ÄnwendnDgen  auf  mathematische  Physik  von  ausgedehnter  Anwendung,  wie 
wir  diese  an  einem  Beispiele  erlAntem  vollen. 

In  S-  84,  n  haben  wir  fOi  die  Bewegung  der  WArme  in  einem  dOnnen  Stabe 
oder  Biage  die  Dlfferentialgleiobimg : 

81~cp8x*     Gop 

geftuden.     Setit  man  cur  AbkUrcong  —  =a,  — ^=b,  >o  iit  sie;    r:=«nT«  — 

br,  und  wenn  dann  t^b       u  geietit  wird,   »o  ist  —  ^  —  be       u-f-  e~     — , 

alsoi 

.    -fci    ,    -b.  en  -*t  B'n      ^   -»II      ,  .    6u        e'u 

— be      o-fe       87='^       bT'~  "'         et"*Bi* 

.  Goc^lc 
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.  .  Diese  OleichuDg  bertimiDt  nun  u,  d.  h.  y;  somit  mus«  u  so  leachaSba  *ejn, 
da»  sein  Wetth  dieser  Oleiclnisgr  ^nOgt,  und  fiberdiess  muss  fDr  t^=0  dsna  durch 
u  (d.  h.  t)  der  anffiog^liolie,  als  ^^ben  »nzusehende  Zustand  des  Stabes  dargtwtellt 
■eyn.  Wir  wallen,  um  die  Beüachtung' zu  erleielitein ,  annehinen,  m  handle  sieb 
tun  einen  gesohlosienen  xjlindriKchen  Ring',  der  dflnn  g^nng'  sey,  damit  dieselben 
Gleichungen  fiir  ihn  freiten ,  wie  fQr  einen  Stab,  Derselbe  ist  aofSn^ich  willkSr- 
lich  erwärmt  worden,  und  wurde  dann  sioli  selbst  überlassen,  indem  er  in  einen 
Raum  von  der  Temperatur  0°  ^bracht  wurde,  Sey  x  der  Abstand  eines  Funkios 
des  Ringes  (seiner  Mittellinie)  ron  einem  beliebig  gewählten  Anfkng«punk.te,  f(>} 
die  Temperatur  zu  An&ng  der  Zeit  in  diesem  Paukte,  X  die  LSnge  des  Ringes,  v  dit- 
Temperatur  lur  Zeit  t  in  dem  Pnnkte  s.  Uan  erhUt  aas  der  DiSbrentialgleichung, 
wenn  man  u  =  e"*         setzt:  n^am',  so  dass  ihr  also  a^e~  genügen 

wird.    Natflrlieh  genügt  ihr  eben  so  u^Ae  ,  veno  A  eine  beliebige  Kon- 

stant« ist.     Eben  so  mrd  ihr  eine  Summe  Ühnlidier  Grossen  geaflgen,  so  dass  all- 

.  =  i,."""+"""  +  A..— +"■"+.... 
seyn  kann.  Dar^ue  ,  so  kennt  man  v  aus  u.  W&ren die  Grossen  in, ',m,',... 
positir,  so  würde  mit  sehr  grossem  t  die  Grosse  u  sieber  bedeutend  gross  werden; 
ferner  nuas  filr^=0  and  x=)l  nothwendig,  was  auch  t  lej,  derselbe  Wertb  von 
u  her«uskomme,  da  ja  auch  derselbe  Werth  von  t  dann  gilt,  Dies  ist  aber  nicht 
der  I^,  wenn  m^,  n^,  .  .  .  reell,  sondern  nuf^,  wenn  sie  imaginAr  sind.  H&n  setze 
also  nit  i,  mj  i ,  .  .  .  fUr  m,,  m,,  .  .  . ,  so  ist 

u  =  A,  e  [«>sm,i  +  i»inni,i]+A,  8  [eoim,i-|~'si°'^>]  +  .'>> 

oder  da  e~*       cosutX,  e       '  eosm,x.  ftir  sich  der  Differentialgleichung  genflgeni 
u  =  A  +  A,  e~*"'''cosm,i  +  A,e~'"'''coBni,i  +  .... 

+  B,e~'"'     «inni,s-|-B,B~*'°'    slniii,i+ 

Nun  muss  aber  Rlr  x^O  and  x^i  derselbe  Werth  von  u  heranskommeni 
2fl  2« 

demnach  mDssen  m,,  ni],  ...  Tielfecbe  Ton  -r-  teja,  so  dass  etwa  mi^-p,     01)  = 

— ,  nis=:^-j- Ferner  muss  filr  t=0  :  T^f(x),  d.h.  da  filr  t=0  aucht^^^u; 

u:=:f(x)  seyn,  so  dass  also 

f(i)  =  A  +  A,coBni,i  +  A,eoiin,x-t-....4-B,sinni,i4-B,iüin>,i+ 

aeya  wird.     Vergleicht  man  dies  mit  den  Formeln  (m)  in  §.  96,  d.  h.  mit 

üo  ist  c=lA,  und  dann 

-  iy«-)'-'.= !/'<*■¥»■ ^=1/«».!^.., ..  .. 

»'      -i'  -1' 

B,=i/.W*.5p. B.4/,(.)*.5!^8,.,.... 


-f  -4» 


»Gooi^lc 


Nun  muss  ftber  f(x)  von  x=0  bis  — ^;i  dieselbe d  Werthe  haben,  wi< 
x=:^X,  ao  daas,  wie  man  leiobt  sieht: 


Demnach  ist  endlich 


+  2e         *         /f(«>eoi'~^'      '^8»+-.. 


Ist  der  Ring  ein  Kieis  rom  Halbmeuer  r,  so  i(t  il=2rn.  Diese  Gleichung 
drückt  nun  den  Zustand  der  Temperatur  im  Ringe  zu  der  Zeit  t  aus.  Sie  geottgt 
der  DiSbrentialgleiehung  und  stellt  anch  für  t=0  den  anfänglichen  Zustand  dar. 
Sey  etwa  f(x)  =:  f  cos  -r— ,  wo  t  die  Temperatur  im  Funkte  x^O  tu  An&ng  der 

Zeit  Torstellt,  so  ist  /f(2)eos  — - —  Si=0,  weon  n>l,  aber=^Til,  wenn  n=l; 
/f(E)sio — —  Be=0,  so  dass  jetzt  wegen  /f(z)Bz=0: 

wt^lcbe  einfi^he  Gleichung  zu  jederzeit  den  Znstand  derWAmte  im  Ringe  ansdrDckt. 


Siebzehnter  Absolmitt 

Die  elliptischen  Integrale. 


Wir  haben  iu  §.40  geseheD,  dass  Integrale,  in  denen  V»+''i+"»' 
vorkommt,  bestimmt  Verden  kflnnen;  kömmt  aber  V'*  +  •'i+  ci*-*-di'+ei* 
vor,  so  kann  in  der  dortigen  Weise  eine  BeBtimmung  nicht  durchgeführt 
«erdeo.  Wir  werden  nun  aber  sehen,  dass  alle  solche  Integrale  auf  eines 
der  drei  folgenden  zurÜckgefQhrt  werden  können ; 


/vdte'/v^-"/s^ 


(l+a«in*i)Vl-e'iin'i 
welche  drei  wir  nun  zunächst  veiter  untersuchen  wollen.     Dabei  setzen  wir 
e'^1  voraus,  und  werden  nicht  nöthig  haben,  x  Ober  ^  hinausgebea    zu 
lassen.     Ferner  werden  wir  setzen 

Dldfar,  I>lffR*iitliil-a.liiM(ial-R«tlui.  rikSC^'oOolc 


450  ~  ^»  ^i  ^ften  »Diptiteher  Inttgnae. 

/*— =ll==  =  F(,.«)./Vl-e'Bii.'.8i  =  E(v.e)./' "' 


luch  in  folgender  Form  schreiben  kann : 


A  ,      "^,      .     =F(y.e)./Vl-e'»iu'»8»  =  E(y.B}./--- ,   ,    ^\*  ,         ,     = 

80  dasB  (§.61) 


ÜIfti^= ^  (c) 

e*"  (l  +  «»ii.'»)Vl  —  e'  sin*9> 

Die  allgemeioeD  Grössen  in  (a)  sind  nun  offenbar  (§.  49): 
F{i,e)+C.  E(x.e)+C,  n(i.a,e)+C. 
wenn  C  eine  willkQrliche  Konstante  bedeutet. 

Für  den  Fall,  dass  e  =  0  ist,  folgt  aus  (b)        ■ 

•  Vi+a 

von  welchen  Grössen  die  letzte  aus  §.44  folgt,  indem  man  sin'x^ 5-  - 

setzt,  also  

/'      8k  b/*  61 ;_    2  r      _  -*  /     2      \ 

l-|-a.in*i~  Vä+a— aMs2i~      V'(a-(-2)'— a'""  V  '*  -  "'S  '  V  2+2aJ 

Eine  näherungsweise  Bi^rechnang  der  Grüssen  (b)  Usst  sich  .immer  mit- 
telst unendlicher  Reihen  ausfuhren.     Man  hat  nämlich 


wo  nun  die  Integrale  nach  §.42  ermittelt  werden  können.     Da  dabei  e'<l, 
so  konvergiren  diese  Reihen  ziemlich  rasch,     ^'as  die  dritte  Grösse  in  (b) 
anbelangt,  so  mttssen  wir  in  Bezug  auf  dieselbe  noch  das  Folgende  bemerken. 
Wir  wollen  nämlich  in  Bezug  auf  a  folgende  Voraussetzungen  machen ; 
1)  a  zwischen — ao  und  —  1. 
Man  setze 

a  = j ,  iiit'a=  — ; — i,  a  zwitchen  0  und  -^  , 

80  wird  wirklich,  wenn  a  von  0  bis  -^  S^^^'  *  v""  — '  '•'*'  — "^  gehen. 
Man  hat  aber  Rir  jedes  a: 

ignzcdi/GoO'^lc' 
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r*       siu-iBi \v  r*    8x         y^        8i -t 

y  (l  +  «iin'»)  Vi  — e'sin'l"  «^-'   Vi  -e'sin'x     'Z  (l+asin'»)Vl— e'elo'xJj 


F(».el-n(>.  l.  e) 


/  ■•■■■«■  /-'        »-.m-g».  =  i+5  n(,  .  ,' 

/  (l-t-asin'i)  Vl-e'sin'i     -^  (1 +asin'l)  V'  — «' «in'':  "  ■     •    ' 

--i-F(»..), 

/•'       "-■"•')»■  '  +  •■-,,         ,       •■-,,     , 

{(l  +  a.i.'x)  Vl-«''i"'i         ■         !»..<,.•.; 

Ferner  ist  identisch 

..■■T'l-.*»",-.'.l.''.'r.-T  ' 


ad-.'.»",,) 

.■.[l-,-.l.-I-.-.l.',...r.] 


ir^itis  untnittelbar  folgt; 


Die  zwei  ersten  Integrale  werden  nach  den  Formeln  (f)  bestimmt;  was 
das  letzte  anbelangt,  so  ist  das  onbestimnite  Integral  gleich 

/l  — e'ifip't  — e'iin'ieoi'i      ____^_ 81  _  

^  V         cm'«      yr^Pri^-/  l-tg'atg*i(I-«'«n'xHl-e'>ii>'«) 

^    /t(tgiVl-B'»iD'i)     61 

~  J  ei  'l— %'«tg'i{I— e'do'iXl  — e'slo'o)' 

Man  setze  also 

fln  Vl-e'*in'« 

SO  ist  dasselbe  gleich  (§.  36) 

/e(t|!xVl-e'«to'i) 
8n 81      8u     _  r       cotga  Bn 

Digiizea^GoC^lc 


RcduktioD  dei  glfiptkcheu  InWgctli  der  dittten  Ait. 


A: 


,  /-l  +  tgg'gy  V(l-e'ü°'<')(l-e'*i°'»A 

.     2V'l-"'""'»    Ll-tgatg,  Va-e*"D*<«)(l-e'.inV)J' 
Setzt  man  nun  nocb  die  W«Ethe  aus  (f)  in  die  obige  Gleichung  ein,  so 
ergibt  sich  leicht: 

n(r, j ,  •)=— i — -j— wtg'on(»,  — ••iin'«.«)  — 7-3t_F{^.,) 


uvn 


2(1- 


f'\+tgtttgvVU~,'än'aHl—eUla^9)\ 


_tgntg,V(l- 


'«)(1- 


(I) 


vermittelst  welcher  Formel  die  Integrale  Il(g>,  a,  e) ,  fUr  welche  a  zwischen 

—  X  und  — I  liegt,  auf  solche  zurückgeführt  werden,  für  die  a.  zwischen 

—  1  nad  0  liegt,  da  e'sin*«  zwischen  0  und  1  (genauer  0  und  e'). 

2)  a  zwischen  0  und  oo  . 
Han  setze 

ISO  wird  0  von  0  bis  y  gehen,  wena  a  von  0  bis  x  geht.  Han  hat  aber  jetzt : 


woraus,  wenn  r 


/,. 


CM'»+<i°'">i°'tO+»V«)(l-«'iiD'i)'      . 
n  mit  Vi  — e'iin'i  beiderseitig  dividirt  nnd  beachtet,  dass 


i;-(-.in>o»ln'i(l  +  e'tgia)  (I 


(tg  =  »iii<itgiV(l+9'tg''*)(l— e'«!"!'«)). 


rinaVli-e'm*. 
durch  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  y  folgt 
rF(»,e)— n[ff.-(«o>'a+.  ■ 


^;^=^]+^^^n<,.. 


vermittelst  welcher  Formel  man  die  Grössen  n((p,&,e),  fQr  welche  a  zwi- 
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sehen  0  uDd  oo  liegt,  auscIrUcKeii  kann  durcb  solche,  tllr  die  a  wieder  zwi- 
schen 0  und  —  1  liegt. 

Daraus  folgt  nun,  dass  man  in  dem  dritten  Integrale  (b)  a  als  zwischen 
0  UDd  — 1  liegend  ansehen  kann.  Will  man  Hir  diesen  Fall  non  Reihen- 
entwicklungen haben ,  so  hat  man : 

V  —,  9  V 

yJvT^mi- 


in  welchen  Formeln  wir  die  Integrale  der  zweiten  Seiten  in  §.  100  bestimmen 
werden. 

Die  bii  jetzt  dargftstellt«ii  Fonnelo  «Genen  daza ,  die  drei  GrOBSen  (b) ,  welche 
elliptische  Integrale,  bezQglich  der  ersten,  zweiten,  dritten  Art  hei«- 
■eo ,  nir  ein  gegebenes  tp,  da«  wir  nicht  über  -t"  Torauszusetzeii  braueben,  zu  be- 
rechnen. Ffli  <))=-g-  heusen  sie  gewOboIich  Tollst&ndige  elliptische  Integrale. 
Es  lassen  sich  jedoch  auch  uacb  andere  Weg:e  finden,  um  diese  Berechnung  darch- 
laführen.     Man  aetze  nämlich 

»ip2t 

woraus  nach  einander : 

^  l+2eoos2i-fV  ^_  8»  _  2(eeo»2z-H    6^  ^  2(«cni2i+l) 

(6+co»2t)'     'cos'iei"  {b+coi2i)'  •a»~H2eco«2H-e'' 

tg'i  »ln'2i  ,        ,      ,  (l-|'ecoi2E)'  \/rr 


--l+ts"i 


1+6C0I21 l+Bco«2t  l+eeoi2g 


"  Vl+2»l«»2.+.'      Vl  +  .'  +  2.(l-2'l»'')      V(l+«)'-«" 


(!  +  ■) 


VT 


(i+.)'- 


Die  Grftnien  reu  z  sind,  wenn  die  von  x  Null  und  91  sind :  0  und  ^^ 
siD2ö 
'*''~^+To»2^  .  s«n».(e  +  co»2»,)  =  sin2»,coi», 
sinficos2fD,  — sin29,  cocv  =  — etia»,  >iD(29,  —  )>)  =  e«inf>, 
0  daas  2(p,  — 9<fl',  gi,<^p,  und  also  

■     ,,    ,    /■'i(,+.,..a.)    '■  +  "V'-(ifei-^'-.. 

y  l+2ecos2z+e''  l  +  ecosi 


.  G(.x:)'^lc 


Zweite  Art  der  BerecliDuiig  elliptucber  Integnli 
2      /•  8i  2     ^, 


'iV' 


Haa  ioIilie«Bt  bierwis  leicht  das  Folgende :  Han  bestimme  die  zwischen  IP  und 
i  liegenden  Winkel  <fi,  ift,  •  ■  ■,fp„,  ferner  c, ,  e,,  .  .  .,  e_  und  k,  t, .  ....  k,^_^t 


2V» 

I  +  « 
2 

2V>, 
■-1+^ 

.     1, 

l  +  e 

'      1+». 

■■■».-.      1+ 

F(,,.)  =  lP(...e,).  r(»,..,).k,F(,„i,) '■  (»._,■  •.^,>='',_,f '».■•.'■ 

p(...)  =  kk,....k__^r(,_.,_). 

D&e<l,  so  ist  e, >e,*  Cj^e, so  dau  weon  n  zienüicli  gros«  ist,  e,, 

nabesa  ^1  sejD  wird,  da  die  c,,  c, immer  noob  unter  I  sind;  alsdaen  ist  aber 


'(«•.••.)= 


/vi=sn=/^.='"(i'-+7)* 


42). 


F(9>.e>  =  kk, ^_,"8(y''B  +  -|-3'  K  =  ^^- 

ilst  dieser  Fonnc] 


Vermittelst  dieser  Formel  l£sat  sichF((p,  e)  nun  eben&lls  berechnen.  Ferner  i^t 

B'+2eeo«2i  +  l 


=  (li-e)Vr^ 


d.  b.  da  die  erate  Seite  = 


V8'+2ecM2»+l 

8t      l-i-2eciM2x+e 
Bi~    2(I+eoM3i) 
l+2ecoi2z  +  <' 
2(l+e«>82«) 


Vli-2ecoe2i+;e' 


-  =  <l  +  f)Vl- 


X  +  Vl-eMn'r)  Vl  +  2ee<»2,  +  e=.  V_^_ti^^2i^:l' 
_  (Bco»i  +  Vrr;^ü^)'_e't°»'i+2eeo»xVl^e4m-,  +  l-e'.ii 
2Vl  — e'>in'x 


2Vl-e'»'n'» 


(l+e) Vi -«1 '»'»'*  r^  =  eco»i+V']-e'iin'i+- 


2      Vl-e'ün'«' 
1  1 


•  H«nbU(l  +  e)e,  =  2t/e,  d.h.  dft  l+e<2  :  2e,>2t/e.  e,>Ve.  and  dft  i/c 
>e.  .oiite,>e.  Diftraer  (l  — ^'=  1 -28  +  6'.  lo  iit  I  +  B'>2e.aUo  I+2#+e' 
>4e,d.h.(l  +  e>'>4.,  l+e>2V»,sI«>e,<l.  ,-,  , 


Ander«  Redoktimufonnal  fOr  die  MV»  Art. 


.yGoo^^lc 


-  .  =,  t  =  tini,  ooii.tgx. 

VI  — o  »In  I 
chungen  (i)  voikommen,  bestinimen.     Zun&ebat  laoeii  lich  die  der  zweiten  jener 
Formeln  «ehr  leicht  reduziren.     Vha  bat  dasu : 

r"  ex 

welche  Femwl  loblieMlich  auf/  — t-  führt,  welches  Intecral  bereits  in  g.  99 

,/  l+aiin'i  * 

beitimmt  und  gleich  are(tg=  VT+ijgy) 

Vl  +  a 
geflinden  wurde.     Cm  ddh  aber  auch  die  in  der  eriten  Formel  (i)  rorkommeiideii  In- 
tegrale ,  deren  allgemeine  Form  ist 


/*    rill  \Si 


zu  beitiromen.  Wollen  wir  etwas  allgemeineTe  Reduktion sformeln  aufttellen.  Za 
dem  Ende  beieiebnen  wir  durch  |  eine  der  drei  GrOisen  sinx.  cosx,  tgx  und  be- 
haupten, e«  ae;  immer : 

Vi -•'*•■  ||=±V«+U"+.t', 

wo  a,  b,  c  bestimmte  Grössen  sind.     Um  dies  zu  rechtfertigen,  sej 

1)  |  =  iini,«bo  Vi— e'"n'i|^=  Vi  -  e'iin'i«osi= Vi  - a'sTn'i  Vi— «n'i^ 

Vl-<J  +  e')s'n'i  +  e'»ln*i. 
a=l,b  =  —(l ■+«•),  c  =  e*,  und  daa  ober«  Zechen  gilt; 


-  V(l— "•'iMl-e'+e'cw'iJ 


=— VCl- e')  — (1  — 2«')co«'i  — •'oo««x, 
a  =  l  —  e",  b=;  —  1  +  2«',  c  =  — e',  du  untere  Zeichen  fiit; 

Vl  +  (2-,")lj'i  +  (l-.1lg'i, 
&=1,  b  =  2  —  e',  e=l  —  s',  du  obera  Zeiehen  gUl. 

,=i"~'VT+bF+TP, 

8;_a<t'~V.+üt'+ef)»i_(ii-3).t*~'+(ii-8)bt'~'4fe-l)«t'»i 

•«  «i  »J  V"+bi'+"i'  '" 

.  rC»-3).l'~*+(ii— 2)bi'~'+(ii-l)ct'T 

V  Vi— ■■!.■.  J' 

SO  dass  also,  wenn  man  nach  z  integrirt: 

tr'VM:bF+;T--(.-3)./"  ''"';■ ,  +(— gb/ jUl- 

y  V'  — *•!''*  »'  Vi— •*'''» 

+->-/vÄs^- 

Set-it  man  hier  £^sinx,  oosz,  Igx  und  beachtet  die  oben  geAindeneD  Werthe 
ron  a,  b,  e,  so  hat  man : 

Ignzcdi/GoO'^IC 


/tix 
..         ^  T=p'  £  =  »inii  CMi,  tgl. 

/'     «in'idi           n  — 2I+e'    /*   »iD'~'iei  n-3      /•  ili|'~*iai 

■-» 

r    coi'iSi       _ n  — 2  2b'-- 1   /*  co»°~'«8i         n— 3  1— t'  /•  coi*~*»fli 


r.V(T: 


.■)-(! -2.")  «•■i-.i 


y    tg°»8»     _    B— 22— a'  r  tg'    tei     p-8    1    y  tg'   le 


ljVl+(2-»')"«'-+(l- 


(»-!).'  '  (n-1).'-  '    (n-l)(l-.")c. 

Dabei  Betien  nir  nnn  n  alt  positiTs  gfance  2ahl  *OTaua ,  obgfleich  die  Formeln 
unbedingt  gelten.     AIsdiuiQ  fübren  dieselben  achlieBulich  auf 

/a»  r      fax  /•     f'ai 

vi^äh'  /vi^^ih'  /vi^eTs?;' 

Du  enta  dieser  Integrale  g^bOrl  bh  deo  anmittelbaren  elliptischen  Integnien; 
da«  zweibe  Iftast  sich  nach  %.  40  bealimmeu ,  *  während  fnr  dM  dritte  raan  hat : 

/•  i°'"-     „LJ      '•       -V/"vTr7^.i-„i-,.,. 

yVl— e*.in'i      «VVl  — e'tin'x      */ 

/cai'181  /•         ai /•     »ip'i8i 

/vnrp'.to'i     I— y       •"""^■-•■y    „.■■Vi-..™.; 


-j-L,yyi_,.Hn'ia.+j^.ij 


Die  BedukUonsfomielii  (k)  gelten  natürlich  auch  fllr  ein  negatiT« 
man,  um  dies  klarer  herroTtreteii  in  lasten,  — n^-^  an  die  Stelle  Ton 
man  leicht  aus  deuBelben ; 


n.     Setzt 
,  so  liebt 


^  tin  1  Vi -«'sin'»  "^  "n       »Vi      e'sln'i  J 

11  —  3   ,    r ei cosiVl— e'sin'i  I 

'""■^      yBin'~*iVl— e'sin'i         (n  — l)«in°~'i  '  „ ,, 

/*  81  ^       o— 2  2e'— 1  /• a«  ? 

y  cos'iVl— e'sia'i  d— 1  1  — "V  „^'"'iVi  —  e'süi'i  l 

^n^_e^    /•  8x ^     sinxVi-s'sin'i  1 

1^  Man  sebe  in  dem  Ende  tOr  £  =  *ini:  oosi=  >,  (Dr  fseoii:  siQX  =  >,  niT£=tgi! 

ignzodvGoC^lc 


/i  dl 
—p7=====,  £  =  iiDi,  eoii,  (gl. 

Dicie  Formeln  führen  scbliesslicb  auf 

ys'Vi— '.m-x'  /ivi-.'.»'.  /vi  •■""'- 

voD  Tetchen  Integralen  das  erste  für  n  =  2  noch  durch  (k')  auf  bekannte  ^duzirt, 
das  zweite  aber  nach  §.  40  bestimmt  wird. 

—  nar  für  ein  ge- 

rades  n  (poaitir  oder  negativ)  schliesslich  auf  elliptische  Integrale  führt. 

Auch  für  den'Fall,  dass  S=Vl  — ß'""''-  hat  man  

V'  — e  «n  «  T-=:— e*iinxcoss  =  — e'  \/  — j-^  V/  i = 

a=«' — 1,  b  =  2  —  e',  c=-—l ,  nod  ei  gilt  du  nntere  Zeichen, 

mithin : 

/,  i .-11-.'/ 


T/ =^^- 

■'(i-.'mM  '  Vi- 


e'si 

»cosid— e'sin'i) 

n  — 1 

ei 

n-t 

(1- 

eHin»x)  '   Vl-e' 
e'sinicoGi 

>n>x 

'  vr 

a  wäre  filr  n  ^  2 : 


/jfli  1         r  l— fl'»ip'» a'siniwwi 

(l-e'sin'i)l~^-*V  Vl-e'rin'i    '      (i_e') Vl-«"rio*x 

Da  sin  xr= ^ — ^ ' .  cob  i  = , — ~ ,  so  werden  dte  In- 


j ..^ ,  y .^^ 

(1  -  B'siE'i)  *  Vl-B'sin'i  (1  -  B'sin'i)=  V>-«'»ta'>. 

leicht  auf  obige  zarückgefiUirt  werden  können.     Setzt  man  eben  m 

f i!4i_=R  ,  /    ''"  . 

/(i+.eVi— ^■"■.■<    ■Vvi-«'™--    ■ 

SO  dasa  also 

Ignzcdi/GoO'^IC 


/■»■ 


ii£  =  A+B«+C«*+D«*-|-Ex'. 


B„±eB.  =  P„.  B,±eB,=P,,  B,±bB,=P, 

noraus,  weuD  Pg,  P, nach  dem  Obigen  bekannt  sind,  dessgleiehen  Bg,  dann 

R(,  Ri,  .  .  ■  gefunden  werden.     Für  |:=ainx  ist  nber 

/; 81^ ^__    r   (l  +  ejini)ei  /•  8» _     r    slniBi 

welche  beide  Integrale  bestimmt  werden  können.  Aehnliohe  Integrale  werden  wir 
aber  inmer  durch  die  nachfolgenden  Methoden  bestimmen  köunen ,  so  da«S  die  Auf- 
Stellung  weiterer  besonderei  Reduktionsfonneln  unterbleiben  kann. 


Das  Integral 


/v 


'  Va  +  Bi  +  Ci'+Di'  +  Ei* 
läsBt  sich  immer  auf  die  Form  /.■■',      _  brinseD,  eben  so  dasje- 

nige,  das  maa  1^  E  =  0  aDS  dem  vorigen  erhält,  wie  sich  im  Nachstehenden 
zeigen  wird. 


E  oidit  =  0 ,  mithin  gegeben 


fv 


'  V'a  +  Bx+  Cx'+Di'  +  Ex*' 
I.    Die  Gleichung  A+Ex+Cx'-|-Dx'+Ex'=0  habe  vier  reelie" 
Wurzeln  a,  b,  c,  d  so,  dass  a<b<c<d.     Wir  setzen  diese  Wurzeln  ab 
ungleich  voraus,  denn  wären  nur  zwei  einander  gleich,  so  käme  das  vorge- 
legte Integral  auf  §,  40  zurück.     Man  hat  also  identisch 

A  +  Bi+Cx'+Di'+Ex*  =  E{i~.)Ci-b)(x— c)(x-d). 
Wir  mjlssen  nun,  in  Bezug  auf  die  Gränzen  von  i,  folgende  Fälle  un- 
terscheiden. 

1)  X  liegt  unter  a,  oder  über  d.  Da  immer  Ä+Bx-f-Cx^  +  Dx'-|- 
Ex*  positiv  seyn  rauss,  (x — a)(x — b)(x — c)(x  —  d)  es  aber  ist,  so  muss 
Hothnendig  E>0  seyn,  da  sonst  x  nicht  in  der  angegebenen  Weise  liegen 
darf.  *     Man  setze  nan 

!-■         1  — «  ft(l  +  »)-ad(l  — 8)       61  2n(d-a) 

i-d-°H-«'    "-       l  +  z-«0-,)       ■     B»-ll-a  +  (l  +  a)i]'- 

woraus 

ai%~d)(l  —  x) .       »— b+a(b  — d)  +  (a-Had— b  — ■.b>g 


E(i-<i){i- 


e)(x-d)lej 


"<.(a-d)'(l-r')r(«-b)(H-i)-H'(b-'tXl-»)][(a-o)a+«)+'>('=-d)0-t)J' 
Die  noch  unbestimmte  Grösse  a  wollen  wir  nun  so  bestimmen,  dass  das 


•  Für  die  Anwendnogea  nflnilich  wird  immer  \^A-i-Bi  +  ...-\-Ei*  leeW  seyn;  analy- 
tisch vKre  ein  negatiTet  E  auch  zoiasuB ;  mtui  würde  aber  dum  bloti  i  =  V'— 1  als  Paktor 
im  Nenner  heruuiiuetien  haben. 

.Goo^^lc 


-ß 


460  lUdokÜmiTOD   /-^.  w«ini  =  A  +  B«  +  Ci'+Di»+l;»*. 

im  Prodakte  der  zwei  letzten  Faktoreo  enthaltene  Glied  mit  i  ausfalle,  wosn 
notbvcndig  ist,  dass 

(b — d)  (e — d) 
dann  ist  jenes  Produkt 
(._«(,_,)  (!+.■)+„  [(,_a)(,_b)+(,-.)ft-J))(l--')+»"(k-d>(«-') 

(1  +1")  =  2  (.-b)  (.-.)  (!  +  .')  +  .  [(.-«  (.-b)  +  (.-0)  (b-d)]  (1-  .■)- 
2(.-b)  (.-.)+. ((■-«(■-l>)+("     •)(b-Jl]  +  [2(»-b)(.-t) 

-.  l(t-d)(.-b)+(.-.)(b-d)l].'. 

Die  GrösBeD  (a— b)  (a— c),  (c  — d)(a  — b),  (a— c)Cb-d)  sind  alle 
positiv;  setzt  maa  also  a  auch  positiv  voraos,  d.  h,  ='\/ ,'~„  ,  ~^  ,  so 

V     (b  — d)  (c  —  d) 
ist 

8(«-b)(.-«)+.c(— d)(»-b)+(— ■)(b-d)]-a[V(b-d)(.-b)+V5::ä"(b=d)]', 

2(a-bXa-«>-*c-dX»-b)-H«-«)»-d)I=-«[-V(.-d)(a-b>tV(a-«)»-'')j'. 
SO  dass ,  weno  ZQr  Äbliürzaog 

^_— V('-d)(.-b)+vjr-.)(b— d)_ (.-.)o,-d)-(t-d)(.  b) 

V(o-«)(>-«  +  V(»-<)ft-d)     [V(o-d)(.-b)+V(s-«)ft-d)J' 

(.— d)(b-.) 

lV(«-d)(.-b)+V(«-e)(b-d)l" 
gesetzt  wird,  wo  also  e  positiv  und  <I,  man  hat: 

Ei'  Kit) 


A+Bi+Ci'+D.'+E<'U.J       E[V(«-«(a-b)+V('-«)Oi-d)l' 


■  (l-.ld     .'.'l     E(«—d)(b-t)(l-i')(l  _.•.•)■ 
and  man  hat  daher  das  folgende  Schema ; 

j-^_    1-^        -t  /(b— X."^        V(r-.)<d-b)-V(d-c)<b-.l 
.-d        1+.-          V   (d-b)(d-.r         \/(,_.)(d     b)+V(4-c)(b-a)' 
/■ ei 2Vb  r dl 

J  Va  +  Bi+C."+D."+Ei>  "  VE(d-a)(c-bj  /  V(l-z')<l-«M 
Was  die  Gränzen  von  z  anbelangt,  so  wird,  wenn  X  geht  von  — oo  bis 
a,  z  gehen  von  0  bis  1 ,  und  wenn  x  geht  von  d  bis  -|-  od  ,  z  von  —  1  bia  0. 
2)  X  liege  zwischen  a  und  b.    In  diesem  Falle  ist  {x — a)(x— b)(x— c) 
(x — d)  nothwendig  negativ,  also  mnss  E  negativ  seyn.     Man  setze  nun 
b— 1         l~l       _b  +  n>+(b  — aa)s      8i  8n(b-a) 

■  -a-'l-.''        l+.+(l-i.)i    ■    »i-[l+.+(l_«).|' 
woraus  nun 

_  (b-a)(l+,)  .(b-.)(l-.) 

'  (1+. +(!-«)■'  l+.+(l-.)i' 

(b-<!)(l+.)+. (.-»)«-■)  (b-d)(l4.)+.(.-d)(l-.) 

l+.+(l-«)i  •  ■       l+.+iI-.). 

80  dass,  wenn  wieder  a  so  bestimmt  wird  aus 

(b-.)(b-d)-.'(.-d)c.-d)=o.,,=\/|E»|5^, 

man  zugleich  beachtet,  dass  dann 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


"M' 


lb-t)(^-J)+-[l»-.l(li-J>+(b-.)(»— l)l+.'(»— )(— <) 

-  .  tV('-')  (b-d)  +  Vft-.)(i_«]', 

(b-i!)(b-d)-.|(i-c)tt-d)+Oi-.)(«-J)H-.'(.-c)(.-il)  = 

-.|V(>-«(b-d)-V<b-«)  (•-<)]'. 

und  man  setzt:         

V(.-.)(b-J)-V(b-.)(.— a) 


(.-«)  Ii-b)(.-i!)(i-d)=-.(b-i^' (!-■■). [V(.-.)(t-a) 
+V(b-d)(«-d)J'(i-.".'), 
und  da  auch 

^  (d— c)(b— a) 

[V(.-t)(b-d)  +  V(b-b)(»-d)J'' 
SO  erhSIt  man  jetzt  folgendes  Schema: 

b;^^^!-.    ^     \Ac-\,){i-K)       _  Vif  -■)  (d^- Vfe-b)  (d-^ 
X-.       1+.-  V  (._.)<d-.)'         V'(.-.)(d-b)+V(«-b)(d-.)' 

/8i  _^  2Ve  r ei 

Va+B.+Cx"+Di'+E.'~  V-ECd-öft^y  VO-'")  (■—•'■')■ 
Dabei  liegt  z  immer  zwischen  —  ]  und  +  1 ,  e  <  1 . 

3)  X  liege  zwischen  b  und  c.  *  Jetzt  muss  £  positiv  seyn  und  man  er- 
hält ganz  in  derselben  Weise : 

5^^^^!;^  .\MESEEÄ        V(d-b) (.-.)- V(d-.)Jb-i) 

.-b        !+■•  V  (d-b)(b-.)'     "V(d--b)(c-.)+V(d-e)(b-a)' 

Bi 2V«  f B* ,__ 

Va+bi+c.'+di'+e.'~  yE(d-.)<.-wyV(i-0 (■-•■■')' 
z  zwischen  — 1  und  -(-1,  e<  1. 

4)  z  liege  zwischen  c  und  d.    Jetzt  muss  E<0  seyn  und  man  hat: 
d-i_    1-1     _  -a  /(d-s)  (d^^     _V(»-a)  (d-^- Vw-^jo-b) 

,_,    i_.'"  V  (,_.)(,_»•    V(,_.)(d_b)-t-v'(d-.)(c-b):  . 

/; Bx 2Ve.  /• 8i 

Vi+B.+C.'+Di"+Ei'"V-E(b-.l(d-«y  V(l-.')(1-.'.') 
U.  Die  Gleichung  AH-Bx  +  Cx'  +  Dx'-f-Ex*  =  0  hat  nur  zwei 
reelle  Wurzeln ;  a<h,  und  zwei  imaginäre;  m+ui,  so  dass 

i+B,+C.'+Di"+E.>  =  E(.-a)  (.-«[(.-!»)■+••]. 
wo  natürlich  n  *  >  0.     Man  hat  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden : 
1)  X  <  a  oder  >  b,  soHst  E  >  0,  und  man  setze  wieder 

x^s         1  — t  X  — ttb  +  (a+ttb)x    8x  2a(b— a) 

x-b-°n-i''~  1-.-H1+.)!  •e.-[i-.+u+«)>l"' 
80  ist 
,        .,  ,    ,    [a-.b-«+».+l»+i.b-iii-u.).]'4-.Ml—+(l +»)■!' 

80  daas  wenn  ce  ans  der  GleicUnng 

(B_ob  — m+ma){»+«b  — m  — nia)  +  n*(l  — o*)  =  0 
beeUtnmt  wird,  aus  der  folgt 

..,'—■ ■)■+!!■■ 

i),„„cdiiCjOOi^lc 


.y^J.»onnt  =  A  +  Bi  +  C»'  +  »i'+E«' 
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und  maD  zur  ÄbkOrzuDg  setzt :  , 

(s_Bb-m+iiia)'+n'(l— a)'=i»',  (a  +  ob  —  iB  —  Dia)'  +  ii'{' "!-'>)''=  t'. 
man  hat 

(I     alfi     urfi     m)-  I  i1     °(h-»)'a-»')tf'+y'»') 
U      »MX      DJlrt      m)-t-M-  [i  _„^.  (,+„,, j.         . 

SO  dass  also  hier: 

-  ^i^  / l! 

z  zwischen  —  1  und  -j-l. 

2)  X  liege  zvischen  a  and  b.  Ganz  wie  so  eben  hat  man,  dajetztE<0: 

B-J^''  ■-VS^3^-'"-o.+"-"— .)•+■.•(.+.)■. 

,<„(b-,.-„,  +  m»)'+.'(l_.)', 

J  Va+B"+ci'+d,'+ei'    V^iy  V(i-»')H'+i''"") 

m.  Die  Gleichung  A  +  Bx  + Cx*  +  Dx»+Ex*=^0  tiabe  die  vier 
imaginären  Wurzeln;  ni+ni,  m'+n'i,  80  daes 

A+Bx  +  C.'  +  Di"+E.'  =  Er(>—)'+»'J[(i— ')'  +  «■■].  E>0. 
Man  setze 

»-n      l+n.  ii(l+.«)+mfe-.)      8i      nlH-.') 

n     -  — .   •"-  .-«  •    ».       (.-.)>  ' 

.o„t  (.-«)+«-  ^^^,  -  (,__j.  . 

,.      [„+»._.'M-(»-+».-»)»l'+.-(.— )■ 
O      »)+.    —  .         j;;;^,  , 

SO  dass ,  wenn  a  aus  der  Gleichung 

(ii+illi-ni'.)(m'+i.r,_i«)-o-«-0 
bestimmt  wird,  man  hat 

(—»•)■+.■•=.  öiL',  |,.  =  („.-|-„a-m-.)'+,-.',  ,■.(«■+.._„)•+.■•. 
Was  a  anbelangt,  so  gibt  obige  Gleiclmng 

.■■+(m-.y— ■+V>.'(ii— »T+|i.-+(»-my_.y 

2.(,n-n-) 
Setzt  man  nun  die  angeführten  Werthe  ein,  so  ergibt  sich  (wo  die 
WurzelgrSsse  positiv  zu  nehmen  ist): 

f         "         ^x/gg/ g^ 

/  Va  +  B.+  Ci'  +  1)i'+E.'        »         F-    ■'VV  +  z')lf+f,1 
M'as  ß*  und  j-*  anbelangt,  so  ist 
,i'-y'=[n'— (m-m')'— ll"](l-o')  +  4n(m-m')a  =  [D'  — {m  — iD'>'-n"](I  +  o'> 
+  2  [n"+ (m-E.')"-«'l  "'+ 4"ta  — "■)«=  fr"-("-"')'-»'"l  <l  +  "■)  + 
^»(tll-m■).(a'-l)+4l■(^l-l.•)I•-  [ö'-(iii-«')'-n-'J  (l+»")+2n(m-,rt. 
(l  +  a'jsd+.-JCi'-C».-.-)'— ■■+2ü(n_«-).l. 

*  Die  Gläicknng.  welcbe  a  bestimmt,  iit 

»oraus  folgt  rn''  +  (m-m'}'— n'Jo  -  tl(ni-m')(a'— 1). 
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Kun  ist  aber  l-j-a'>0;  ferner,  ireon  mao  obigen  Werth  von  a  ein- 
setzt ; 

n'~(m-in')— «'+i''{m-in')«  =  V4i.>-m-)*+[n"  +  (n>-i"')'-a']', 
also  auch  positiv,  mithin  /?' — )''>0,  d.li.  (?'>}-'. 


,  E  =  0,  mitbüi  Torgeltgt 


/v 


'  Va+Bi+Ci=+Di* 
Man  wird  leicht  beachten,  dass  es  im  Vorstehenden  in  Wahrheit  nur 
darauf  ankam ,  die  Integrale 

/v±(i-«i—i)(— )(>—!)  yv+(— ■)(— » 


/v 


-b)[(i-m)'-|-n'] 


f  V[(x-mr+p'][(._m')'i-n"] 
umzuformen.     Ferner  ist  klar,  dass  wenn  man  in  dem  Ausdruck 
E(i-a)(i-li)(i~c)(i-d) 

setzt  E  =  £,  a  = nnd  dann  e  zu  Null  werden  lässt,  derselbe  zu 

{.i+l)(i-b)(i-c)(i-d)  =  {i-b)(x-eK«-a) 
wird.   Je  nachdem  nun  die  Wurzeln  von  A+Bx-f-Cx.*-|-Dx'=:0  beschaf- 
fen sind ,  vird  man  haben 

A-i-Bi+Ci»+Di'=D(i-b)(i~c)(i-d)<>der=D(i-b)[(i-m)'+n'l. 

und  man  wird  für  E  =  e  und  a= —  —  diese  Grössen,  in  denen  D  wegge- 
lassen ist,  unmittelbar  aus  dem  Frühern  enthalten,  wenn  man  e^O  setzt. 
Daraue  folgt  nun  leicht : 

IV.  Die  Gleichung  A-|-Bx+Cx'-f-Dx'  =  0  habe  drei  reelle  Wur- 
zeln :  b  <  c  <  d ;  so  daes 

A-fBi+C«'+Dx'  =  D(x— b){«— c)(i— d). 
Dabei  sind  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden :  ' 

1)  X  Bey  immer  grösser  als  d,  so  dass  D>0.   Setzt  man  in  I.  1):  E 

^«,  a=: nnd  lässt  dann  e^O  werden,  so  ergibt  sich  das  folgende 

Schema,  wenn  man  statt  des  Faktors  x  —  a  geradezu  1  setzt,  oder  statt 
o ;  — : 

/j-b-Vd-c 


»-^        1+«*         V(d-b)(d-c)'         Vd-b-HVd-c     [Vd-b+Vd-eJ'' 

y  VAi-Bi+Ci'-fDx»     VdF^ /  V(l  —«*)(!  - "*»*)' 
2)  X  sey  kleiner  als  b,  also  D<0.     In  derselben  Weise  erhält  man 
aus  den  Formeln  in  I.  2) : 

VdtTb-V^r- 


i.      ■      -'~'    _      \/i Cw5 — Ti    .       y  a  — u—  y  c— p_  a  — c 

i— -r+;."V(.-b)(ä  ')■■=  vj=i+vJ=i-[v«+vT=i;j- 

/; ,81 2ve         /■ ei 
YÄTBi+cT'+Dx"*  "  V^Did^y  V(i_i»){i_e*T)' 
3)  X  liege  zwischen  b  und  c ,  also  D  >  0.     Ans  den  Formeln  in  I.  3) 


B«diiUii)ii  dM  iDttgrab  /—,  £  =  A+Bi4'Cz*-t'Di 


'  V»+Bi+C.'+Di"     Vl>(«-Wy  V(l-"')(1     •'■■)' 
4)  z  li«ge  zwischen  c  Dnd  d,  also  D<p.     Aus  I.  4)  folyt; 
Vjirb-V,~ 


I-.     1+.-       V  ,_h'      vjrri+y^zr;- 

VI+bJ+cT'+D? "  V-D(d-<) y  V(l -.■)(! -.!?)■ 
V.  DieGleichaDgA+Bx+Cx'+Dx'  =  0  habe  nnr  eine  reelle Wui 
zel  b.     Alsdann  ist 

A+B,  +  c,'+Di"  =  D(i-b)[(.-«.)'+»1. 

1)  Sey  x>b,  alsoD>0,  so  folgt  aus  II,  1): 

ji^— l^.«-y=====.  |»'-2[l+.(b-m)].  ,'  =  2(l_.(b-m)l, 

r 61 ^ 2V«  t    8i_ 

y  Va  +  Bi  +  Ci"+Di'       VD/ V(1_,')J!"+,'.")' 

2)  x<b,  also  D<0.  wo  nan  ans  II.  2)  folgt: 


l  — 1  =  0^^73-,  o=V'(b— ")'+""'■  (»'  =  2a'— 2o(b— m).  7'  =  2a'+2«(b  — m). 


y  Va+b.+c.'+d.'    V-d/v 


'  Vi+B.+c.'+D.'    V-ny  V(l-O0i'+;'.')' 

Hu  kSDD  aieh  Islelit  Obeneogen,  dsn  dis  In  IV.  and  V.  behsnd«Iteii  FUIe  rich- 
tig gelSit  lind,  wesD  mu  direkt  ubMilulK,  und  wir  wullen  dies,  um  keieerici  tJnUedieit  le 
Tsnmachen  ,  doch  Doch  kon  endenten. 

D(-    l)(-    -)(i    j)_i;['+-W-b)+('— M-BMO+'W-eH-d— W-o)M(l+e) 

^  ! +(Vd-b-Vd-c)i](l-.')  [ 

Vd  — cVd  — b.ii*(l  — »>' 

_  U(Vd=^+Vd=b)'(l-e.)(l+ci)(l-.')  ^ D(c-b)(l-e'i')(l-.') 

Vd— c  Vd— b  .  «'(1  — e)*  o'eO— f)' 

2)  .-b_!!Ürjl;  D(— b)(— c)(._d) 

,a(l  -l)lb-c— .4-(b-c  +  .).|  [b-d-a  +  (b-d+a).l 

-""  ^  (1+^)'       

lDa(l-t')Vc-bVd=b[— Vc-b-Vd-b-t-(Vd^-Vc-b).Jl 

_1 [-vgb-  Vc-b+(V.-b-Vd^)  ■] ^1 

0  +  -)' 
D.'d-.-JCV^^^+Vd-bl'f-l  +  c-X-l-ee) 

0+«)' 


~<i+.r 
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-M 
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.+.b+(.- 


-c)<«-« 


l+.+(l-.)t 
..(c-b)'(l-'')[c-d+«(l'  — d)  +  !c  — d-°<''  — d)]'! 

ii(t-<.)'(l-.')[«'+.+  (.'-.).]M-b)    ■i'(t-b)'<d-b)(l-.1[(l+.)'-(l— »''l 

[i+.+(i-.).i'  -  [i+.+a -.).]' 

.'0+a)'H-b)(.-b)'(l-. ■)(!-.'.')      «'(.-bini— ')(!-«■■') 
(l+.+(l-.).J'  ,[l+.+(l-.).]'        • 

.    81  2o(B  — b) 

8.-ll+.+(l-«).J"- 
4)  Wie  unter  Nr.  3. 

5)  x=~ttj+b.(— b)[{.-m)>  +  l.'l 

(l  +  -)l(l+-+«0>-»)(l-»))'+i'»'(l--)'] 

(l—')[(l  +  ')'+g-(b-»)(l— ■)  +  (!— )■]      (1 -■■)[/»■+/■']    ««  g 

.'(1-.)'  -         .'(I-.)'        ■«.     .(l-t)'- 


Hieraus  ergibt  sich,  dass  das  Integral /- 


(1+x)*  ■8.      (!-«)'■ 

Bx ;_ 

Va  +  Bi  +  Ci'  +  Dx'+E«*'  ' 


=  immer  auf  eine  der  drei  Formen 


'  Va  +  Bx  +  Ci'+Di' 

zurückgeführt  werden  kann.  Die  swei  letzten  kann  man  dadorch,  dass  man 
^^alsgemeinschaftiichenFaktorheraassetzt,  d.b.  /S'+)'*z'=i?'ri+li-z*  J 
schreibt,  noch  etwas  vereinfachen,  so  dass  man  schliesslich  nnr  die  Integrale 

r Bi r e» r e» \ 

in  denen  e*<  1  ist,  za  betrachten  hat.  Dabei  Hegt  flir  die  zw^i  ersten  z 
zwischen  —  1  und  -)- 1,  d.  h.  da  dieselben  nur  z*  enthalten,  z  zwischen  ü  und 
1  (§>49,  VII),  für  das  letzte  kann  z  alle  möglichen  Werthe  haben.  Um 
nnn  diese  Integrale  auf  elliptische  zu  redoziren ,  setze  man  in  denselben  be~ 
zQglich 

und  hat 

Vd— »')a-i-k'o  yrin^Vi+k'coiv      y Vi+k'-k'itav 

Dl*o(ic,  PUhnallitl-  g.  [Dttfitl-Bachnnst.  SO 

IJijnzcBByGoOl^lc 
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welche  dtet  lategrale,  in  deneo  91  zwischen  0  und  -^  Hegt,  zn  den  ellipti- 
schen Integralen  der  ersten  Art  geh&ren,  da  e',  rnrp.  1  — e'  kleiner  als 
1  tind  positiv  sind. 

§.  102. 
Cresetzt  nnn,  man  liabe  das  Integral 
fW8i 


h 


W 


'  Va  +  Bx  +  Ci'+Ui'+Ei' 
in  welchem  E  auch  =0  seyn  kann,  und  wo  f(x)  eine  rationale  Funktion  von 
X  ist  von  der  Form  der  in  §.  'i1  betrachteten  Brüche,  also 

*"J-.  +  ,.x+yi'+....'      ,  

so  ersetze  man  x  durch  z,  wie  es§.  101  verlangen  würde,  damit  ^^+..+£1* 
auf  die  Form  V('±*')(l±e'»'>  reduzirt  werde ,  so  wird  f (x)  immer  noch 
eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  z  seyn ;  alsdann  ersetze  man  z  durch 
sing),  coB{p,  tgy,  je  nachdem  es  VCli»')(li'e'«'>  verlangt,  so  «ird  das 
Integral  (a)  auf  das  folgende  reduzirt  seyn : 


h 


wo  F  eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  siny,  oder  costp,  oder  tgfp 
ist.  Zerfällt  man  dieselbe  nach  §.  37  in  PartialbrOche ,  so  nird  man  die 
Integrale 


1-B)B» 


/'     »in  »8»  r      CO»  y8fi  r     tg  »B»  Z' B» 

Vi^^^i^'   y  Vl-8'«ln'»>'  y  Vl^8'»in'»'   y  (a  +  siov)"VT^ 

/■ ■/' /^  ./—  , 

r  (Acoat.  +  B)8y        r  (Atg»4-C)8y  " 

y[(co.,  +  «)'  +  b']'Vl-e'«inV'  y  [(lgj»  +  a)'-t-b'jVl^=^^i^' 
ZU  ermitteln  haben,  und  wenn  man  alle  diese  Integrale  zu  bestimmen  im 
Stande  ist,  so  darf  offenbar  die  allgemeine  Aufgabe ,  das  Integral  (a)  zu  be- 
stimmen ,->  als  vollständig  erledigt  angesehen  werden.  Was  nun  diese  Inte- 
grale anbelangt,  in  denen  tp  nur  zwischen  0  und  -^  liegt,  so  sind  durch  die 
Formeln  (k)  des  %.  100  die  ersten  drei  bereiU  bestimmt,  während  die  For- 
meln (k')  desselben  §.  die  drei  andern  bestimmen  würden,  wenn  8  =  0  wäre. 
Um  ftlr  den  allgemeinen  Fall,  in  dem  a  nicht  =0  ist,  Redukttonsfor- 
nieln  aufzustellen,  beachten  wir,  dass 

Diqn.eanyGoO'^lc 


_aro,,M^^E^]^ ^ ,„-,+.(.+,■>,.., 

—  (a-2)(l+e').lnV-2Be'rin'f+{n-3)ff'5iB'»]. 
Man  setze  nun 
n  — l  +  ft(l+e')MD».— <ii-2)(l4-B')"n'»— 2»e'.ii.V  +  (n— 3)e'.in*»  =  A 
+  B(ft+.ln„)+C(.+.lT,p)'+D(*+<»n,)'  +  E(a4-»iny)', 
so  erMtt  man,  indem  man  die  KoefSzienteD  derselben  Potenzen  von  tp  ein- 
ander gleich  setzt: 

(n— S)9'  =  E,— 2ae*  =  4aE  +  D,  -(d  — 2)(l  +  e>)  =  6«'E+8aD-hC, 
ft(l+e'J  =  4»'E+3»'D  +  2aC+B,n  — 1  =  E»'+D»'+C»'4-Ba+A, 
woraus 

E={d— 3)«'.  D  =— {4n— IO)ae',C  =  {n  — 2)(ea'B'-«'— I), 
B={2n-8)[H-B'-2a'e'la,  Ä  =  (n-l)(l-a=Kl-»'e^. 
SO  diiss  also ; 


+(2.-3).(l+."-2.'.-)  /■ _'/  • 

^(.  +  .1..)    Vi-  ■    ' 


+(■ 


,_2)(«.-.'— ■-!)  /■ .  ',' 


W 


+(10- 


welche  Formel  eine  Reduktionsformel  für  f- *     ■    -         darbietet. 

Sie  f^hrt  bei  fortgesetzter  Anwendung  (bis  zu  n  ^  2)  schliesslich  aaf 
r  }v  r  8y  /■(a+.iiiy)8y        /fj-ttoyJ'Sfi 

vuu  welcheu  fntegraien  die   diei  letzten  bereits  in  §.  100  behandelt  sind. 
Das  erste  glitt 

(a+EiDff)Vl  -e'Bin'v    /  V'l-e'.inV«-»'— »"»VJ      /  <»■— »in',.) VTUvSSV 

y  (a'  -  .iaV)Vl~e'«i>''»'' 
von  denen  das  erste  zur  dritten  Gattung  der  elliptlEchen  Integrale  gehört, 
das  zweite  aber  nach  §.40  integrirt "werden  kann  (cosy=:x  gesetzt). 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  anch  folgende  Redaktionsformel: 

■iny  Vi— e'.LD'y_      ^^      g^^./* e» 

(a+eos)()  J  (i+coi»i)       V'l  —  «'»in*» 


+' 


««-lOj.e'/"— 


'(.+«,.,)    vr 

+(n-2)(2.'-l-e.'.'>/'- 
•'(■ 


+  eo.»)      Vi— B'dnV 
30« 
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+  (211-3) (1  -2,'-|-2»'0>  / ^^,  : 

+{n-l)(l'-0{l  -t'+*'e')f /'  r-  W 

Diese  Reduktionaformel,    die  noch  fflr  n  =  2  anwendbar  ist,     lOhrt 
schliesslich  auf  die  Integrale 

r 69^ r  8»  /-(a+wyjey      A>+eoBy)*8» 

y{a  +  cot|>)Vl-B'»IJiV  ./  Vi  — «'""VV  Vi  — •'■in'j'V   Vi  — e'«fn'»' 
von  denen  die  drei  letzten  in  §.  100  schon  behandelt  wurden,  and 

/l 8» /•          (>  — cosy)8y 
(a  +  oo»».)Vl~e'»'i''»'y(a'  — M«'ff)Vl-«'»in'»i 
/l 8» /• coigBy 
(a'— l  +  Hn'»i)Vl~«'"0'»     /{»'  — eo.»Vl  — 6'ii"V' 
wovon  das  erste  zur   dritten  Gattung   elliptischer   Integrale   gehört ,    das 
zweite  nach  §.  40  integrirt  werden  kann  (wenn  man  stn^i  ^  x  setzt).   Ferner 
hat  man  in  derselben  Weise : 


Vl- 


(«+I«?')      <">»'* 


|.-2)[2- 


'■(I-.')]/" 

■/  (•  + 


«•)      Vi^ 


+(2i.-3).[2-.'+2.'(l-.')l/" .  '' 

•^    (a  +  tgv)       Vl-e'tln*y 

-(.-Dii+.M—'a  «+••)/' .  *'     ■  (.) 

-/  {»+tg»)  VT^e'iin'» 
welche  Formel  (fllr  n  =2)  schliesslich  ansaer  den  schOD  ID  §.  100  behaodel- 
ten  lotegraleD  noch  auf  das  FolgeDde  fahrt : 

r 8£ /•a-'tgff  8y 

y(s  +  tg»)Vl      e'sioV     y»*-tgV  Vr-e'm'v 

.•.»■,-.!.■,    vi_..,i„v~V''-<'+'')™'»  Vi^=?3i?i 

/* »In  »  CO»  y  8  >i 

y  [»'—{1 +»•>»{»'»' J  Vi— «'"n*»-' 
von  denen  das  letzte  nach  §.  40  integrirt  werden  kann.(6in*9i=x),  währenfl 

/■ co*'y8» ^    /•        1  — «jg'y  8y 

[.'-{!+»') «n*,]Vl-«'«in'f     y*'-(l+»*J«i<i'»    Vl-e*iin'» 

•^      1         /• "y  1_     /•  8y 

>+i'y[>*~{l  +  »'>>iD',]Vl— '"■>••      •  +  »'/ Vl-e'"»'»' 
und  also  anf  elliptische  Integrale  der  dritten  und  ersten  Art  zurückkommt. 

Wir  h&tten  nuntnebr  noch  Reduktionsformeln  fOr  die  drei  letztcD  der  Integrale 
in  (b)  au&usteU«n.  Wir  kttnneo  die«  jedoch  Termeiden ,  wenn  wir  in  den  drei  vor- 
hergehenden a  auoh  imaginAr  »efn  lauen,  aUa  bei  der  ZerfftUun^  vor  f(x)  in  Par- 


EnniUlimg  von  n[p,  m+ni.  e].  469 

tialbrflohe  nur  Nenner  von  der  Form  (z-{-&)  zulusen,  wo  a  sowohl  reell  als  ima- 
ginär »eya  kann.  Dann  gelten  natürlich  dieselben  Reduktiontförmeln  (c),  (d),  (e) 
noch,  wenn  auch  a  imaginär  ist.  Da  die  imaginären  Wurzeln  immer  paarweise 
vorkommen,  ao  wird  schliesslich  du  Imaginäre  immer  wegfallen.  Wendet  man  aber 
die  Reduktiansfomeln  (c),  (d),  (e)  an,  so  gelangt  man  tarn  Ende  auf  ein  ellipti- 
sches Integral  der  dritten  Art,  in  dem  imaginäre  Konstanten  Torkommen,  d.  h.  auf 
ein  Integral  der  Form 


u 


f  [H-{m+ni)«liiV]Vl-«'""''» 
mit  desseo  Bestimmung  wir  uns  im  folgenden  g.  beschäftigen  wallen 


§.  103. 
Sey  iu-J-ni  =  r(cos«+isinfi),  und 


/['+'( 


ao  ist  anch 


4  u+t(« 


J  m-t(eoi.      iiln.)sin'«>]  Vl-e'sin'» 
woraus  durch  Addition  tind  SabtraktiOD  unmittelbar  folgt: 


-fi 


[l+2reoiB.i(,*»  +  r'«inV]Vl-e'^'f.'      ( 


yri- 


'  [1-1-2  r  cos  »dn>v+t*«mVJ  Vi— •'«nV  '     / 
SO  dasB ,  wenn  man  diese  beiden  Integrale  zu  bestimmen  im  Stande  ist,  man 
auch  das  Integral  (a)  bestimmen  kann.     Die  beiden  Integrale  (b)  geboren 
zu  der  Form 


A. 


{M-HBiin',.)a» 


'  [l-t-2rco»«iinV  +  r'tloV]Vi— •'«> 
deren  fiestimmong  wir  nun  angeben  wollen.     Zu  dem  Ende  mttssen  wir  je- 
doch noch  eine  andere  Formel  ableiten.     Man  setze 


(I  -\-  <MinV>  Vl^«'«''''» 
-(3-h«)sin'y-l-(l  +  2..)e' 


(•1) 


»»>      Vl-e'sln'»  ■  •  (l-f«sin',)*{l- 

worans,  wenn  ß  (wie  a)  eine  beliebige  Konstante: 

1  — (2  +  '-)»ip'y  +  (l-H2<»)B'iin*y-a«'MnV 


l  +  ^x'e»^{l-|-i.sin»».)»Cl— e'iin'»i)-|-|»sin'»>(l-iiiiV)  y\~ 
und  hieraus,  daz  =  0  ffir  91  =  0  (§.66): 


i/Goo^^lc 
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(l  +  o«<.',)'(l-B'.in'»)+i»"iiV{l-Bm'»>  \/i_;r,-j^»";     yi  +  )»i'' 
WO  das  letzte  Integrnl  in  allen  Fällen  leicht  bestimmt  werden  kann ,  und  x 
und  fp  dnrch  die  Gleichung  (d)  verbunden  sind. 

Wir  woUea  nun  a,  ß,  nebst  der  weitern  Unbekannten  j  so  7.n  bestimmen 
suchen,  dass  identisch 

(l  +  o«inV)'(l— «'•in'»')  +  l»'in'T(l  -  im*».}  =  (l  +  asinVXl  +  l'wn^C-f  7«iilV). 
WO  wir  a  und  a'  als  bekannt  (d.  h.  beliebig  gewählt)  ansehen.  Eieraas  folgt, 
indem  man  die  Koeffizienten  derselben  Potenzen  von  sin*^  gleich  setrt; 

Hieraus  dann :  y  =  — ^ ,  j?=a* — 2e'a — aa'+a'e' -^^^,    und 
wenn  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Gleichung  einsetzt: 

«■[aa- +(>+>')  *'+«'J  +  2a(I-t')a^'  =  >a'(»  +  »--i-e'  +  a,-). 

-aa-(l-e')+V»'(l+-i)(l  +  a-)<a  +  ''')fa-  +  «')) 
voratu  a  = — ; — : — - — tt — ; 1 

»■■+<•+"')•+■'  (0 

and  dann  y  =  ~  — 7»'>  i^^a+a'+T"!"*' — 2n,  ) 

ans  welchen  Gleichungen  zwei  Werthe  von  a,  und  also  auch  von  ß  nnd  / 

hervorgehen.     Man  setze  nun 

1  — (2+g)«in'»  +  (l+2°)e'5ln*»— ae'rin«»  _,   1    .  A  B 

<l  +  aiin'»>)'a  — a'»inV)+f*sin'»{l— "«V)       " ''"]+aiim'»''"l  +  »'Ein'» 

SO  erhält  man  zur  Bestimmung  von  A,  B,  C: 

I+o(A+B4-C)  =  o.  .+  a'  +  y  +  A«(«'+y)  +  Btt{a-f7)  +  C«(a-t-a')=-<2  +  «)«. 

a7+»'y+«a'  +  Aaaii-j^Baoy-t-Ca«»'  =  (l+2o)n»',  aa'y=  — o'e", 
von  welchen  GleicbuD^Jen  die  letzte  wegen  (f)  von  selbst  erfhllt  ist;  die  sn- 
dem  aber  sind : 
A+B  +  C=  ^=i.  A(a-+y)+B{.+7)+C(a+a')=-^^±^^^*^^^^. 

woraus  leicht  A,  B,  C  folgen.  Setzt  man  nun  endlich  in  (e)  ein,  so  erhSIt 
man  (§.  99) : 

i-F(».«)+An(»,.,B)+Bn(^»v«)-|-cn(,.r,B)=yi^,         (8-> 

in  welch  wichtiger  Pomel  die  Grossen  a,  ß,  y  durch  (r);  A,B,C  durch  (g), 
und  X  durch  (d)  gegeben  sind.     Da  die  Konstanten  alle  doppelwerthig  sind, 
so  nmfaast  diese  Formel  eigentlich  zwei. 
Man  setze  nun  in  der  Formel  (e') : 

a:=T{ciu>+i>iiia),  a'  =  r(etM>— iiini), 
so  folgt  daraus: 

.»'  =  r',(l  +  .)  (!  +  »•)=  H-2ie«..+r'.(a+.'){»'  +  »^  =  «*+2f9'eo«+r'. 
a+a'=2reoaa. 


i/Goo^^lc 


EmlUlnDg  TOD  n  [*,  ni-|-Di,  •]. 


a  dasB  ia  (f)  : 


,»  =  2rc«>.+e'-2a-*-~'. 

Beachtet  man  ferner  die  FormelD  (a)  und  (b),  so  ist 
An(,.,».e)+Bn(»,  »',«>  =  A(K-Li)+B(K+Li)=(A+B)K+{B-Ä)iL. 

wo  aber  (B— A)i  = : 1  = -. ■ — rcose,  sodass  also 

An(». «.  e)+Bn  (»..»'.  8)  =  (A+B)  K+.^^±^L—^4^rco..  .  L 


=  (A+B) 


'fk 


(l+i'Co»»»in'»i)6» 


'  [l+2ro<M»ilnV+r'iin'»i]Vl 

+«..+B.,y- 


(l'{-2Teoi(iiii'9>+T'i>D**]  V'' 


~(A  +  B) 


'/^ 


^'[l+2rCM«^'»+r'iin',]V'l-eMn'»* 
WO  nun  das  letzte  Integral  vom  ersten  sich  abziehen  lässt. 

Setzt  man  znr  Abkürzung  A+B  =  f,  Aa'+Ba=g,  so  erhält  man, 
unter  Berdcksichtignng  der  beiden  Werthe  von  a  die  folgenden  zwei  Sätze : 


Yn 


(f+B«lnV>8y 


-f  2teoB»dn»»+r'rfn'y]V]  -  s'iinV 


WO  nun 

_,-(l_a»)+,Vfl-(-2Tco«.+f')(e'-t-2T^.^i^7+r^)         _ 
~  r'+2re'(iOi«+e'  '    ' 

^  =  2rco»»+e'— 2b—  ^^, 
und  f,  g,  C  aas  den  Gleichnngen : 

,+C_f=l.  ,+.,+2.....C=-'°+°'+f"+'. 

',+,.0 = (■+2-)"'-(-'+"r'^') 

ZU  bestimmen  sind-,  nnd  x  =  - 


Eben  so : 


{l+a'sin»  Vi  -  e'iinV 
Die  FormelD  (E)  nnd  (F)  geben  die  zwei  Integrale 


f- 

J  [I 

Vi 

J  II- 


>{t) 


jedenfalls  ganz  unzveideutig.     Will  man  dann  da»  Integral  (c)  erhalten,  so 
setze  man 

d.h.  beBtimme  m  und  n  so,  dass 

mf+Br  =  M,ing+llg;'  =  N. 
was  immer  möglich  iet,  und  es  ist  das  Integral  (c)  anf  die  beiden  (h)  zu- 
rückgeführt, also  auch  die  Integrale  (b),  d.h.  (a). 

Damit  ist  nun  unsere  Aufgabe  vollständig  erledigt.  Ein  jedes  Integral 
von  der  Form  (a)  in  §.  102  kann  somit  auf  elliptische  Integrale  reduzirt 
werden. 

Anm.  Uan  liebt  Isicht,  dui  mui  hier  ftneh  einen  etwM  uxlern  Wejc  hatte  einidilegeit 
kiBmiei].  Bildet  mwi  ntmlieti  irledar  d<eGleichaDg(e')  nnd  erietzt  a  nnd  %'  in  der  gleich  dsr- 
■nt angegebenen  Wein,  wodurch  n,  |f,  y  reell  vBiden,  lo  erhUt  mui ,  venu  A,  B,  C  ani  (^ 
nir  die  ivei  Wetthe  tod  s  beuimmt  verdsn ,  »m  {«')  i*ei  QlaiehnDgen,  m  denen  die  Griu^  ' 
17[y,r(eo)e+i^n(),  ej.  n{«i,T(co><^itin(r),  e|  taritommeii .  «Uiiend  F(f),e),  11(9,7, e> 
reril  nnd.  An«  diesen  iwei  Olelehnngen  laisen  ticb  &ber  die  genannten  ivei  Grfluen  beatim- 
nietti  wodoreb  die  WerUie  tod  K  und  L  in  (n)  aninitCelbu-  erinHen  «erden. 

§.  104. 

Zwischen  den  elliptischen  Integralen  der  drei  Arten  bestehen  Beziehun- 
gen, die  wir  schliesslich,  ehe  wir  zu  Anwendungen  übergehen,  noch  ableiten 
wollen. 

Zunächst  aber  wollen  wir  bemerken,  dass  man  ganz  in  derselben  Weise 
wie  in  §.  102  folgende  Beduktionsformel  beweisen  kann : 

-(2c-S)[l+2.(l+.')+3.".')  f .  '* 

^(.+.i.v)    Vi-«'*.'» 

+2(.-2)(J..'+l  +  .')  f .  '.' 
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•f  (a+riaV)       yi-e*üa'v 
Setzt  man  hier  n  =  2,  —  för  a  und  dividirt  beiderseitig  durch  a,  so  er- 
hält man:  

.i.»»«o.»Vi^e'riD'y      „^t'  +  aq  +  e-j-H«'!    f 6r 

1  +»»ln'»  L  ft'  J  y  (1  +  ».in»  »)'Vl— »'rinV 

Aas  dieser  Formel  folgt  nun,  da  die  erste  Seite  Null  ist  fUr  ^=0,  dass 
man  die  Integrale  als  bestimmte  innerhalb  der  Gränzen  Null  und  ip  ansehen 
kann,  wodurch  etwa  filr  a=  —  e'sin'a:: 


«in^cMv  V*^' 


i.'»iD'»_^to«'«(l-B'»inM/' B»        _^ 

n'ff  e'un*«  7  (1  _e'ilii'o«in'»)'Vl  —  »'■In'»' 


[l~e'rin'a)  +  CM'B    /* 8g 

e'iin*«  y(l  — 8'Bia'oiin'»)Vl^ 


d.h.  (§.99,  100): 

Mn»co»y  Vi — a'rin'y      2co«'a(l  —  a'rin'g)    f  8»  

1— «'iiD'iiiiDV       "  e*iin*o  J  (i_B»iin'aiiii'»)'Vl— •'•'"V 

(t+co^'aXl-e'fio'aj  +  cJan,  ...        . 
__-j II W,  —  «'liD  a,  t) 

+  nTir:  ff  l».")-™'« '(».•)+'l"'"E(»..)l. 


f^- 


s'sfn'a  sing  0019  vT — e'«in'» 


jB«,)'V'i_,"diiV      2oos'B(l-B'Mn'«tin'»){I— e'lin'o) 

(l  +  cos'a)(l— ;-tiTi'«)+co.'a  o.:„.«.«v      ±  _I(?l^ 


2   1— B'iin'a 


/' «in'yS» l         /* (I  — B'iin'g»in'y)8y 
^   (1  — 8'Biii'o«iii»'Vl_-e'«D>~       •'■'"'»y  fl— a'»in'oHn'»]'Vl  — •'■In'» 

,         1        f 8» 1       „.     _    ,  .  ,       , 

••ün'«/  [1  _e'riD'a.iii',]'Vl-'»'«in'*  *''^*"  »"»"•«' 

•'.iB'oy  [l_e'.m'oiin'f>l'Vl~«*»'n'ff 
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also ,  veoli  man  obigen  Werth  einsetzt : 


,)'Yi—B'ein'9      2eoB'o(l  —  e'tJn'RiiD'«}  (1  — «'»ip'o) 
l-.-d.-.+.-.l„-....-.  ._F(,..)H-.,!.E(...) 


/e'wn'arin'yfly /*         8y 
^   (1  —  e'wn'oBio't.)  Vi-  "'•"''»"    /  Vi  — «'iId'» 


woraus  nnn  folgt 


aVl 


^  [1  —e'jta'nün'vj'V  *  —  «'«'>'»' 


'avr^ 


B'iin'uripyeoe»  y  1  —  e' 


(1  — e'iin'o«iiV)Vl 
d.  h.,  wie  leicht  ersichtlich: 


L^-f  Vl-e=»iJ'*"*'<».  e)  - 


=M^;f.  yi  —  t'nn^  f '    ...     -vt=  -  — r---—      -1 

,  L(l-e'sin'tt«BV)  Vl-s'rin'«     Vl-e'ria'oJ 

+  V 1  - ,',m-a  r (».  .) -  y^^''j.'^,=- 
Die  erste  Seite  ist  aber  = 

^  [cotg«  Vi-«'™'"  jn(».  -e'rin'a.  e)  -  F(», «)}] . 
so  dass,  wenn  man  nach  o  integrirt: 

cotgo  Vi— e'sin'a  [!!(».  — «'lin'«, *)  —  ?(*, ejj 

=  «*,  Vi^^lw;  f  f °" ^-  /      «°       1 

Ly  (1  — e'»iiiV«to'")Vl— «*«to'«     y  Vi— •'»iD'«-' 
+  F(,,e)  /Vl-e'dD'»8o— £(,.•)  A  .     ^°       ,+C. 
./  y  VI— e  »In  <* 

wo  C  von  a  DDabhängig  ist.    Naa  ist  aber  die  erste  Seite  Null  für  «  =  0, 
indem 

^'°"--'--'-"-"--./i^-..-.:::;v.-..., 
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ist,  so  dasfi  wcDn  man  die  Integrale  als  beBtiminte  zwischen  den  Gränzen  0 
und  a  nimmt  (wo  b  bis  -^  gehen  kann) : 

coWaVi— 8^^o^in(f>,-e'«ii'«.fi)— F(»,fl)]=cotg^Vl-e'»ioV(n(o,— e'dnV.e) 
-F(n,B)H-F<^e)E(<.,e)-E(»,e)F(<^«).  W 

Diese  interessante  Formel  lehrt  die  Grössen  i7(5p,  — e'siü'a:,  e),  n(a, 
—  e'sin'f),  e)  durch  einander  anszndrücken,  und  kann  namentlich  bei  Be- 
rechnung der  Integrale  dritter  Art  von  grossem  Nutzen  seyn. 

Aus  der  Formel  (a')  folgt  fBr  a  =  — (cos'B+e'sin'«)^  — k: 


A 


[l-k*,",J'Vl-«''l»V  2(l-.')"«i.'.c«.'.(l- 

,   (l-.')'.lii'.n>i'a+t. 


f*  sip'yBy ^_  £  f 8» 

J  (1  —  k«iil=^)'Vl  — e'linV  *■{  (1— krin»  V'— e'Mo'v 

+  ±/'! "__^, 

»0  ergibt  sich : 

2<1  — e'j'rin'aCDi'n  f tJu^rby F(»,  «)  — E(y.«) 

Vk  y(l-kdii',)'Vl~e'.ii.*»  Vk 

_  Vfc«'°«"><'»»V'— «'«"J'»  _  (1  — e')(8'iio'n— eoiV  t  (j  (»,  —  k,  e)  —  F  (r.  e)J 


<l-«')(w 


!-'in{,.-k,«)-F(»,e)] 


bi«>co>9>      L{14 


[14-(1  — e')tgV«iii''>]Vl  — (1— «^''i»'«     Vl- 

+  v\-0l^e  W»  "  "'*■  '^  ^'"  ^'  -''>"°'°  • 
odtr                   (l-e")  ^  (— L-"°°'^'=^  rnt»''— "=•«>  — Pf»'»)!!  =''"  "  •**"■ 
SO  dass,  wenn  man  nach  et  (zwischen  6  und  a)  integrirt  (also  alle  Grössen 
von  «^  0  an  endlich  voranseetEt) :       • 

-».■.F(,iVri?)]+[F<,,.)-E(^.)]r(«,  Vi-«')-r(...)E(»V>->^»') 


47ti  B«(iebDiigeii  (»iiebcn  dmi  eUiptitcben  Integnlmi. 

WO  k  =  co8'«-|-e*Bin'«=l — (1  — e*)Bin*a  ist.  FOr  gi  =  Y  '^*  '''*** 
Gleichung  nicht  anwendbar,  da  für  y  =  -ö"  und  a  =  0  die  erste  Seite,  bo 
wie  die  zweite  nnter  nnbestimmten  Formen  erscheinen. 

In  der  Forme]  (b)  kann  q>  anch  -^  seyn ,  da  von  91  =  0  bis  y  =  -^  und 
«  =  0  bis«=-s-  die  beiden  Seiten  bestimmte  Werthe  haben.  Setzt  mMi 
also  ^  =:  ^ ,  so  erhält  man : 

welche  Gleichong  dann  für  er  =  -^  eine  identische  wird.  Diese  Gleichnng 
drückt /7(y, — e*8in'«,ej  durch  elliptische  Integrale  der  zwei  ersten 
Arten  aus. 

In  der  Formel  (b')  kann  man  nicht  kurzweg  7  =  -«-  setzen.  Allein  man 
hat  sicher 

-»       '-■'v.."T.w.[°tt-^-)-<l-0] 

+c. 
wo  C  von  a  unabhängig  ist.     Setzt  man  hier  «  =  -g-  •   ^^  '^*  11  =  6',   also 
sicher  die  erste  Seite  Null,  so  dass 


f        '■ /•■       '■        I  f      '■ 

/  «Vi— (i-.*)«!!'!!    y  Vi— (1— •'>"">'«  y  vi-o— •'jräi'o 

=-'(!■  vi=?)+i'fcvn^'). 

7 
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es  i»>t,  wenn  man  diese  Werthe  oben  einsetzt: 

-F(i.V.— •)].  M 

Far*',  =  V'i-e'ist  nun 

<  !■  •) '  (J-0+<|.  0 '  Cf -O-G-  0 '  (f -0       . 

_   /*«  S^  /T _e»  ry  8y  yr  l  — e'iin'.p    g^ 

y      Vi— e'sinV/      Vi  —  «.'»'»'*'     y      Vi— B,»rtnW       Vi  — «'•''>'* 

y      Vi  — e'«in>y      Vi— «i'iln'»   *"     y      Vl^«'™'»/      Vl-*,'»ln'*i 

y     y      Vl-»i'»tn'»Vl-e'«i''V 

*       * 
Dieüe  Grösse  ist  eine  FuoLtion  tod  e,  die  wir  mit  r(e)  bezeichnen  wol- 
len ,  so  dass 

J  J    Vi-«,'"i«'»   J    Vi-«'*'» 

y  y    Vi— •'•tav/    yi~«.'«itiV 

Differenzirt  man  hier  nach  e,  gemfiss  §.  61  und  beachtet,  da8e(§.  100)« 

«  ■  « 

»•J  Yi:--.-:^  -j  ^,_,._^.^,r  ••/  U/T=^sr, 

.  Gooi^lc 
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so  ergibt  sich  I  vegen  t^'  =^  — ~i'- 

'<->=i<f-o[<l-)-<io]-^.<i-)[a-.€--) 

d.  fa.  wie  man  leicht  findet  f  (e)  =  0,  so  da3sf(e)  von  e  unabbäagig  ist.  Für 


e  =  0  ist  aber  e,  ^  1  also 

m 

d.  h. 


„_.,  ^p  [n(i,-..0-r(|.  .)]=T-<f  •  0  '  <•■  •■'     »' 

iro  e,  =  V'l  — e'i  k  =  cos*«-J-e'sin*«  ist.     Diese  Tlieoreine  hat,  wie  die 
meisten  hieher  gehjtrigen,  Legendre  gefonden. 

§.  105. 
I.  [d  §.55,  II  haben  wir  gesehen,  daas  a  /Vi  —  e*tin'<pb^  dieLKnge  eines 

»*  — b'  z 

elliptischen  Bog^ns  MudrOckt,  wenn  a,  b  die  Halbaxen,  e= — -| —  ond  Binq)=:— - 

ist.     Derselbe  ist  also  ^aE(<)D,e). 


Für  die  Hyperbel  war  ebenfalls  (§.56,111)  — /*  V'      *'*'°'*'  8  a>    die   Unpe 
*y  ^  «in  » 

des  Bogens,  wo  e*^-j^v7r",,  »inij)=; — .     Nun  ist  aber 

J  üit'p  ^  sin'» Vi— «'•in'*  ■/ «In'^V'— "'«in'» 

_   ,   /*  dy ,  r     «in'ySy  coSfi  Vi  — e'sln'y        ,  /"  8» 

~'  J  \/l  —  tU\ii'w~*J  Vi— «'»in'»  •'"»'  *y  Vi -•'»!■»'» 

(s.  100,  ko=/^-g^-/vrr;w;8.-e'/'  _-!^. 

y  yi- •  «t»  f   *^^ /  yi— e'iia'» 

cos  vVl  —  e'siD'?! 

»iav  '   • 

also 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


Bcrechniuig  der  Obwflfteha  dm  whiafen  KTeiik«g«li.  . 

y^ViEi5!i„,(,_,.,[p(|,.)_p(,,.)]-E(|,.J+E(,., 

*  ,  CO»» Vi  — a' Ein'» 

»infi 
iDitbio  der  Hyperbel bog^n : 


Für  deo  Lemuiscateitbo^ii  ergab  §.  55 ,  V  als  Bogen  BH ,   fDr  den  BAH  =  91 : 

•/v 


Dieses  Integral  hat  dud,  da  2^1,  nicht  die  verlangte  Normalforni,  IBsst  sich 
aber  leicht  auf  dieselbe  bringen.     Man  setze  eu  dem  £nde 
■       _,     8y         1    ^         1 

"°*      '  px    wsfi    Vi— ^'' 

y  Vl-a^n'»     /V(l-.')<l-2l^' 
Terglichenmitg.  101,  I  sind  die  vier  Wurzeln  Ton  (1  — x')(l  — 2x')=0:  1,  —  1, 
\/^,  — VJ  nnd  es  liegt  X  hier  immer  zwischen  —  Vi  und-j- VI  (7*  zwischen  — 
45»  und  +45").     Also  ist  in  §.  101 .  I,  3  : 

a=-l.b  =  -Vl.   c^Vl.d=I.^»  =  -i^..=  l.e=Vi.E-+2. 
s  =  s»/2  =  V2siin.. 

yVä^x'jd-aö^^VVO-.'Xi-«'«')''"*' 

Han  setie  hier  t^^tina,  so  ist  dieses  Integral  ^=  Vi  /  » /.  i"^r^  "id  ge- 
hört direkt  zu  den  elliptischen  lutegraleu.  Man  schlieist  daraus,  dass  wenn  (§.  55, 
V):    cos2w=^,  8ina=V'2.ain<B,  der  dortige  Bogen  MB  =  A  F(a,  Vi)  »y- 

Aehnliche  Beispiele  lassen  sich  in  Menge  angeben.  Ich  habe  solche  in  Gru- 
nerts  ArohiT,  IX,  S.  438,-X,  S.  90,  ZI,  S.  88  u.s.w.  angegeben. 

II.  Man  soll  die  Oberfläche  des  schiefen  Kreiskegets  bestiinmen. 

Es  stelle  OC  einen  achiefen  Kreiakegel  Tor  (Fig.  56),  Pig-  SS. 

dessen  Halbmesser  CD=r,  dessen  Hohe  06  =  h,  wenn  OB 
senkrecht  steht  anf  der  OrundflAche.  Femer  se;  CB:=a, 
und  fnan  nehme  die  Spitze  0  cum  Anfongspunkt  recbtwink- 
licbe  KoordiDaten,  OB  zur  Axe  der  x,  eine  Pu&Uele  mitBC. 
durch  0 ,  zur  Aza  der  y  <  und  sey  M  ein  Punkt  der  Kegel- 
flfiche,  dessen  Koordinaten  x,  j,  z  sind.  Durch  M  lege  man 
einen  Schniu  parallel  mit  der  Grundfläch«  des  Kegels ,  so  ist 
die  EntAmung  desselben  Ton  der  Spitze  ^z,  also  wenn  (t  sein  Halbmesser 

r;p  =  h:x.  p=^. 

Ferner  liegt  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  in  der  Ebene  OCB ,  d.  h.  in  der 
Ebene  deryx,  so  dass  seine  Koordinaten  sind  x,x-r-,  0.  Daraus  folgt  nun,  das», 
da  H  und  der  Mittelpunkt  die  Eutfemung  q  haben ; 


i/Goo^^lc 


4gO  Beredbmuig  dw  ObMfllehe  dei  ichisfaii  Krtiikegeli. 

■'+0- ")'-'•■ 

hi  =  +Vr'l'  — (hT  — »i)*, 
in  irelcher  Gleichung:  beide  Zeioheo  ml&ssig  sind.     DnranB  folgt 

.    ,    r»»*)',    r»'\'      f[r'i'-0i,-.d1  +  |i'.  +  «(b;-.l)l'  +  b'OiT-..)' 
'+l»J"'"l8yJ   -       "  b'[,',"-(l„-..)'] 

_  b'i'r'  +  [.'i+.(bi— ..)|'     b'r'i'+T'x'+g.t'i(b,— .rt+.'(b,-.i)' 
-       b'(T'.--(b7—)']      ~  b't.','-o.r-..)>J 

lb'+r')i'l'  +  2«t'.(by-..)  +  .'(by-«»)' 
b'[l'.'-(br-.x)') 
by  — ai 
Setzt  nao  h'+'^^P  •  — 7^ — =M,  lo  ist  dies  = 

f'  +  2arM  +  a'M' 
h'(l  -  M") 
30  daag  <§.  88)  das  doppelt«  Integral 


zu  bestimmen  iit.  Die  Ebene  der  x;  theUt  die  gonie  Kegelfl&che  in  zwei  HUfWn: 
fBcjede  sind  die  SniienteD  Orftozen  von  f  i  0  and  h,  während  einem  beliebig^a  x 
fitr  j  die  OrAnsen  (a— r)  -r-.  (ii'l-r)  t-  mgebOren.     Demnach  ist  die  FIAche 


f/-  /  Vö^a^""- 


um  dieses  Integral  zu  bestimmen ,  fUhren  wir  fQr  x  und  j  zwei  neue  Verindcr- 
liche  n  und  r  ein,  die  mit  den  ersten  durch  die  Gleichaugeu  z^u,  ^^uv  xu- 
sammenhttngen.     AUdftnn  ist  in  §.52,  I  die  dortige  Gleiohnng  (d) :  j— xt^O, 

während   die   (d')  sind:     (a  —  *)  t xa'=0,   (a+r)  y  —  *?' =  *■     Daiwis 

folgt  (i'=:-~T — ,  ß'^—r — ,  beide  Ton  x  unabhängig.  Die  dortigen  Gleichongen 
(f)  sind,  da<)D(u,T)=:u,  a=:0,  b=h  :  O^a',  h=b',  so  dass  ^so  noch  d«T  dor- 
tigen Formel  (A),  in  der  g-^=  1,  ä^  =  0.  g^  =  u,  dieFlädie  = 


'  Integration  nach  u  vollzieht  (< 
^Ifläehe  erhält; 


bDT— au     hv  — B 


so  dass,  wenn  man  die  Integration  nach  u  vollzieht  (wovonM' unabhängig  ist),  i 
für  den  Inhalt  der  Eegelfläehs  erhält ; 


Setzt  man  endlich 


.yGoo^^lc 
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_  hr— * _  8  t friny 

"  9(1  sind  die  Gränzen  ron  Ip :  n  und  0 ,  somit  die  Kegelfläche  gleich 

ry  Vp'+2ar  cos» +»'coi'»  B»,  p'  =  t'+h', 

und  weDii  inaji  noch  coatji^z  Betst: 

+t 

welches  Integral  nun  zu  den  eUiptischeo  gehOrt  and  nach  §.  101,  U,  2  behandelt 
werden  muss.     Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  «'i'-|"2arx+e'=0  sind  —  — 

,    h                                                                                r  h 

±— I,  so  iBt  dort  a  =  —  1,  b=+l,  m^ ,  n=— ,  also 


t-«      ,,'-'         _\/(a+r)'+h'  l-a+^O+a)   Ölt *g       

x+I         1  +  z'  V    (,_,)»4.h"*      I  +  <i+i(l_o)-8«~[l+«+*("-»)]" 

»,-rf^ti;^..-™.-=[.-.+T<'+")]+!J<'+")-. 

[l  +  c  +  -[^(l-»)]V^{I-«>'. 


also  endlich 


,  /•Vt'+2...+  .'.'  /•.Va'+/,-  4.8.   . 

•^1    vi-1'        y  2v.vi^^'['+"+'"-«w" 

und  wenn  man  wieder  z=cosip,  ^q^y^m,    ,^    i=e^  setzt: 

(!+■)'  y  (l-m .0.,)' 

Aber  ea  ist 

((—,)■+«(  '        "+"'■ 
-    2K»+r)'+fli[(.-r)'+b']j_  _^ 
[V(.+0'  +  b'+V(.-r)'+].'J"        ■ 
■0  daai  also  die  KegeiSäche  = 


NUD  i«t 

J        (l  — mcoi»)  /       (1— mOMfi)'  yi  —  a'iinV     '^       Lm'      m''l-MCO»»i 


iruiui-  a.  lulanl-fKcluHC- 


482  BMachniiDg  der  ObsrOiche  dw  »cUetMi  Knlikfgak 

m'y      1— mco»».  yrZt'tiB'v      V  mVy      (1— iaeo»»)'Vl— •■•ii»»» 

Eben  «o 

y        (I  +  m.«!,)''"""!!.''  Ls  ■  V       iD*y      l+mc«,  Vl--,',in'» 

V  ~*       m'jy      (i  +  meo.,)'  Vl-B'ito'».' 
■o  du3  die  Summe  ^ 

2^  F  f « .  A-*^r ^.-i ^^ 

I»'       \^2       J       m'y      l-m'eoiV  Vi  — e'iipV 

V  a'JLJ      (l—BeMrt'Vl— e'»ln!»     /      (l+i«.coi»)»Vl-«*iii>VJ 

Nach  i  9»  iit 

/•^ l i» =^^_nr-l~=l-  e"i 

y      l-m'coi',  yi_e.^.,      1-m'      1.2'1-m"  V 
fenwr,  wenn  man  in  der  Fonnel  (d)  ile«  g.  102  &  =  — .  n=2aetEt: 

1+«.,        '•'   Vi-.'*.'.      '"•'   Vi-«'i«'. 

inlegrirt  man  hier  iwiscben  den  Gr&nten  0  und  -g- ,  to  erhält  man : 

(l-mVfl-e'+^V-^ !.  "''    /       \.  ~ 

*-  "  -V  (l+m  «»♦)•  V>  — «'*i'»  /  Vi— 8  "»'• 

V  la'JJ      (1-f-B.coi»)  V>— «'»taV 

und  eben  «>  /■-•  i 

Ignzcdi/COO'^IC 
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<,_„,f,_..+£.V^ ■/^(-^■+-')" 

V  m^y      (1  — mcwfiJ'Vl— «'»In'»        J  Vi  — e'ifa'» 

woraui  nun.  indem  inaii  früher  GeiagM«  beachtet: 

(,_„.)f,_e'+i;ir  d — '*       I  p °;       1 

.(-..■+^ 

~  1  — m'  X^i'  1— »•'  V 

so  dui  also  die  KegeUKcbe : 

-[¥ '  (1-  O-.-.r^  "(f  •  Ä-  0-^' '  (!■  •) 

in  welcher  Formel 

2[(>  +  r)'+b^Jh(«-^)'+h^^  ^  \A*-\-Ty  +  b'        _.-l 

LVör+öq^'-t-V<"-r)'+h']*'  »^   («-r)'  +  h"  -  +  I' 

.       [>(l+<')  +  r(l-a))'+hVl--a)' 

4[(a+r)'+h1  

FOr  den  bosendcni  Fall,  dass  a^O  )«t  «^1,  m^O,  e^O,  n=  ^Vr^+h', 

2  Vr'-l-h'.r-g  =T  Vr'  +  h'«,  die  bekannte  Formel  für  den  senkrechten  Kegel. 
WQrde  man  die  Farmeln  (h)  ^»  §■  99.  «o  '<"»  (c)  des  §.  104  zu  Rathe  ziehen, 
■o  lieue  lich  die  ^ftindene  Formel  blosi  dnrch  elliptiache  Integrale  der  Ewei  ersten 
Arten  ausdrucken. 

Diese  Beispiele  mögen  hier  genflgeo,  da  wir  oboehiD  im  nächsten  Ab- 
sclinitte  weitere  geben  werden. 


i:,:i,i^./GoO'^lc 


Achtzelmter  Abschnitt 

Die  Euler'scben  Integrale  oder  die  Gamma-FunktioneD. 

Reduktionen  vielfacber  Integrale  nach  verschiedenen 

Methoden. 


Wir  woUen  das  bestimmte  Integral 

/•    •   - 

durch  r(a,)  beieichneo,  and  dasselbe  das  Enler'sche  Integral  oder  ancb 
die  Gammafnnktion  nennen,  so  das«  also 


/.".-., 


Setzt  man  in  (a):  x= — l(2),al80g-  = ,  e  *  =  2,    so  sind   die 

Gränzen  von  z:  I  nnd  0,  und  mithin 

Vor  Allem  wollen  wir  nun  eine  wichtige  Eigenschafl  der  GrOsse  F(a) 
nachweisen.     Es  ist  nämlich  (§.  36) : 

/.%-..=  -.■.-+./.- .-e., 

ist  aber  a>0,  Bo  ist  x*e  'Null  für  x  =  0  nnd  z  =  ao  (§.  22),  also  ist 

d.b.  '*r(»+i)=af(.).  i>o.         (c) 

welche  Gleichung  nun  eine  Fundamentaleigenschail  der  Gamma-Funktion 
ausdrückt.  Ans  ihr  schliesst  man,  doss  auch  /"(a),  wenn  a  zwischen  0  nnd 
I  liegt,  einen  bestimmten  Werth  hat,  da  dann  r(a-j-l)  in  dieser  Lage  ist. 
Für  ein  negatives  a  folgt  ans  obiger  Gleichung,  daas  r(a)  unzul&Bsig  isL 
Für  a  =  1  ist  Obrigens 


r(i)=y 


6i=l. 


aito    r(Z)  =  ir(i)=i,r(3)=2r(2)=2. i r(n)={ii— i)(n— z). . .i,  « 

wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist.     Eben  so 

r{»+n)  =  (.  +  n-l)r(.+n -l)  =  (.  +  n-l)(a  +  i.-2)r<l+n-2)=  .  .  .  . 

wenn  n  eben  so  beschnffen  ist.  ^ 

Ignzcdi/GoO'^IC 
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Für  a  =  ^  ist    ' 

Beut  man  hier  i  =  z',  |;  =  2z,  so  Bind  die  Gränzen  von  z  wieder  0  und  oo  , 
also  (§.62)  ^ 

Hieraus  folgt  nach  (e): 

Setzt  man  in  (a):  x=:mz,  wo  m>0,  so  ist 

/•f-,     .  A  -^  .-1  .  /•"-.  — 


/-■.- 


Hieraas  folgt,  weuD  m  =  l+K  (wo  also  z>  — 1)  und  a+b  ßr  a  gesetrt 
wird: 


/i         G  ex= ^t 


mithin ,  da  bloss  z  >  —  I  zo  aeyn  braucht : 

00        CO 


Aber  die  erste  Seite  ist  auch  (§.6I) 
00 

=r(.)/"i"r"8i=.r(.) .  r(b). 


rwrg.) 

Setzt  man  hier  a+b  =  1 ,  d.  h.  b  =  1  — a,  so  ist 

y  '^''  -rw.ra-.).       w) 

Die  Grftsse  zweiter  Seite  dieser  Gleiclmng  ISsst  sich  noch  in  anderer 
Weise  ausdrSclteo.     GemSss  §.22  wird  die  Grösse  ~i  für  ein  unendtich 

Goo'^lc 


4S6  Bednktion  beitimintBr  Intagral«  auf  di«  OmmAfbnktion.' 

abaelunendea  a  zu  l(s),  so  dass  also  anch,  wenn  Gr.  sich  auf  ein  unendlich 
zunehmendes  n  bezieht: 

SO  dasB  also  gesetzt  Verden  darf 

weim  k  eine  GrSsse  ist,  die  mit  anendlich  wachsendem  n  sich  der  Null  an- 
begränzt  n&hert.     Daraus  folgt: 

wenn  k'  ein  MittelwerUi  ist  zrtschen  den  Werthen,  die  k  erlangt,  wenn  x 
von  0  bis  1  geht  (§.48,  Fonnel  (44)).  Da  aber  k  mit  anhegräDzt  wach- 
sendem n  zn  Kuli  wird,  was  auch  z  sey,  so  wird  also  auch  k'  in  derselben 
Lage  seyn.     In  dem  Integrale  erster  Seite  wollen  wir  x  =  z*  setzen,  wo  wir 

ii>0  ja  voranssetzen,  so  ist  ö-  =  nz'~',  ^■  =  z,  also 

setzt  man  aber  in  der  Formel  (h) ;  z  ^  y^ '  >  ^^  ^^^  ^'®  Gränzen  von 

z  :  0,  1 ;  r-  =  ^"\i,  1+^  =  7Z^.  ^^iTr"»  *°  *****  ^'''"' 

/  »'"'     a-«)'^a._rw.r(h)         /-l-i        b-i      r(a).r(b) 
ans  welcher  Fonnel  nun  unmittelbar  folgt,  dass 


.■/a- 


.'rw-rw 


r(>+») 


Bo  dMS  also 
und  mithin 


.  r(.) .  rw 


r(.)+k': 
'■■L    r(.+.)    J-'^" 


nGooi^lc 
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Setzt  maa  hier  a  als  ganze  Zahl  voratis,  so  ist  nach  («)  also 

-      °-[.(.V.K.%i!°".'+.-.)]-"-'- 

Dnd  wenn  man  1  —  a  für  a  setzt,  also  a<  1  annimiDt: 

mithin  aach  (§■  2) : 

/-   1.2..,(i.-l).'  ■■»■■■(■—■)-'"'    1     TM    ni-.l 

"'"     °'C(.--..)g!-';:::a°.i'.')'-.i(.-r))''''""'-'>  ^ 

wie  man  aus  „GrandzUge"  S.  64,  Formel  (18)  leicht  findet,  indem  man  dort 
a  =:  an  setzt.     ( Vergt.  auch  §.  27).     Also  endlich 

r,.).r(i-.)./j!n:,..jA_..>«         ,0 

aas  welcher  Gleichung  fQr  a=  -^  nochmals  die  (f)  folgt. 
Da  ferner  nach  (g)  fUr  ein  poeitives  x: 


*  *  0  I  • 

OD  00  K 

Ist  niiB  a>0,  and  man  setzt  hier  z  =  a^ii,  so  sind  die  Gränzen  von 
u  wieder  0  nnd  oo  ,  jp  =  5^.  mithin 

/••"«■■.       1     .'"/•. -8.  /•  .^8.       ."'    ;__ 

.<»  /••^8.=  •*"''   ..>o..>;] 

i),„„cdiiGooi^lc 
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Setzt  man  hier  a  =  1  ~-tii ,  so  ist,  da 

r{m)F(l-m)=  -^.  ril-,n)=~-" 

nnmir  i  {u\) 


/■ 


2r(iD)sta™ 


/rem)  »in -^  m «      "      '      <l( 
:— 'sin«iei  = ^— .  ] 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  ni= -5-,  «  =  t',  so  ist 


/~v^^"" ; — ■  J  *n~ 


Muttiplizirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  i  ondaddirt  sie  zar  ersten, 

so  erhält  man  (§.  17,  FV): 

worans  auch  —  =  — rr«    *    /    -—81.  (n') 

Man  setze  in  der  Formel  (n')  \=:z*,  so  sind  die  Gränzen  von  z  anch  0 
und  00  ,  und  es  ist 


+  00  « 

/l""f,,_V««*' 


+  00 


Dnd{$.49,  VII): 

Setzt  man  endlich  hier  noch  z  =  x+  — ,  wo  a  beliebig,  so  ergibt  sich 

—00  —00 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Formel  zwei  andere  unifasst, 
indem  aas  ihr  nnmittelbav  folgt : 

/«M(ri'+2«i)8i  =  '^yCotQ-y)./rin(rxM-2»>)8x  =  "V/*iinr~'  )■ 

Da  nach  (e)  der  Werth  tod  F(a-|-D)  durch  den  ron  I'(a)  geRmden  wird ,  so 
wird  mau,  wenn  man  r(x)  kennt  ron  x=0  bis  X;=l ,  auch  r(x)  für  alle  mOgli- 

ehen  poaitiren  x  kennen ;  ja  wenn  man  r(x )  am  kennt  von  x  ^  0  bis  x  ^  -x- ,  so 

1  * 

kann  man  nach  (I)  aneh  die  Werthe  von  x^-^  bis  x^l  erhalten,  «o  dass  es  also 

geAUgt,  r{x)  TOB  x~\-0  bis  ^=^~2  *"  bereehnen.     Nun  ist  aber 

.  Goc^lc 
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rM=a..(.(.'+'.,::';.-;'^i,j.  '■'■+^-°'G.+,',;.+.)';.°l+„)). 

und  fol^ieh 

i.r(i+.>=or.[»i(n)-ia+«)-i(i+|-) ->0+t)]' 

— ["«-(i-T^+n:-) 

V  Ä      2   2'^  8   2'      '      J 

-(Af:+^f;--:)]<'"> 
-i.-0+i+i+..+i> ]. 

Wm  nun  sunäohat  dl«  GrSue 

anbeluigt,  so  Iftsit  tioh  leioht  b«weü«ii,  daaa  sie  eineB  beitiaunten  endlioheii  Wertti 
habe.     Denn  sej 

so  dass  f(ii4-I)~f(D)*^^>  ■nitliin  f(ii)  abnimmt  mit  wacbsendem  d. 

Nun  bt  aber,  wenna<l:  l(l+a)<a  (g.  17),  also  a>l(l+a),  d.h. 

■+i+i+-+>'+'0+«+'0+i)+-+'0+i) 

'  +  i+    ■+T»  +  '(^)-    H-|+-+|-l(n)>I  +  l(l+-^)-l(2>. 

mithin,  was  aiMh  D  aej:  f(n)>l+l  (^1+-^)— 1(2),  Gr.  f(n»l— 1(2).     Da 
nun  f  (n)  mit  wachModen  n  abnimmt,  (Ur  n^l  aber  1  istk  so  liegt  milbin  f  (n)  immer  ' 
iwjioben  1 — 1(2)  and  1 ;  bezeichnen  wir  also  den  Werth  Ton  Gr.  f(n)  mit  k,  setsen 
ferner: 

»<i+i+..+i)=.s „,.(l+i-+..+  J.).s,, 

beachten,  daic  l(l+»)=a—  ■g-*'^""«""' —  ...,«>  i»t 

l[r(l+a)]  =  -ka+a-l(l+a)+-|-S,a'--|-S,a'+ (p) 

welche  Formel  zur  Bestimmung  ron  k  selbst  dient.     Setzt  man  nftmlieh  a^  1 ,  so 

istr(l4-a)=l,  also 

0  =  _k+l-l(2)+ls.--i-S,+ k=l-l{a)+-|-S,— ~S.+ (1) 

Goo^^lc 
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Wu  die  GrOHen  S,,  S,,  ...  betrifft,  so  bat  aie  Euler,  und  apiter  wieder  Le- 
gendre  berechnet,  *  nbd  bat  letalerer  dann  Tafeln  fflr  Pix)  gegeben,  k  findet 
■iah  biemaeh  =:0'57721566,  während  a  in  der  Formel  (p)  nur  von  — 1  bi<  — -g 
tn  gehen  branoht. 

Am  (p)  folgt  übrigens  anob,  dau tt f^^  a^O  gleich  — k  i»t,  d.h.  da 

ei[r(i+a)]        1      6r(i+») 

fla  r(l-l-a)         ea         ' 

eaut  g-j— ^=— kfQra=0. 

§■  107. 
Angenommen,  man  soll  das  vielfache  bestimmte  Integral  ermitteln  : 
J'J'J'. . .  x-'t'^'.'"*.  .  f{i+r+.+. . .)  es 8i ei... .        (a> 
in  dem  dieGränzen  von^,y,  z, . ..  so  gewählt  werden  müssen,  daB8x,7,z,... 
alle  positiven  Wertfae  erhalten,  fflr  die 

wo  k  eine  poritive  Grjisse  ist.  Um  hier  zum  Zieht  zn  gelangen,  wollen  wir 
zuerst  nur  zwei  Yeränderliche  annehmen,  d.h.  das  Integral 

yyi'-'y'~'f(x+y)ei6j.  ,+7<k  (e) 

ZU  bestimmen  suchen.  Es  ist  klar,  daes  man  hier  den  Gr&nKbediagnngeo 
entsprechen  wird,  wenn  man  ;  von  0  bis  k  —  z,  und  zugleich  z  von  0  bis  k 
gehen  lässt ,  so  dass  man  also  das  Integral 

zu  bestimm«)  hat.     Gemäss  §.51  (g)  ist  dasselbe  gleich 

Führt  man  nun  zwei  neue  Veränderliche  u,  v  ein,  so  dass 
»  =  11T,  y(k-i.T)  =  a-UT, 

80  ist  in  §.52,  n  die  Gleichung  (d):  y(k— z)  =  -^— z,  d.h.  vy(k— x) 
=  z — xv;  istnnnx  =  0,  so  genügt  dieser  Gleichung  v=-0,  istz  =  k,  so 
genfigt  ihr  v^I,  welche  Werthe  unabhängig  von  y  sind;  die  Grösse  ^(n,  v) 
Ist  Y:£~—  ;  ist  nun  y  =  0,  so  genügt  ihr  u:=0,  für  y=  I  genfigt  ihr  u  =  k, 
beide  unabhängig  von  v.  Demnach  sind  die  Gränzen  von  ir  :  0  und  k ,  von 
V  :  0  und  1.  Femerist  x+(k — z)y=uv-^--^^(n  —  uv)  =  u;  weiter 
da  (p(B,v)  =  nv: 

•  Sollt  S,=0-6*4aS40e,  8,=0-20a06690.  S4=(KI8232323,  S.  =  0D390277B. 
8,  =0-01734306,  8,=0We3482r,  S,  =0-00407785 .  S,=0-00200eS8,  S„=O-O0O9M6T, 
8„=O<l0019418,a.i.T. 


/■--/'^ 


»Gooi^lc 


-//■■ 


«■+»+■■)•     T    ..ejir.«+7+-<k 


e^_       B»      t(l— T)       8£_      8» ii(k— n)      8»  8»     8»  By  n 

Bt""' 8ii~(k— ot)''    Bn~''  8t  (k— ut)''    BtSd     BnBT~k~OT' 

80  dass  nach  §.  52  (B): 

/'i-'8i/"T"((.+r)«j=/'8./(o.)'"'<k-=.)'fc^'L,(.),^!_8. 

=y».ya"'""(i-t)'~'.'~'t(,)8u 

=/>"n.)B./H-T)"e..  • 
d.  b.  «renn  mui  die  Fonnel  (i)  in  §.  106  beachtet: 

Geht  man  nnn  zo  dem  Falle  dreier  Yerftnderlicben  Aber ,  so  dass  dann 
x-|-7-|-z^k  seyn  soll,  io  wird  wieder  x  von  0  bis  k  gehen,  wSbrend  y-|- 
z^k — X  iot.  Setzt  man  also  k — x  =  k',  so  ist  y+z^k',  d.h.  y  geht  von 
0  bis  k',  z  von  0  bis  k' — y,  mithin  ist 

«  t  « 

Nach  (cO  ist  aber : 

/;"B,/.",.+.+.,8..?Ä-^/*-,<a+.,B., 

SO  dass 

/^-.,-,.+,+.,..b,...^i/."b./:ä-,.+.,8., 

*  Hut«  mftD  tiaigeD  Zveifel  in  B«EDg  aaf  di«  Sichti^Bit  der  ümfamiDiig,  ob  atmUch 
nicht  stva  (T«rgl.  S-49.  IV,  (-50,  VUI)  eiDaTheilDiig  dea  Tntagnli  itsttfindco  mflue ,  lo 
laiun  sich  dietelben  einfuh  dadnrah  haben ,  du«  mui  tax  t  (n)  ein«  Bpeufllle  Foim  vlhlt. 


f(D)=l,  »  bt  ueh  f(x+y)=l,  i]»yi'~*B»y  y^'eT=y-^ V^-~ 

I  detmiMli 

' /''—'(v     ■>■      rw.rw/'V-.  r(.)roi)     >t 

'  /■■-'  n    .i'  » .  -     r(a)r(b)    ^b 

.  diwalb«  tl«o  ri^ 

Goo^^lc 


S«ist 

und  si  mn«*  detnnMli 


MTB.     SMit  mu  i  =  ki, 


Mfii ,  «eiche  OleicbDüg  leicht  &iu  ß)  1d  g.  106  folgt.     Da  diwalb«  sl«o  ridrtig  iH ,  «0  man 
ODHia  DmfomiQDg  ebenfalls  richtig  Kjn. 
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woraus  nun,  unter  Anvendang  derselben  Formel: 

und  mithin  allgemein 

//7  ■""'"■  ■«-+^+- ■"'•'»■■■ 

nrinwTO...  /',''■+'+•+■■-' ,,„i.„         ,,, 
-  r\.+M-H-.)/  •  "■""■         "' 

WO  X,  y,  z, . . .  alle  positiven  Werthe  haben,  för  welche  i-f-y-j-z-j-..  .^k. 
Für  f(x+y+z  +  ...)  =  li  folgt  hierans 


JJJ.  /-^>-'.-'.  .«.s,fl,.  ^rwrwn,)... 


878: 


r<»+b+c+...) 
r(«)r(b)r(o)...k'^ 


(AO 


-      r(n-»+b+c+...) 

Setzt  man  in  der  Formel  (A)x  =  r — )  ■  ^^^  (~)  ■  *^^(  ~  )  ■  • 

■  .  .,  wo  m,  n,  r,  .  .  .,  a,  j9,  jf,  .  .  .  bestimmte  Konstanten  sind,  nnd  formt 
das  bestimmte  Integral  nach  §.  52  am,  was  hier  geradezu  nach  §.  49,  IV 
geschehen  kann,  indem  jede  der  frühem  Veränderlichen  durch  eine  einzige 
neue  ersetzt  ist ,  so  erhält  man  statt  des  Integrals  in  (Ä) : 

"(fr'Cfy"'(fy"'-vv^T 

so  dass  also,  wenn  man  die  Accente  vegl&sst : 

/// ay""'(9""'(fr    • 
'[ay+ay+(fy+  ]^.-'-"-  = 

oder  endlich,  wenn  man  —,—,—,...  an  die  Stelle  von  a,  b,  c, . , .  setit: 

///...-',-.-...',[(a%(xy+(^y+...]e....... 

0"+ (iy+(f y+  5''  ■^»'  '2».  ■><>.    (») 

,      Goo'^lc 


Spezialisirt  nuu  in'  den  wichtigen  Fonneln  (A)  und  (B)  die  Funktion  f(u),  i 
kann  man  leicht  eine  Menge  weiterer  Formelii  dftraua  ableiten. 


wenn  n  die  Anzahl  der  VerSndeTlichen  ist. 

Daa  hier  noch  Torkommende  Integral  wird  fQr  u^t*  geben 

und  kann  nach  §.  50  unmittelbar  beitiount  werden. 

Es  lassen  sieh  weiter  sehr  leicht  geometrisohe  Anwendungen  denelben  Sfttze 

-maehen.  So  wird  (§.  58)  das  Integral  /  /sxG;,  ansgedehnt  auf  alle  positiven  x 
undy,  welche  filr  ^+-^^1,  den  rierten  Theil  der  FlÄche  der  Ellipse  ^  +  ^ 
=  1  «aidrQeken.  Nach  (B)  ist  aber,  *enii  a=b=:l,  f(u)=l,  ni=n=l,  «=1^ 
=  2.k=l: 

wai  wirklich  die  betreibnde  FlSehe  ausdrSckt  (§.  64.  II).     Eben  so  ist 

der  8.Thea  dea  Ton  dem  Ellipsoid  f — ^  +C~J  "''Ct'J  ~  *  niii»«hloa»enon 
Körpers.     Nach  derselben  Formel  ist  er  also: 

ili /■„!«■ -^!l!Ali.    ""«V«.,    ""',.  .,.  n 


r(.  +  iy         -  ..rd) 


§.  108. 
ADgenommeD ,  das  n  fache  beetimmte  Integra 

///■■•^(^  7.  '.  ■•■) '[»('.  T.  -.-■•)]  6i8y  e.....  W 

in  welchem  x.  y,  z, . . .  alle  positiven  Werthe  anaehmeD  sollen ,  für  welche 

tp(i,y.«,...)^0  (■•) 

ist,  sey  za  bestimmen.  Dabei  setzen  wir  vontae,  es  nehme  9(z,y,z, ....) 
den  bestimmten  Werth  ip,  an,  wenn  z,7,z,...  s&mmtliGh  Null  sind;  eben 
so  sey  </>!  der  bestimmte  Werth  von  91  (x,  y,  z, . . .)  1  '^nn  t^(x,  y,  z, .  • .)  ^  0 
(natürlich  die  Stetigkeit  aller  vorkommenden  Funktionen  voransgesetzt). 
Augenommen  ferner,  W(f)  sey  der  Werth  von 


"//■■' 


F(«,r...)r[»{T.y...)J8.eT..,T(-.r..-)<o. 


fJJ^.-Tii.j.T,  ..)8.878..:.. 
wenn  z,  y,  z, . . .  alle  positiven  Werthe  aoaehmen ,  fllr  die 


so  ist  der  Werth  des  Integrals  (a)  gleich 


/'.: 


(0 


unter  folgenden  Voranssetznngen :  1)  es  darf  die  Bedingnng  (b')  nicbt  im 
Widersprach  stehen  mit  (a'),  wenn  (f  zwischen  tf^  nnd  y,  liegt;  2)  muss 
man,  wenn  p  sich  stetig  ändert  von  91,  bisgii,  mittelst  der  Bedingung  (b')  alle 
Systeme  von  Werthen  von  x,  y,  z, . . .  erhalten ,  die  man  mittelst  (a')  erhält. 
Diese  letztere  Bedingung  ist  so  zn  verstehen :  Legt  man  in  der  Gleichnng 

♦  (i.y.i,...>  =  p  (O 

der  QrOsse  n  alle  Werthe  von  ^^  an  bei,  indem  man  (darch  unendlich  kleine 
Unterschiede)  stetig  fortschreitet  bis  91, ,  so  müssen  die  Werthsysteme  von 
x,y,  z, ...,  die  diesen  Gleichungen  gen&gen  (x,  y,  z, ...  positiv)  genau  diesel- 
beB  eeyn,  welche  die  Bedingung  (a')  liefert 

Gesetzt  es  seyen  p,  ^-\-J^  zwei  verachiedene  Werthe  von  ß,  so  wird 
für  dieselben  das  Integral  (b)  auch  verschiedene  Werthe  haben,  die  wir  durch 
9{q)  und  Vi^-\-Jff)^9{Q)-{-J9{<if)  anzudeuten  haben.     Lässt  man  in 

F(l,r,I,...)  J.  Jjr  Jl...  (d) 

die  Grossen  2,y, z. ...  durch  die  (unendlich  kleinen)  Unterschiede  ^x,  Jy, 
Ji,...  stetig  von  0  an  fortschreiten,  so  stellt  9(9)  die  Summe  der  Werthe 
(d)  vor,  wenn  x,  y,  z, . . .  bis  zn  den  Wertheu  gehen,  die  (c')  genfigen  (§.  51), 
während  9({()-\'J'Pi^)  die  Summe  der  Werthe  (d)  vorstellt,  wenn  x,  y, 
z,.'..  von  0  bis  zn  den  Werthen  fortgehen,  die 
»i(i.y,«.-.-)  =  s+^p 
genügen.  Daraus  folgt,  dass  //9(p)  die  Summe  der  Elemente  des  bestimm- 
ten Integrals  (b)  ist,  wenn  i^an  fQr  x,y,z,...  diejenigen  Werthe  wählt, 
welche  aus  (c')  folgen,  indem  f  stetig  von  p  bis  f-\~itf  fortgeht.  Je  kleiner 
Jf  ist,  desto  weniger  sind  die  Werthe  von  g)(x,  y,  z,...),  fllr  alle  diese 
Werthe  von  z,  y,  z, . . .  von  einander  verschieden ,  so  dass  man  sagen  kann, 
f[9i(x,y,z,...)J  bleibe  für  alle  diese  Werthe  naheza  gleich  f(p),  und  dies 
desto  genauer,  je  kleiner  Jg  ist.  Also  ist  f  [9  (x, y, z, ...)j)  =  f(p)~f' k, 
wo  k  eine  GrOsse  ist,  die  mit  //^  verschwindet.     Legt  man  also  in 

r(i,7.i....)f[ff(j,j.i,..0]  J«^y-i«, ...  (e) 

den  x,y,z,. .  ■  dieselben  Werthe  bei,  wie  so  eben  in  (d),  so  wird  die  Summe 
derselben  aus  zwei  Theilen  bestehen,  wovon  der  erste  =^jf'P{Q)  f{()  ist, 
währeud  der  andere  die  Summe  der  Elemente  (d) ,  jedes  multiplizirt  mit  ei- 
nem Faktor  k  ist,  der  um  so  kleiner  iüt,  je  kleiner  j/g  ist.  Diese  Summe 
ist  also,  einem  vielgebrauchten  Schlosse  nach  (vergl.  etwa  §.  13,  IIlX 
gleich  k'  J9(f)f(e)'  "^  ^'  '"'''  ^<f  verschwiudet.     Aber  es  ist  (§-|l) 


ObtfflMfa*  dN  dreiulgen  EUfoib. 


der  Elemente  (e)  ist 

^r{f)Jj+-f(p)Jt+k'^f(#)Je+«k'f<s)Je.  (O 

Legt  man  nnn  in  der  Gleichung  (c')  der  Grflsse  f  nach  eioander  die 

Werthe  q>„ ,  9>o  +^? yi  — J^  bei,  und  nimmt  die  diesen  Äbtheilnn- 

gen  entsprechenden  Summen  (f),  so  wird  die  Summe  all  dieser  Summen  um 
so  genauer  dem  Integrale  (a)  gleich  seyn ,  je  kleiner  J^  ist.  Daraus  folgt, 
gemSsa  den  ersten  Grundsätzen  Qber  die  Lehre  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen, und  wenn  man  beachtet,  daas  die  Summen  der  drei  letzten  GrOssea 


in  (f)  zu 


»,fmf>9.  V'M^'*'*"*'  ''ß^"^^^ 


werden,  wo  Oj ,  k, ,  ß  mit  J^  verschwinden,  also  diese  Grössen  Null  sind, 
dass  das  bestimmte  Integral  (a)  der  GrOase  (c)  gleich  sey.  —  Han  wird 
leicht  fiberaehen,  dass  dieser  Schlnsa  nur  unter  den  oben  gemachten  Voraus- 
setzungen gerechtfertigt  ist,  die  denn  natürlich  wesentlich  zu  berficksichti- 
gen  sind.  Die  nachfolgenden  Beispiele  werden  zur  weiteren  ErUnterung 
beiUageo. 

I,  Sej  -i+p+-i=l  die  Gleichung  eiaes  dreiaxigen  Ellipsoids  (§.  60,  1), 
}o  folgt  ans  derselben : 

Daraus  folgt ,  das»  der  acltt«  Theil  der  Oberfltclie  deiflelboa  ($.  68)  gleich  ist 


11^- 


(izBlztz^^. 


wenn  da«  Integral  auf  alle  diejenigen  positiren  Werthe  auigedehot  wird,  fflr  welche 
— T  +  rj  ^1.  Wir  wollen  aDnehmen,  e»  sey  B>'b>c,  so  sind  I  — — j,  1  —  -rn 
poiitiv  und  kleiner  als  1 ,  le  dass  wenn  l  —  ^^«',  1 — rj=(S*,  man  hat  a<l, 
ß<Cl;  femer  wollen  wir  in  dem  Tontehenden  Integral  ax,  by  fllr  x  und  7  setsen, 
wodurch  es  {§9. 52,  49)  su 

wird,  so  dass  es  sioh  um  die  Beitimmung  dieses  letatom  handeln  wird.  Terg^eiehen 
«ir  dasselbe  mit  (a) ,  so  ist 


Obeiflaebe  du  draiasiKen  EllipMUi. 
-,  F(>,r)«l,  f(ii)=V".  »(".rt-i'+j'-l.  ».=1,  .,=  00. 


Ferner  iit  (o') : 

uod  wetm  hier  p  gfbt  von  1  bis  oo  ,  ao  nird  man  Ar  jeden  Werth  tdd  g  gewiiae 
Werthe  tod  x  nnd  y  eibalteD  LobnMi,  die  DothweDdip  ao  beaobafl^n  sind,  das«  x* 

4-y^<l.  indem  ja —^Yi—^T-  gtüneT  aU  1  sind;  auch  werden  alle  diese  Sy- 
(teme  Ton  einander  Tenohieden  »eyn,  nnd  keines,  fQr  das  i'-f-j'<l  wird  davon 
ausgeschlossen  seyn,  sa  daas  also  die  Bedingungen  (a')  und  (bO  sich  nicht  nur  nicht 
widersprechen,  sondern  dieselben  Werthe  liefern,  wenn  g  Ton  1  bis  oo  stetig  wächst. 
Demnach  ist,  wenn 

Die  B»dingung  — j_^i_  ,     ^g  iat  auch  °      i  ^'"^"p"tIT^'<^'  *"  ***"' 
wenn  man  in  der  Formel  (B)  des  g.  107  setzt: 

«=,..,. =V^.--V^.. '<■'-•  •="—■'-■■ 

man  hat 

»(.i-i-V'^SSEiliiJ./'s'.  = «       '-' 


4   LV(n--«')(n'-^')     y  V{u*— ■)(«'-(»*)J 


«r  a'  — «jn'y  ,     /•    («'  — »ln'»)8» T  _  *  f  «'  — »in'). 

*  LV"*  — (»'»'»'••ini'eos»'     V  Vä^^'p'^äi'^aa'pA       *  Ltin»cos».V'a'— I»'» 

,  ^,  /■ 8y  _   /•  B»i         -I-Jir  tt'  — sin'» 

y  iinVVo'— i^s^^     y  Va'  — i?'»in'TiJ       *  Lsin^cosfi  V«'-i»'"n'» 


4L   cos,Va*-,f'5m'y   "^  V  V-*-i»'™>     y  V^^^^' sin',  J' 
Da  |9*!>a',  so  sey  -y^e*,  und  es  ist,   da  die  Glänzen  Ton  u^benfalls  1  und 
00  ,  also  Ton  tf  :  u  nnd  0  sind,  wenn  siD(o:=R,  die  f^gliche  FIftebai 

.  Goc^lc 


RcJsktioii  anderw  TielAieliar  laMgnle  nltMbt  ümmDma  SaU«*.  4 

-iy'   ''     1 
•y  Vi-«'»!»"»-' 

d.  h.  da  «inia=«,  co»«=  Vi  — o'.  «e  iit  (§.  100) ; 

?!;  [V(i  -.•)  (i-|!')-.r(...)+.i(..  .)+ir<...)], 

d.  h.  Bndlich  g^leich:  


Nimmt  man  dies«  GrSiie  ufathoh,  bo  erb&lt  man  die  gaoie  Oberlftebe  des 
Ellipioidi. 

U.  Legt  maik  dM  Integra 

yX/:.v-,-.-..V';-^^-^---......... 

cur  Betümmnng  vor,  auag«dehiit  auf  alle  poiitiTeii  Wtrtbe ,  fltr  die 

""+/+.' +...51. 
wo  k,b,  e,...  positi*  UDd  kleiner  ab  1,  «,ß,j,...  pmitiv  lind,  m  hat  mftn 

PC,......,«.--','-' .-'....  »fcy ■)^'-"'-^'^-"'  — 


_      1  — ii"— bj'— et'— ...  =      ,     e— »  ■  ,  p— bj*,   p— *  r_i_ 

■■•<'' 
"•'"'///■•■''"''''''"' ■■"'"'"■  ■■ 

avigedehnt  aof  alle  poiiliTea  W«rtiie  ron  z,  7,  c, . . . ,  fOr  Telahe  die  eben  gegebene 
B«dingrnog>  erfDIlt  ist,  gibt  nacfa  (B)  in  %.  107 : 

•"■■■'•e+7+7+-) 


I.    Dmrtaital-n.  Uiffnl-ilHkaur. 


ivGoc^lc 


4^  Reduktion  iiideTer  VieMwher  IoIskt*]«  mrtteliit  dMMCbfti  Sttiei. 

(e-»)"{p-b)^(e-e)r..«(Jr -ni+W 

so  dus  kIio  das  TOige\egte  lateral  =^ 

./i,...r(i+k)       Jttl:        •       ±    J  ' 

Fllr  a=b=c=  .  .  .  =0  Ut 

fff^i:! — 1—^ — ^•— »ibyei... 

•'•'■'vo-.'-,'— '-.) 

.|i)...r(i+B   yejl   ,1    J*    '• 

k{p—  1)       t"  ,  Ml  wird  wann  ^■=.  — , 

kr(k)rri--'J 

•'■'•'■■  V(.-."-/-.'-..)    ,„...r(.+-t+-l+..-i)  ■ 

III.  Wir  wollen  uns  endlich  noch  das  bestimnite  Integral  rorleg^  : 

■'■'•'  "^  1+,"+^"+.'+,.. 

MUgedehnt  ai|f  atle  poiitiTen  Werthe  ron  x,  y,  z, . . . ,  fOr  die 

.•+/+.'+...5i. 

wo  wir  a,ß,j,  ,  .  ,  alt  positive  OrOiioQ  annebmeD. 

Hierirtr(».y.«,..)=x'~y"^'T'..  »(x.r.«,..>=x'*+T''+.''+...f(n)  = 

A/  ■,  demnaoh  qg^ ^0,  qi,  =rl ,  und  die  Bediog^gen  x  ")-y^+'  +— Z^I. 

x"+y'^  +  *'+  ■■■<■¥  »teilen  ntoht  imWidenprudi,  lo  wie  tie  oftnbar  dieieiben 
£f  iteme  tod  Werthan  fttr  x,  j*,  .  .  .  geben. 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


kyO-n)^   '«     ■8u  =  — ;= ^^ -p^<S-l08). 
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Jetst  iit 

•,(,)=///■■■  ^-,'-.-^.^,u...  ."+/V+..5.(.  fT-V+fy-y 
+  ••■<'■ 

d.  h  (§.107): 

.«..r(i+i+...)         . 

d.h.  wenn  -£-  +  i+— +.  ..  =  k; 

'"       .«...ro+rt 

Fflr  m=-i  kommt  diia  letete  Integr&l  Mf  dia  Fonnel  <[)  1b  $.  106  suzflok.     E*  ist 
nämlick  dtuaelbe 


und  wenn  p^Vu 


I.  £b  sey  das  Doppeliotegral 


t(«l+hT)ey  («) 


eine  bekuiBte  Fonktioo  voi 
)  =  z,  so  stellt 

vGoc^lc 


zi^r  Beistioiniung  vorgelegt,  wo  y  (x)  eine  bekuiBte  Fonktioo  von  x,  «  aber 
kooBtaot  ist.     Setzec  vir  f(ax-)-by)  =  z,  so  stellt 


IMakliMi  doppahM  IntAgnle  dordi  fComMriieh«  BitrubMngM. 

^V-  ^-  einen  Kßrperinhalt  vor  {§.  60) ,  der  fol- 

^  gendermasBea  begräozt  ist:    ]stlf,N, 

in  der  Ebeae  der  xy  eine  Karre,  deren 
GleicliDDg  y  =  9(x),  femer  OR=a, 
—:::*-"' BN,  parallel  mit  der  Aze  der  y,  fiber 
OM,RN,  eine  Fläche  errichtet,  deren 
Gleichung  z^f(ax-f-by),  so  stellt(aj 
den  Inhalt  des  Ober  OH,  RN,  liegenden, 
von  jener  Flache  oben  begrKnzten  Kfir- 
pera  vor.  Wae  nun  aber  diesen  Inhalt  anbelangt,  so  kann  er  auch  noch  in 
anderer  Weise  gefunden  werden.     Setzt  man  uämlich 

«i  +  bT=».  .  =  f{-),  (b) 

so  ist  offenbar  t  konstant,  wenn  m  es  ist,  während  die  erste  Gleichung  (b) 
f&r  ein  konstantes  «  eine  Ebene  darstellt,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  der 
xy  steht,  und  die  Axen  der  x  und  y  in  Punkten  trifft,  f&r  die  x  =  — ,  y  = 
-?-.  Stelle  MN  die  Dnrchschnittslinie  dieser  Ebene  nnd  der  Ebene  der  x  y 
vor,  so  ist  also  OM^  — ,  0N=  -^.  Lassen  wir  «  um  Jtt  zunehmen,  so 
erhalten  wir  eine  zweite  Gerade  und  Ebene  M'K',  die  mit  MN  parallel  ist; 
zwischen  beiden  Ebenen  liegt  ein  Stttt-k  des  betrachteten  Körpers ,  du  wii- 
nun  berechnen  wollen. 

Die  Fläche  des  Dreiecks  MON  Ut  =^.  die  von  OM'K'  =  <*+^*>'  j_ 
2 ab'  2ab 

eodievonMllft'M':^ —  ' = j-r .  Was  non  aber  z  anbe- 
langt, so  ist  dasselbe  =f(«),  sodass,  wenn  Ja  sehr  klein  ist,  t  nahem 
denselben  Werth  haben  wird  fDr  alle  Punkte  der  aber  i/OHA'Ü'  liegenden 
Oberfl&cbe.  Setzt  man  also  z  =  f(tf)-|-k,  so  ist  k  eine  Grösse,  die  mit 
Ja  verschwindet,  nnd  wenn  man  k  sofort  weglässt,  so  hat  man  nar  das  weg- 
'  gelassen,  was  schliesslich  doch  wegfallen  wfirde.  Setzen  wir  also  z  ^  f  (••) 
voraus,  so  ist  der  Inhalt  des  fraglichen  K&rperstQcks 

Lässt  man  nun  m  alle  Werthe  annehmen ,  die  diese  Grösse  annehmen  kann,, 
indem  man  durch  die  (unendlich  kleinen)  Unterschiede  Jt»  fortgeht,  io  er- 
hält man  eine  Beihe  solcher  KOrperstDcke ,  deren  Summe  dem  Inhalte  des 
ganzen  KSrpers  gleich  seyn  wird.     (D.  h.  letzterer  ist  der  Gränzwerth,  dem 

sich  die  Summen  der  Grössen  von  der  Form  ^^^^^^»+  ^^^4^-  •'••* 
ab  '        2sb 

nähert).     Da  aber  hiebe!  die  Grössen  ^h'^***  ^'"^  Summe  =^u/~~  9« 
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geben ,  also  wegen  des  uDend]ich  kleinen  J»  diese  Summe  Null  ist ,  so  ist 
der  fragliche  KSrperinh^t  notbwendig  ;=  — r-/wf(M)3M,  wo  mui  Duanocfa 
die  Gränsen  des  bestimmten  Integrals  zn  ermitteln  hat.  Der  unterste  Werth 
TOD  »  ist  Neil,  da  dann  die  fragliche  Parallele  durch  den  Anfangspunkt  geht. 
Sodaqn  kann  man  die  Parallelen  ziehen  bis  M^S,  nnd  die  obigen  Formeln 
gelten  ungestört.  Was  diese  letzte  Parallele  anbelangt,  so  ist  für  sie  OMi 
die  Ordinate  desjenigen  Punktes,  in  dem  die  Kurve  M^N,  die  Ordinatenaxe 
trifft,  sie  ist  also  ^^(O),  und  deiUDacb  der  entsprechende  Werth  von  w  : 

b9i(0),  so  dass  also  der  Ober  OSH,  stehende K3rporthetl==^y«f(w)d«. 

Nnn  hat  man  aber  die  KQrpertlieile  zu  berechnen,  die  zwischen  den  Paralle- 
len SH,,  FR,  sowie  zirischen  FR  nnd  N(Q  liegen.  Was  die  ersteren  anbe- 
langt, so  sind  es  Stocke,  die  ganz  zu  dem  KOrper  gehSren,  während  bei  den 
zweiten  nur  ein  Theil  zum  Körper  zu  rechnen  ist.  Denken  wir  uns  nnn  zwi- 
schen H,S  und  FR  eine  weitere  Parallele  gezogen,  deren  Gleichung  «=:a]t 
•{-\)J  aey,  so  wird  dieselbe  die  Kurve  H,N,  in  einem  Punkte  treffen,  den 
man  aas  den  Gleichungen 

erhKIt,  aus  denen  folgt  AX-\-\>^{x)^m,  welche  Gleichunft,  da  wir  nur  ei- 
nen Durchschnittspunkt  annehmen,  auch  nur  einen  Werth  \on  x  fßr  jedes 
w  gebeu  darf,  das  zwischen  \t^{0)  und  aa  liegt,  welch  letzterer  Werth  PR 
zukommt.  Folgt  nnn  hieraus  x  =  t/f(a^,  so  wird  man  also  Hlr  die  Koordi* 
nateh  des  Durchschuittspunkts  mit  H,Nt  haben:  x=:t^(H),  y=  *~"''  , 
so  dass  die  L&nge  jener  Parallelen,  da  der  Durchschnittspunkt  mit  OR  dnrch 
X  =  —  gegeben  ist,  seyn  wird : 

*  Vlf-'<-)J'+[^=^' ' ±^^=^?s^. 

wo,  da  hier  immer  u  —  ai^(w)>0,  das  obere  Zeichen  zu  wählen  ist.  Die 
Läng«  der  vom  Anfangspunkt  auf  diese  Parallele  gezogenen  Senkrechten 
,  wenn  u  um  Ja  zunimmt,  diese  letzte  um  ~ 


V>'+b'  VV+b" 

zanefamen  wird,  mithin  das  tiachenatflckchen  zwischen  unendlich  mdien  sol- 


ober  Parallelen  durch  -  .  . ;  , ^  s-b— 

ab  V»'+b'  *'' 

ben  seyn  wird.     Daraus  folgt,  dass  der  fkber  SM,PR  stehende' Kitrper  gleich 


hß- 


In  derselben  Weise  ist  der  Aber  RPN,Q  stehende,  dafUrPR  :  «  =  anr, 
ftlr  N(Q  :  *i  =  aa!-|-b9(a),  indem  die  Koordinaten  von  N|  sind:  a  und 
9i(«),  gleich 


.yGoo^^lc 


fi02  Reduktion  doppdUi  iDUgrth  imA  givoineMi^  BttmiHfuigm. 

-b  f  (a) 


J^/[— .*(-)] 


f(«)8-. 

Davon  ist  dus  zu  subtrahiren  du  über  RN,  Q  etehende  St&ck ,  das  in  ganz 
Ähnlicher  Weise  wie  du  Ober  OSH,  Btehecde  berechnet  wird.  Ist  uämlicli 
ax-t-by  =  «»  die  Gleichmig  einer  zwischen  PH  und  N|Q  liegenden  Paratle- 
len,  so  trifft,  sie  RQ  im  Paukte  s  =  — ,  RN,  in  x  — a,  y  =  — r — .  m  das» 
das  Dreieck  zwischen  diesen  zwei  Punkten  und  R=     »  *"     ist,   und  also, 

wenn  m  nun  das  unendlich  kleine  Jta  zunimmt,  selbst  zunimmt  nun r — 

Ja ,  -60  dass  also  der  fragliche  Kflrper  = 

nt.     Daraae  nun  eodlich : 

y  eTyf{a«+by)ey=^y»rW8«+^y  [—*♦(.))  fwe- 

+ ^1— »*(•)]  fc«)B.-~y  (•-*«>  f<«.)  8« 

-  Äy-''->»-+Ä/'—"'<">i'<-"—A/<— •"<•'»• 

0  >a  bf>(0)  * 

WO  ^(«)  der  (einzige)  Werth  von  X  ist,  der  aus  ax-|-b9)(x)=:«  folgt,  in 
so  ferne  wenigstens  ta  ^wischen  b9)(0)  und  Aa-^h^{tc)  liegt. 

Ist  y(x)  konstant  =j?,  so  folgt  aus  ax-f-by(x)^w  :  x  =  * = 

ipi»),  also  ist 

y8xyr<ai+by)er=^yLf(«)e.-t--^yi(.)8.-^jy<— b^fMÄ..    w 

Kanu  a  =  ß:=ix)  seyn,  so  ist  hieraus  (bei  positiven  a  und  b) 

OC        OD  OD 

Setzt  man  z.B.  f  («i)  ^  <u*~  e~  ",  dabei  a  and  b  positiv,  so  ist 
II.  Es  sey  eben  so  das  Integral  ,~>  , 

Ignzcdi/COO'^IC 


Bvdaklion  doppeltet  Int»gr«le  durch  gaomattuebe  Betiaohtangen. 


'H-hj')BT. 


WO  a,  K,  b  positiv  seyn  sollen ,  vorgelegt.     Setzt  mao  auch  hiei 

BO  stellt  (e)  abertnals  den  Inhalt  eines  Kör-  ■fV?-  58. 

pers  vor,  der  Über  der  Fläche  OACB  (F.68) 

stehend,  voa  der  Fläche  (e')  begräntt  ist, 

wenn  y  =  9i(x)  die  Gleichung  der  EarveBC,. 

uad  OA=a  ist.     Setzt  man  nnn  ax'-f-by' 

^M,  so  ist  z=f((i)),  also  z  konstant,  wenn 

u  es  ist;  ist  dies  aber  der  Fall,  so  drfickt 

einen  elliptischen  Zylinder  aus,  der  auf  der 
Ebene  der  xy  senkrecht  steht.  Die  Balb- 
axen  der  Grundfläche,  die  nach  OA  und  OB 

gerichtet  sind,    haben  y'^,    \/ ^  *ur 

Länge.   Seyen  non  MP,  M'P'  zwei  Ellipsen,  die  zwei  auf  einander  folgenden 

Werthen  {»,<a-\-Jm)  in  (f)  entsprechen,  so  wird  die  Fläche  MOP  = 

^_  (§.53)  seyn.,  so  dass  die  zwischen  MP  nnd  MT'  liegende  Fläche  — 


XM.A   <*  '  ' 


z  =  f(M)  als  konstant  anzusehen,  so  dass  das  Ober  diesem  Streifen  liegende 


Körperstöck  = 


T^  f(iu)  ist.     (För  den  Fall,  den  die  Figur  angibt. 


gehört  allerdings  dieses  ganze  Stuck  nicht  zam  Körper,  vielmehr  ist  das  über 
KPP'N'  stehende  Körperetück  davon  abzurechnen.)  Was  die  dorch  G  g»> 
hende  Ellipse  anbelangt,  so  muss,  am  das  ihr  entsprechende  w  zn  finden,  in 
(f)  x^a,  y  =  y(a)  gesetzt  werden,  so  dass  für  sie  »  =  aB*+by(a)'  ist, 
mithin  ist  der  über  0£F  stehende  Körper  = 

.-Fr/"-"- 

Davon  sind  nun  abzurechnen  die  Ober  BCF  und  ACD  stehenden  Stücke.  Um 
diese  berechnen  zn  können,  müssen  wir  im  Stande  seyn,  die  Fläche  des 
Stücks  NPP'N'  zu  erhalten;  kennen  wir  aberBIsP  als  Funktion  von  a,  so 
=  F(«),  BN'P'  =  F(M-f^to). - 
=  F  (»  +  ^«)— F(»)  = 


ist  NPP'N' 


^  8(BKF) 


nBNP: 


-Ja,  dft  ja 
also   (fflr   unendlich   kleine   Jm)   KN'PT  = 

— ^ j ~Jai==:-r-^Jia,  80  dass  es  sich  bloss  um  die  Bestimmung 

von  BNP  handelt.     Nun  erhält  mao  die  Koordtnaten  des  Punktes  N  aus  den 
Gleichangen 

y  =  »(i).  »i'+by'^o;  a»'+bT(i)*  = 


i/Goo^^lc 


504  IMnktiM  doppaUar  Intcgnl«  dnreh  gtonauiMii«  Bttttat*— fiw.' 

aas  welch  letzterer  GleichnDg  x  =  \f>(to)  als  einziger  Werth  folge;  alsdann 
ist  der  Inhalt  der  Fliehe  BNP  nach  §.  S3 

*(•)     

=/[V^-.«]-. 

von  welcher  GrAsse  der  Differentialqnotient  nach  m  (§.  61)  ist 
♦(•)  _        , 

wo  aber,  da  ay(«)*  +  by(^C«»))*— «,  also  y(V'CM))=\/ "~^''' ■  ", 
das  letzte  Glied  wegfällt.  Demgemäss  ist  endlich  das  Über  BCF  stehende 
KSrperstück,  indem  fttr  die  durch  B  gehende  Ellipse  «  =  b9(0)*: 

\^afi  noD  weiter  das  Aber  ACE  stehende  Kfirperstück  anbelangt»  so 
denken  wir  nos  einen  elliptischen  Bogen  GH  .dessen  Gleichung  die  (f)  sey ; 
die  Absiissen  von  A  nnd  G  sind;  a  und V/— ,  so  dass  die  FIftehe 

Vi     , '  V- 

so  dass  das  Ober  AEC  stehende  KOrperstfick ,  Hlr  das  zuerst  w^aa'  (tilr 
die  durch  A  gehende  Ellipse),  gleich 

nnd  also 


-;ps>-'-+ »-psA-C— -V  i)'<-«- 

l)r.„rdi.G00l^lC 


tifcktiiB  iojf  itor  hxi 


=— ^  /(We. — -i=  /'.rcr«i.=  ♦(-)\/*'|f{-)  «» 

4V»by  sVsby       L  V     .J 

Hierin  ist  i^(m)  der  aiu  ax-!+b9i(x)'=w  folgende  einzige  Wertli 
von  X.     Für  gp(x)=j?,  d.  h.  konstant,  ist  1^(«)=  \/*~~,  alw 

■■■+•>' 

Für  «  =  ^  =  00.  wenn  dietznlftssig,  folgt  hierans  (§-52) 

//f(..-+b,.)..a,.j^=/;(.)e..        « 

Setzt  man  etwa  wieder  f(«»)  =  »'~*e~",  so  ist 

Ffir  n  =  1  folgt  hieraus 

nnd  wenn  b  =  a : 

(/.—.  .)'.  J!,,/.—»,  =  ^  (,.«2) 

Diese  beiden  Beispiele  mügen  hinreichen,  um  den  Geist  dieser  Methode 
der  Reduktion  vielßtcher  Integrale  klar  zu  machen.  Die  angewandten  geo- 
metrischea  Betrachtungen  haben  oflfenbar  nur  zur  Verdentlichang  gedient  und 
die  Resultate  konnten  eben  so  auf  analytischem  Wege  gefanden  werden. 

§.  MO. 

Die  Einführung  neuer  Ipt^grations- Veränderlichen  ist  natürlich  nnes 
der  wichtigsten  Hilfemittel  zur  Answerthung  bestimmter  Integrale.  Wir  ha- 
ben davon  schon  vielfach  Gebranch  gemacht,  nnd  woUan  nnn  an  einigen 
weiteren  Beispielen  dies  erläutern. 

I.  Wie  nwo  naeh  $.  61  leicht  findet,  ist  dai  in  }.  108,  I  ontamehte  Intesml, 
tir  welohea  die  Grinien  von  7  lind  0  und  — V»* — »*.  ''<>■  x  =  0  OB^  *•  ^eieh 


Badnktioii  dnifMker  Integril«  d«i«h  Unfemiuig. 


*o  dus,  wenn  man  x^&ainfi,  jr^baiatf  «eUt,  dacaelbe  lu 

»b/      001969/       V/coiVeot'^-i — f^n'r  +  T-jCOi'fdn*»  8^. 
wird.     Demnach  »t 


/  /     cosfi\/»'b'coi'9COi'*+a'c*co>'»«iii'ip+b'c'«io'» 

^E(.,«)^c'r(«.«)I,  «».  =  -^,« 

Deh  Mich  unmittelbar  g«flinden  n 
iifachea  Integrale 


welche!  Resultat  jedoch  Mich  unmittelbar  geflinden  werden  kann.  ^ 

IL  Id  dem  dreifachen  Integrale 


wollen  wir  setzen 

i  =  Teal*CDi<;i,  r  =  Tnn9coiif',  c  =  Tiinifi, 
«0  ist  in  $.52,  IV  u  dnrch  r,  v  dnrcb  91,  w  durch  ff)  zu  ersetzen.  Die  dor- 
tigen Gleichnngen  (k'))  iK)  sind  (x'+y')8iD't/'^=ü'coB*^,  xsinijpcos^^ 
y  cos  9  coB»^  und  geben :  die  erste  für  z= 0  anch  ^=:0,  fSr  «=  00  dagegen  if>=  -^ ; 
die  zweite  für  y  =  0auch9i=0,  flir  y^oo  aber  ^=i-^;  endlich  folgt  ans  x 
=:rco8  9iCOB^,  dass  fQr  x  =  0  und  oo,  aach  r=iO  und  oo  sey.  Die  dortige 
Grosse  M  ist 

-{-Tilit9M«ipilD9  0oi<(>]  =  r'easV> 
SO  dass  also 

7yyr(i'+y'  +  t')B«87ei=yr'8r/^8»yco»»r(t'>8», 
d.  h.  (wenn  man  die  Integrationen  nach  91  und  tff  vollzieht): 

Sind  a,  b,  c  positiv  und  man  setzt  ax,by,czrurx,y,2,  so  ergibt  sich 
hieraus 

welche  Gleichung,  indem  man  T*=t»  setzt,  auch  ist: 

Ignzcdi/GoO'^IC 
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OC        00        00  JK 

f     f    y'(»'>'+b'r'+=*»')Bx8y8.=^yf(.)  V-8-.  (e") 

k        •        0  0 

Daraus  folgt  leicbt 

00  _  * 

auf  welches  iDtegral  sich  das  allgemeineTe 

00 

redazireo  lässt.  Setzt  man  nämlich  hier  x=x' — -^  ^,  y  —  y* — y  vi. 
z^2'  —  "T    > '  *°  "'''^ 

....+...+.l.....+.v+.-.-+Ki;+?;+S)+'-i(f-:+f:+S)- 

80  das«  weDD 

yyyf(«*x'+...+«)ei8yei=y]/yf(«v+b'r'+e'''+e)8«8jr8< 

OC  ' OD 

BO  dass  also 

lU.  Dm  da«  dreifaclie  Integral 

JJJV-''+7-  +  '- 
auigedehnt  auf  alle  positiven  und  oeg-ativen  Werthe  ron  X,  j,  z,  ftlr  wdehe 

zu  beatimmen,  beachten  wir,  dai«  die  Bediagnug  (e')  tagt,  es  Rollen  alle  Pnnkte, 
deren  Koordinaten  in  dem  Integrale  (e)  Torkommen,  innerhalb  dei  dreiaxigen  EUip- 
aoids  liegen,  deuen  Gleichung  — ^  +  -rt  +  ~T^=l  i*^  Baraui  folgt  ganz  unmittel- 
bar, dau  wenn  man  in  (e)  fQrz,  y,  z  drei  nene  VeräDderliohe  r.q'.if'  dnfiOirt(S.60), 

I  =  r CO! V CM if> ,  j  =  r^^e<iiy,  isTiiDip, 
alfdann  die  Gränzen  Ton  9  liad  0  and  2ir,  die  Ton  >^  ;  ■ —  -^  und  -^,  w&hrend  die 
TOD  r  «ind  :  0  und ^r,  1  ,  ■,  ■       - — '^p,  welch  IrtzteierWerti 

\'—i^"'^^+—  Google 


508  R«diikti«n  dnibdMi  InUpal«  dueb  DwfonmiBg. 

auB  der  Oleichiiiig  d«*  EUipsoidi  «ioli  ergibt.     Dft  fBnier  x'+y'-f-r'^r*,   »o  ist 
di«  Grttue  (•)  gleich 

^1  /'■^  «e  ,  /• £5^1?: .- 

V«  ./coi'»co»'t  .  rip'yeo«*»  .  bh'» 

^T  •  »'         ^        b'         "^     c" 

^  t i^     f »»*»»» 

J  ./«o»'»e«t'ip  ■  tln'rcw'»  ,  «In'» 

•  •  ft'        "•"  .      b'        "*"    e' 

=  4»»b'c'/'"  y* '■'»^*^» : 

J     J      b'c'co*'»co*'»+a'c'un'»ooi*i(r+»'b'iin'ip' 

Dm  noD  dieie»  Integral  itlbtt  zd  ermitteln,  wallen  wir  suertt  die  lutegnUioD 
nach  tp  dnrohfDlirBii,  Wir  Mtsen  ni  dem  Ende  b'c*c)M*tfJ~]-a*b*ain*(f>=:  a', 
ft*o*e<w'i(»+a'b'«iD*tf =^*,  und  haben  da>  Iniegral 

n        fl*    ^  /•'        8»   ^     1      /-'      8» 

J     B'co.V+(«'»ln**'    y     i»*—V— «')«•■»        i»"— "'  J         ^     .   ,„.^ 
«n  beatinmen.     Selit  nwn  hier  eoa^^^x,  t- ^  —  -  .         ^,  »e  hat  man 
/•T  8»      ^       1       / 6x 


lo  du«  jttit  die  GrtUie'(e)  gleich 

« 

y      Vb'o'eei'»i-«'b'«inV  V*'«*<!<>«V+  *'b'«loV 

-   .    ,     tt  ew»6* 

J       V''™*''(',+  *  "'''*  Vo'coi'*+b'iinV 
Dieiei  Integr»!  läitt  »ich  leicht  auf  elliptische  Integrale  rednciren.     Zu  dem 
Ende  Mtze  man 


fl'eo«'.p+a'rin'»  =  o'r'  — ^i^^|tg'*j+,^.*J^i«g'<' 

B'[(a'— c*)c<n'»— «'wD'»]+a*c'rin'«  _      »'«'— e*     _     e* 

.  Goc^lc 


RedukHoD  drtificlMT  Intagnl«  dareh  Ermfonmuig.  509 

c'  [>'tM'»  —  c'l-t-b't'tln*»  _  t'»'  —  «'  —  c'«'»ln'»+b'«'llB'» 


=  I  c  -e  -i 1  ifn'«  I  — ;-. 

V.  »*  — e'  ^  CM*« 


und  d«fllri(i=—  :tgu  = 

-  beAtimmt  Ut,  sugleicli 

1  r        »• 


0  wird,  wesn  >  diinb  d 
a'— b' 


mithin  i>t  endUch  dio  OtOim  (a)  gleich 

2<*bo        ■  ,    >'— b'  e_       -^w-^ 

Hui  lieht  leieU,  dus  du  latagnl  (e>  «loh  in  folgender  Weile  dnrgertellt 
werden  kann:  ]_ 

El  llMt  *ich  duaelbe  jedoeh  Iricht  in  ein  noderei  amlonneD,  du  kenitante 
OrAnsen  h»t.     Setit  man  nlmlioh  (f.  51)^ 


■o  iit  dMielbe  gleich 


V^^^ 


und  wenn  nuui  wieder 


_Jy '-^-L'-yJ'' V '-? ,^ 

i),„„cdiiGooi^lc 


510  RedDktisD  dreiAwlier  Inttgrtib  durch  Crnfbimiiiif. 

Setzt  man  hier  «ndlieb  nttoh  x=:»w,  ao  Ut  dM  lutegrel  ^ei«h 

"■7//     ,Vr',-+b-.-(l-w-)+c-..-(l-.-Hl-0^°''-"'- 
(o  dau  also 

i^-'-,[.'.-+k',-(i-x')+c-,-(i-.-)(i-,')i*    >'■  -° 

A  Q  m.     Wollte  mmD  In  dein  leCiten  Integrals  die  früherea  GtOnen  r.  7,  i(r  «Inftlhrtii ,   10 

mbiU  man  Jetat  MtMo:  

aE  =  reoi*coiifr,  byV'— »'  =  '»*n»"o»V.  "«VC— ''>('  — r'J  =  "*"Ct 
d.  fa. 

t                             ar            linfcotip 
x=  —eotpcMi>.js=-r  — ■■.       ,    ■  ■- -.-■ 


V{»' — r'cw'ycoi'ip —  -rj-iw'vcM'^i) 
und  T,  fi.  *  biet«!!  dietelb«  Bedenuiag  wie  im  Fifiheni.    EUminlrt  man  ff.  52,  IV,  V)  r  and  y, 
■0  ethSlt  mao 

— — ^L==  =  eütg»:  alio  mri  =  0:»  =— ,  x=l  :»  =  0. 
byVl  — i*  « 

Elbninin  man  r  nnd  i  an*  der  iwetten  ood  drittan ,  10  hat  man 
bT  « 

— ~  ^  ÜD  9  cotg  fi  i  abo  fÜTy  =  0!V=  —  ,r  =  l;i(i  =  0. 

cfVl-r"  2 

Etimlniit  man  «Bdlich  x  and  y  au  der  dritten,  lo  hat  man 


t'(i-i'){i-r')- 


V  a'  b'         J' 


c'    ■'"L         a*       r"*"         b'        J  *  ' 
«oram  flii'i  =  0:  r  —  0.  farx  =  l  ;  r  =  p,io  dau 

/•','/ (.-.•) VT^..»,»^ — ^„  A.,/-r.,/-l,»,. 

^  •;  •;  [•■.'+b'r'(i-.")+.'."(i-i')(i-y')j'  •;•;•; 

wu  mit  IlL  tauunmeDttimmt.     Man  sieht  hleraiu ,  wie  man  dl«  Oranian  Ton  ^,  fr,  r  in  dem 
Frithem  auch  naeh  ft.  52  hätte  finden  kannen.    Wir  werden  Ton  dieset  BeneABBg  »gleich 


IV.  Für  X,  y,  x  wollen  wir  ferner  oene  TerAnderliche  i,fi,r  einfOliren ,  die  mit 
x,y,t  zusaniiMDh&ngen  dnrch  die  Oleiohiingen 

wobei  wir  o>»,  l>o,  o>^>a,  »<a  vor&uuetzea  wollen,  wo  dann  für  konitstile 
il,  ju,  r  die  erat«  der  FlAoheik  (h)  eio  drelaxlgea  EUipwiid ,  die  zweite  ein  eiDf%cberi> 
gea,  die  dritte  ein  zweifileherigea  Hyperboloid  Toratellt,  welche  drei  Flfteben  den- 
«elben  Hittelpankt  haben.  Die  Gleiohaogen  (h)  Iftuen  lioh  leicht  naoh  x, ;,  c  anf- 
lOaeu.     Man  *eUe  n&mlioh 

F(e)=.p(e-a')(p-c'),  f(p)  =  (e^i')(f-;.'ne-0. 

so  i«t  F(ß) — Hq)  in  Bezug  auf  ß  nnr  rom  xweileo  Grade,  und  nithin  nach  g.SS: 

r(g)-r(g)    F(0)-f(0)    1     ?(>■)— f(a')     1 r{c')— f(c')     i 


.  Goc^lc 


Luti'i  •ll^tUelM  KoördinaMo.  611 

welche  Gleid»u«,  da  F(0)=0,  F(a')=0,  F(o))=:0,  Mwk  beUit 
F(p)-f(f)  f(0)    1        t(a')       1 f(c')       1 

und  gilt,  wu  auch  immer  ^  ley,  SeUt  man  Dun  nach  eioander  f  =  k\  fi^,,r*  und 
beachtet,  dau  dann  immer  f(^}^0,  so  ist 

f(0)    1      K.')       1         f(c')       1       ,^_iW.l_i<al      ' 

F'(0)A'      F'Ml'  — a'      F'(c'M'— «•'  *"(0)f.'      F'(*')m'-*' 

fC»-")        I        , i^l_l(il_J Kc*)        1 

F'  («•)  ^'-t"  F'  (0)  -'      F-  (a«)  .'  —  a'      F-  («')  .'  -  «" 

aus  welchen  drei  Qleiotaungea  gtmt  aniuittelbar  folgt,  da»  den  Q{eichiiBgeii  (h)  ge- 
nflgt  wird,  wenn 

f(0)       JVr-       .  ..         f(a')    _(a'-J')(a'-|.')  (»'-»'} 
F'(0)        a'e«    •  '  F'(a'j  a'(a*-c*J 

_       f(c')  (c'-A-Xc'-^')  («'-»') 

*-     F-tc')-  «■(«'-a')  '        - 

so  das*  alM  auB  (h)  folgt : 

tax^+Xfip.  «V^^^:^y  =  ±V(J'-a^(ff'-a')(a'-.^). 

welche  Gleichungen  in  Wahrheit  acht  Sjsteme  tdd  Werihen  von  z,  y,  t  CDthalten. 
Setien  wir  x,  j,  t  bloia  poaitiT  Toraas,  lo  ist  u  genug,  die  «barea  Zaiehen  zu  wAh- 
lan.     AUdano  wird  die  GrOuc  H  in  §.  52  (C)  gleioh 

Va'-«'){f«*-«'j  (•*-»■>  (!•-=')  {«'-m'X"'-»*)' 
Geietit  nun,  tnan  habe  dai  Integral  /  /  fix  Sj  6t,  auagedehot  "auf  alle  po- 

(itiTen  Werthe  tob  x,j,b,  fQr  welche  v,  +;i^  '"^u».!!  '  ^  '  •  ^t*  k'>c'>a', 
HO  drückt  e*  den  aobten  Thail  det  von  dem  EUipioide  ■—+  ,^  '"^k'—  1=1™'- 
sehlossenen  KOrperraums  an«.  Will  man  nun  A,ft,v  einführen,  und  die  GrKiueD 
dieser  GrOsiea  bestimmon,  so  beachte  man,  dasi 


^//A- 


Dan  j«ttt  zu  setien  hat; 

»^P=^Vi'-.'.V(i-.")i 
t'i-  .»■-.■)r'(i-»')  , 
1'  ^         i'_.>         r 


Vi'-«'-V(i—")a-r").Va'-t")("'-i'')  (•■—■). 
■      ')r'(i-i')  I  (k'-.').'(i-»')(i-r')  _ , 


.■)■■(! —'Ki-T-) 


Jede  dieier  Oleiohuiigen  gibt 
'.'(.'-.•)C'-t')+(k'-«'Ml-i")j".V-o->+ft"-e')i'(l-«")a-l')-'<-'-'') 
-.■(.■_it(.'-.'). 


DijriiüOByGoOl^lC 


512  UmtomiuiK  niltoUt  dMMibn. 

w«  »:=il,  fi,  *  («yn  luuin.  Setzen  wir  hier  <n^f ,  lo  wird  fl)t  x=0  Mioh  v=0 
8«]v  raUueD,  während  für  x^l,  i>=:a  zu  Bejn  hat;  die  Gramen  ron  *  sind  aUo  0 
and  •.  Nach  $.  52,  T.hat  man  dud  eine  OLei«hung  ohne  x  and  X  sn  bildeo.'  Dazu 
heacht«n  wir,  dui 

»'    _    P'''       l-i'_      <»'->.')(»'->■)         !-«■  _  0.'-c')(t'-^,')    

»■  a'e'k''i*-»'  »'(»'- Oft'-«')r"*'-c'  «'{a'-o'>(k'— c').*a— y«)- 
woraus  dann  durch  Elimination  von  x*  abd  i}  fblgt; 

[Ck'_.')(a'-c')T'+(»'-/»')(»»— '>](M'-'(«'-c'){f-e').'<I-r') 

+0»'-c')(fl'-»')a'k']  =  [(k'-.')(a'-.')«'(l-y'J 
+(^'-o')(c*— '))[MVc'(k*-a')(a'-.')T'+<«'-»'')<»'-*')c'k'J. 
Hieraus  ergibt  sich  fllr  j=:Q  :fi^a,  fgrj=l  :  n^e.     Endlich  mui  man 
eine  Gleichung  ohne  x  und  y  bilden.     Zu  dem  Ende  iat 

1     ■■    1    '•"'•'.  i-(i    o    »■-'■»«■■-'IC— ') 
•'(.i-O»'-«')      ' 

FOr  c=0  Ut  bUo  2=c;  fBr  1=1  flndet  man  leioht,  iu»  A=k  d«T  Oleiehnng  ge- 
dO^    D«innkch  iit(§.  62,  Formel  (C,)): 


(l-7")<l-«')=I-n 


///"""-/"/"•/- 


(>■->')  (,'-.■)»' 


t(i'-.')(«'-.')(.'-.')(.'-«")(l"-t')(c"-.")l' 


„       .,„ i,li' 

Ah.«  87.  I): 


/•  »'  /■      (|.'-.')8|.  «. 

/  V(.'-.")(.'-r')y  V5I— ■)(.■_,■)/  V 


Anm.   Anf  die  in  I.  und  m.  eimlttetten  Iidegrale  lanen  ileh  riele  «ndere  (oittiUmiraa. 
So  dai  DoppelinUgral 


//i 


[a'b'iln'<r>-f-*'c'>>n*9caiV  +  b'c*SM*9eoi'ifiI 
vom  n  «Ine  peti(i*e  ganie  ZabI  iit.     Setzt  man  nSmlieh  wlsdir  a\  ß<  daiMlbe  «ie  in  ut.. 


/y- 


[a*DOi'«>  +  ^*sin'«] 


i/Goo^^lc 


Redaktion  rielfiujher  lategnü«  mltteht  dn  yoniisnchen  loMgrkle. 
d  d»  B,  =-^  .--- .  ao  arhtlt  mao  hierani.  indem  dibd  n=  1,  2,  .  .  .  uUt: 

B  -^  ±r-L4.j_~*  R  _A  j_rj_-i-j_4,Ai 


all  bek&nnt  MMhen  darf.     Alutanii  kommt  die  ErmittUing  du  btuimmlin 
IntafTtli  Inf  die  ButimmoDg  Ton 


r 


7  BV 


inrflck.  die  nnn  wie  in  III.  geschieht,  indem  mu  auf  elUptiiehe  Integrale  mrDdkommt. 

Weitere  AnilQhningen  UeTon  finden  lidi  in  einer  Abhandlang  dai  VerfkMei*  in  Orn- 
nerti  ArehiTSm,  S.286S'.,  wie  denn  aneh  in  detnaelben  ArelÜTe  IX,  8.436,  X,  S.  90. 
XI,  8. 88  Shuliebe  Bednktionen  Tergenommen  worden  ilnd.  Einige  «lelitJge  Ahhuidlnngen 
vonTortoKni  finden  lich  in  Crelle«  Jonnul  der  HaChamaäkXXXInnd  XXXVH,  wo»  dei 
Tei&Mer  im  Bande  XXXtX  deuelben  Jonmali  rinige  Zniltia  geliefert  hat,  n.  i.  w. 

§.111. 

Ein  wichtiges  Mittel  znr  Aaswertbung  bestinimter  vietfftcber  Integrale, 
oder  vielmehr  zur  Red|ilcüon  derselben  auf  einfache,  bieten  die  Sätze  (p)  des 
§.  d8  oder  darans  leicht  abzuleitende  dar,  vie  wir  nnn  an  einigen  Beispielen 
erläutern  wollen 

I.  Mftn  habe  da«  n&cbe  bestimmte  Integral 
_(,<,H.b»yt+ai.»4..,) 


///•• 


■"t<<  +  r+t  +  ..)8iBy.8...,  (a) 


worin  x,  y,  e,  . .  auf  alle  potitjven  und  oegatireD  Werthe  ausgedehnt  werden  •ollen, 
fllr  welche  («  und  ß  positiv) 

<'>x+r+«+.".->i»         (•') 

Nach  dem  ersten  der  SAtze  (p)  in  %.  98  iit 


f(.)=  -|yeuyr(T)eo.(n«)ee.(u»)8T, 

'gt,  während  flir  v^a,  die  G 
ich(§.49,  VU) 


wenn  u  zwiseheu  0  und  a  lieg^,  wahrend  fDr  v>a,  die  GrOtse  EWelter  Seit«  Null 
ist.     Offenbar  ist  fibrigen«  auch  (§.  49,  VII) 


während  nntkediofft 

.  /■*     /•■ 

— /»hi(niB)eo /((T>«es(nt>8T  =  0. 

_r*  * 

Daraus  folgt,  wenn  V — I=i : 

f(«)  =  iy[cos(n«)+idn{u«)]6nyf(T)e..{QT)8»  =  -ye"    enyrtr) 

-00  0  -00  • 

Eben  lo  ist 

./•t.°?   /•• 
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514  KednkUoii  ncUM^r  Integimle  mitteilt  der  F«iirianeliHi  btafial«. 

f(.)  =  — /e  6B/r(T)C0«(llT)BT,    TOD<.=Obl»^. 

—  00  0 

während  jeweils  jenaeita  dieser  GräoEen  die  zweite  Seite  Null  ist.  Darana  folgt,  data 

ye°*'enyf(r)coi(QT)8T 

—  00  ß 

gleich  f(a>)  nya  wird,  wenn  e)  cwiscben  ß  nnd  a  liegt.  Null  jenseita  dieser  GrAnzeD. 
Setzt  man  alte  ia  (a)  x-J-j-j~c-|-.  .=io,  ao  iat  dieses  Integral  auch  gleich 


i///--*-^"'"-"  ■'-'•■■•/•••'-/'<"-<""••■ 


(» 


wo  man  nun  die  Grinzen  von  x,  j,  z, . . .  Ton  —  aa  bi*  -f-  oo  nehmen  kann ,  indem 
der  Faktoi 

ye—'euytWcoaMH» 
—  00  fi 

in  all  den  FBllen  Null  iat,  ia  denen  (u  nicht  der  Bedingung  (a')  entapricbt,  mu,  wie 
inaa  leicht  lieht,  ffir  negative  <a  eben  so  gilt,  wie  für  poaitiTe.  Daraus  folgt,  daas 
u  die  GrOase  (b)  auch  scbreibeu  kann  ; 

■'•"■"  ez8y8«.,,         b') 


i/;..,/::.,..///>-" 


00  — 00  —00  — QC 

ao  daaa,  wenn  —  I  ^+rr+-r4---l=e',  daa  Integral  (b')  gleich 

mithin  endlich 

'   9     **■«*)  8  t,     (A) 
0 

wenn  p  =—  I  7r+p"Tp'  +  "  ■  li  und  <laa  Integral  sich  auf  alle  Werthe  von 
X,  f,  E, . .  entreekt,  ftr  die 

«>i+y+a+. ..>,». 
IL  Als  ein  zweites  hieher  gehöriges  Beispiel  wollen  wir  die  Bereohnang  der 
Anziehung  eines  Ellipaoida  auf  einen  materiellen  Punkt  wählen,  wobei  wir  freilich 
nicht  gerade  von  denaelben  S&tzen  Getmuich  machen  werden,  jedoob  immerhin  in 
Ahn  Hoher  Waise  zu  reHkhren  haben. 


///■•-'■■■■^'■'"•■'^■■''<'+'+-+-'-'..=^/:- 
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Acilolinng  eines  EUlptoidi  safeinen  Ponkt.  616 

Es  Stella  H  (('ig.  59)  ein  körperliches  Element  de«  EI-  -%.  ^^■ 

lipsoids  Tor,  «elchss  letztere  wir  aus  Schicliten  uns  beste-  %  J 

hend  denken,  die  jeweils  Jede  fSr  sich  dieselbe  Dichte  baben,  / 

so  dftaa  wenn  6  diese  Dichte  (=;  Masse  in  der  Einheit  des  / 

KOrperiDballs)   ist,    dieselbe   als   eine   Funktion   der  Grosse  ' 

~T+rr+^  erscheint,   wo  a,  b,  c  die  drei  Halbaxen  des  /^^~        ~^ 

a        b"       c'  /  ■ 

EUipsoids,  X,  j,  £  die  Koordinaten  von  U  sind,  so  wird  dxr  jy 
Inhalt  des  Elements  =Ö  J-x^jJ z  seyn,  weDn<4s,  i/y,  ^e 

die  nnendlich  kleinen  Zunahmen  von  x,  y,  e  bedenten.  Sej  fi  die  Hasse  des  ange- 
zogenen Punkt«  A ,  r  die  Entfernung  AH,  so  wird  die  Wirkung  von  H  auf  A  durch 

q 1 ausgedrückt  seyn  ,  wo  p  ein  konstanter  Koeffizient  ist.     Sind  a,  ß,  y 

die  Koordinat«n  Ton  Ä,  so  ist  r'=(a — x)'^-Ü{ — y)*-{-(y  —  z)';  ferner  sind  die 
Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Linie  r  mit  den  Koordinaten oxen  macht,  gleich 

.  — - — .  — - — ,  und  es  sind  also  dieSeitenkrSfte  der  Anziehung  von  H  j^genA, 

zerlegt  nach  den  Koordinatenaxen  : 

ppSfg  — i)  Jl/iy  Jt      pffi^i  Jy  Ji(,»— y)      pp8(y  — s)  ^i  Jy  Ji 

welche  Kr£fte  in  A  angreifen  und  wo  diejenigen  als  positiv   angesehen   werden, 
welche  die  Koordinaten  von  A  zu  verkleinern  streben.  Bildet  man  so  dieSeitenkrIfte 
aller  der  Anziehongea  der  Elemente  des  Ellipsoids  auf  A,  und  addirt  die  nach  der- 
selben Richtung  gebenden ,  so  sieht  man  leicht ,  das!  die  Integrale 
^^/•/'A(»-x)8»8y8s^^^/'/'A(/?-y)8iBres^^/'/'/'i(y-s)8i8y8»_  ^^^ 

ausgedehnt  auf  alle  positiven  und  negativen  Werthe  von  x,y,z,  Air  welche 

IS-+p  +  ^<l.  >>b>c  (C) 

die  Seitenkr&Fle  der  gesammten  Anziehung  des  dreiazigen  Ellipsoids,  dessen  Oher- 
fllche  zur  Gleichung  hat  -7  +  rr  +  -j  =  1  •  ""^  den  materiellen  Funkt  A  ausdril- 
eken.     Setzt  n 


fff 


W) 


-///^^-" 


80  dass  die  (0)  auch  sind  : 

BF  BF  8F  ,  „, 

und  man  also  bloss  die  Grosse  F  in  der  Formel  (d)  als  Funktion  von  (r,  ß,  y  zu  be- 
stimmen hat,  um  sofort  die  OrOssen  (c)  zu  erhalten.     Mit  dieser  Bestimmung  wollen 
wir  uns  nun  beschäftigen. 
Wir  wollen,  indem  wir 


i  „Gooi^lc      ^ 


510  AnlahnDg  ilau  ElUpioid*  uf  ginra  Punkt. 

seUen,  uiu  «rinnem  (§,  flS),  daw  di«  OrOate 

ly«..  («  «)  e  «yt(»)  eoi<n  t)  8  T 

gleich  f  (m)  i«t ,  wenn  a)  swisobeD  0  und  1 ,  dagegen  0  itt ,  venn  m  Qbcr  1  i: 
alidum  ergibt  (iah  sofort,  da«s 

-+0C  oc 


-l///^^/-"'-A'-'""- 


(e) 


gesetct  werdftti  kOnne ,    indem,  in  ao  feme  to  nioht  swiacben  0  nnd  1  ist ,  der  aoge- 
fflgte  Faktor  reneh windet ,    aUo   bloc*  diejenigen   Elemente   bleiben,   für  welche 

Oemba  $.  106  (n)  Ut  aber 

■    ■  -"y""'. 

-7  =  v.'     J    TT*'' 


00       s  a 

w«lohe  Qrfiaae  ttbrigena,  wie  natOrlich,  reell  iat.     SaUt  man  noch  ax,  b7.  et  Ar 
1. 7.  < .  ae  iat 

_*  I  —  —  +<»       X  ,,,(  * 

'-^T    ' ///'""•//pi      -(-■)»"«./'«•"(")».. 

wor'  =  (<.— .i)'+01— bj)'+(,-c.)".  ci)=i'+j"+.'. 

D»  dieM  OrOu«  reell  wt,  se  felgt  hiemu  unmittelber,  due  F  der  reelle  Theil 

'"^^-^///'""•ffv;"  ""•^■••/"''"•'"'••-     <" 

00      »  a 

Hier  wollen  vir  nun  merst  die  IntegratiooeD  nach  x.j.  z  Tollziehen,  d.  h,  daa  Inte- 
gral///e"  8x  ejSs  beatimmen.     Ea  iat  aber 

r'#-h«.n  =  («'#+n)»'4-{bV+n)T'  +  (c'»  +  n)i'— a«a»i  —  2^b#y-2*«»ft 
so  daaa 

■ — 00  -oc 

^OC  -00 

*  FOr  ■  =  !  iatile  tUerdings  nur  J r (a) ,  allein  dl  b^  1  nnr  einer  nnendUch  dOoDeD 
Soblobta  dei  EUipaoidi ,  an  dar  Obenitehe  deaaelbaii,  ingabllrt,  w  kOuen  vir  AyHeb  diaaelb« 
«.glaM«». 


oyGooc^le 


'  AniiebvBg  «inel  EDipMidi  tat  «iii«)  Pankt. 


VS^+mV^+oV"'»-!-" 

V'«'"'»"  j  r  "'  I  ''  I  ''  ">. 


S«tit  man  hier  noch  - 


F. --2."  '.b./i.   /■ .^A-"'.lL,^-__-  /f<f)«<.(.T)«. 

D  OD  < 


;+ri 


Nuiiwtö»''=e«B-^+i«in-|  =  L,  e'"=co8(tu)+iiin(tii):  demnach 

r_-2.b.  7?"  _^<'-)JlJ;  /;'(.)».{..)... 

y  y^.  V.M-.  VbM-»  v«'+»y 

Dorsui  blgt: 

-  51  =  i.ic.Yf- -"■"■''      — :.  /■r'(,)«.(.»8.. 

»•       yy  (.H»)VP+iVbM:iVo-+.y 

Aber  es  i«t 

/=«(„)  8.y;(.)e..(T.).,=i((.). ,».  .<i.j  ^^^^  ^^j 

■  ■  =0,  .     •>1. 

10  daM  wir  nun  iwei  Fälia  iuiten«b«iden  mOueD. 

l.)  Der  angezogene  Pnnkt  liegt  innerhalb  des  ElUpeoids. 


In  dieaem  Falle  igt 


_eF_        «  /•  ut)  8»__ 

■  e.-  ■  •"zy(.'+,)V.:q:;Vb'+.v."+» 

Sind  alao  P ,  Q,  R  die  Seitenkiäfte  der  aeiammtanaiehong  de«  Elliptoids .  »o 

IJijnzcBByGoOl^lc 


AatUtiuiiB  ainet  EUipioidi  aal  tinen  PoDkL 


J  (' 


f(i)Py  


tl„:^+   ^'  +   y'  . 

2.)  Der  aDgezogeoe  Punkt  liegt  ansserhalb  des  Ellipsoidf. 
Alsduin  iat 

und   ei  wird  Werthe  ron  f  g«ben,  fDr  die  t^l,  und  »olcbe,  Ar  dia  K^l. 
stimmt  man  den  einzigen  positiren  Werth  Ton  m  aus  der  Gleicbuog 


10  ist  t>l  TOB  ^  =  0  bis  ^^=ta\  dagegen  t<l  »on  ip=m  b»  ^=  oc  .  Hu 
hat  also 

und  da  daa  erste  Integral  Nnll  ist,  so  ist 
oc 

—  i— =Zabca«/ ^  ■      —        ■   . 

»«  y(a'  +  y)Vi*+»Vb'+vVc'+»   ■ 

Sind  also  P',  Q',  R'  die  SeitenkrSfte  der  Anziehung,  so  ist 

i-.2.bc,,.. /•-^^^ — .^_^"; \ V 

00  I 

wo  t  dieselbe  Bedeutung  Iist.  wie  oben,  und  das  positire  m  aus  (h)  bestinunt  ist. 
Setzt  man  in  (g')  9+ni  fiir?i,  und  maoht  a'~|-'>i=»i'.  b^-l-ra^b,',  c*-Hb=«i'. 
soiit 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


i+; 


"1'+»'        l»i'+»        =1'+»'' 

DftnuiK  folgt  Ditn  leicht,  das»  nuui  die  GrOtsen  P',  Q',  R'  aas  (g)  finden  kano, 
wenn  raan  in  den  Formeln  (g)  nur  8, ,  b,  ,  o,  itlT  ^,  b,  c  »elzt.  Sind  die  «n  ans  (g) 
erbaltenen  OrOasen  ^Pn  Qo  R|(  so  iit 

P.      Q,      B,      s,  b,c,  *' 

Da  flbrigsiu  dieRecboiiDg  nach  denFonnelo  (g)  und  (g')  zieTii)iah  gleich  leicht 
iit,  lo'kaiiD  fflan  diesen  Satz  auch  entbehren. 

Für  den  Fall  eines  homogenen  EUipsoidg  iat  i  konstant,  d.h.  f(t)=j  eine 
Konstaute.  Alsdann  kommea  die  Formeln  (g)  und  (g')  auf  elliptische  Funktionen 
lorüek  und  gehören  zd  §.  101,  IV,  Nr.  1.  £s  lassen  sich  jedoch  di?se  Formeln  aU- 
daoo  noch  unter  et^u  anderer  Form  schreiben.  Setzt  man  nfimlich  gi^a'x — a^ 
wenn  a>b>o,  so  sind  in  (g)  die  Grftnzen  Ton  x  nun  1  und  00    nnd  wenn  zur  Ab- 

kOTZung i —  ^i*,  -■ — i —  ^A''  gesetzt  ^vird,  so  ist 

00                                                                  oc 
Zabttf^mfla  /* 8i 3abcpfHidjJ  / Bi_- 


Setzt  man  noch  x  =  — 


k  =  l-'-i5i«^.kf.i,..k".=k,. 

^t  man  hier  endlich  il'u=z,   so  sind  die  Grftnzen  von  e  :  0  und 
A'a'  — b'         i^^. 

V  i' 

WV(l-z'J(l-eV)'^     l-yO-e-i 


bleu,  M7  ■^■inf, 

.yGoo^^lc 


-«•Xl-e'^) 
um  diese  Integrale  anf  elliptieoh«  carBokinftUiTeu,  H7  z=^Ka^,  und  •inii}= 
V=\/?^.,  Bo  ist  (§.  100): 


■  1»    . 

FQr  den  speziellen  Fall,   da8«a=^b,  i3te=0,   F(co,e)  =  E  (<».  e) 

F(«,e)  — E(».e)    E(».  e)  -  (1  —  e')  Ffa.e) 
.. _______ 


und   mflueD   aacb     §■  22 


Vl-»e  •">'•-•  *  l' — '/ 


bebandelt  werden,  wornach  sieb  »IsWerth  diegerGrOsMn  Sodet:  ^(w~sin«oo»(o), 
4((n-|-iiii(ooosaO,  so  dass  jetzt 

F  =  2p(-»-»in»M»»i).Q=2J[;i(«  — iin»co»»),R=-j^;r(»fi'»-'')-       " 

wo  1'=  y/  j— ^Sinw,  ginwcoB«)  =  — ^^ — j ,  w=arol  8in=-s I, 

ht  endlich  a^b^c,  «o  bat  man  eine  Kugel  Tom  Halbmeioer  a.     Altdaon  ist 
in  den  letzten  FormelQ  o)  ^  0 ,  X'  =  0  ond  man  findet  nach  §.  22 : 

'^-  8  '  ^       8'  3  •     '       a        j*        r  3 

Will  niwi  nun  eben  so  die  Werthe  von  P'.  Q'.  R'  der  Formeln  (g')  bei  f(t)^Ä 
linden,  so  wird  man  nocb  (1)  Ter&hren.     Man  erhAlt  so; 

P'=j^.[Fl..o)-E(..e)l,  Q'=  j...(i'_,,)[E(.,.)-(l-e')ri..e) 

-E(.,.)|  »■) 

_  _  ,iiiii-i»...«!;=±;.,..ii^,.i..  =  vüE2. 

.,.-..+m.-^4-x^-+j;-.,. 

a  -|-  m  b  -|-  ID  c  "t-na 
Aus  den  Formeln  (m)  l&sst  sich  sehr  leicht  ein  interessantes  Resultat  siehen. 
Denken  wir  ans  nämlich  eine  ellipsaidtsche  Sobiohte,  beg^'änzt  rnn  zwei  Ähnlichen 
Ellipsoiden .'  deren  Ralbaxen  O,  b,  c  und  na,  nb,  nc  seyen,  nnd  sey  der  angezogene 
Punkt  innerhalb  des  hohlen  Bauins  der  Schichte ,  so  wird  man  die  anf  ihn  ausge-  • 
übte  Wirkung  finden,  wenn  man  (n]>  1  Toransge setzt)  in  (m)  an  die  Stelle  von  a, 
b,  e  setzt  na,  ob,  nc,  und  von  den  so  erhaltenen  Werthen  die  (m)  abzieht.  Da  sieb 
aber. durch  die  genannte  Vertausebung  in  (m)  Nichts  Ändert,  so  erhält  man  also  0 
als  Wirkung,  d.  h.  eine  solche  Schichte  wirkt  auf  einen  in  ihrer  HShlnng  liegenden 
Punkt  gar  nicht,  'oder  genauer  gesprochen ,  die  einzelnen  Anziehungen  heben  sieb 
gegenseitig  auf. 

Anders  verhält  sieh  natßrlioh  die  Sache  bei  den  Formeln  (k').     Man  sieht  aber 
hieraus  leicht,  wie  man  die  Anziehung  einer  Schichte  auf  einen  Pnnkt  bereeluun 
.    kann ,  wenn  dieselbe  nur  tod  ellipsoidisoheo  Flächen  begränzt  ist. 


.  Goc^lc 


*  D«r  lotegnlloguilluiiiit.  §21 

§.  112. 

So  wie  in  §.  106  dio  Euler'iohe»  Integrale  (GumnafiiiiktioDen)  all  eine  beaou- 
dere  Gattung  Fnnktionen,iD  die  Analjai«  eingefllbrt  wurden,  hat  man  noqh  einige 
andere  Ahnliche  eingeführt,  über  welche  wir  zuni  ScUuue  dieiea  Abschnitt«  ooeb 
Wenigei  zufügen  wollen. 

I.  Dm  Integral 


(■) 

heuat  der  Integrftllogaritlinina  und  wird  dureh  li(x) bezeichnet.  DaffirE^I; 

l(z)^0,  so  darf  X  niebt  fiber  I  hinaosgelien.     Setzt  man  Uer  z=e     ,  w  erUUt 


und  wir^ 
Htsgehei 

CO  0 

'— y  ^'•+j  -"-J-. 


1«. 

Demgemä«« 

wo  wir  «twa  HDter  n  eine  poaitiTe  ganze  Zahl  Tentehea  voUea.     Entwickelt-  man 
—  in  eine  unendliehe  ReUie,  so  folgt  bieraos 

ii(.-)-n<.-)  =  l(.)^.+  i^-|j^+...-DW-n  +  ii=^^ 

""T  iTäTs '*'■"■' 

-i(.)-.+i  ^,-\  rT5+-["">-/^"«-]- 

L&ast  man  hier  n  immer  mehr  wachsen,  so  nMiertiieh  li(e    *)unbegrSnztderGrSue 
'   li(0)^0,  «o  dais 

i,<.-)=,(.)-.+  ±  iüi-i  j^3+..+a,.[/l=^- ",.-!(.)]. 

wo  Gr.  lieb  auf  das  uoeadlicbe  Wachsen  tod  q  bezieht.     Nun  ist  aber  identisch 

_,  1*    —ÖS  _, 

femer  ist  (§.16)  e     =1  — z+j-gC        ,  also  immer  e     >1 — z,    so  dats  wenn 

s<l  auch  «~  !>  (I  — £)  ,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist;  das  Inlegnl 
r± — — P.T'^fl,  jat  also  sicher  >0.  Da  weiter  (§.2,  II)  filr  a>b:a"+'— b'+' 
<(n4-I)»'(»- b),  so  ist  wenn  man  a  =  e"',   b  =  l — z,   und  n  —  I  ftr  n  setzt: 


622  InUgnlitnM  iio4  Integnleodmu. 

e-"_(l_j)'<ne-f— "■(«-'-(1-.)].     "   "~f' "^^  <n  c" 

(!—«)],  d.h.dao~'— (I  — B)=p2e~®*kl«a«ftl»-|-,   m  Ut  ^ ~-^— ~— 

,  ■ 1)1  J"''  2  Cd n''  "■"ä'ä* '"****'*  G"""*»»  mit  wachaendom  d  Tenobwiadet,  «oitt 

Ot.J- ~   ■  ~—Zz  =  0.     Ferner  irtfBr  1  — b  =  u: 

«  « 

so  data  endltah 

(=k  in  8. 106), 


(=k  in  8. 106), 
i(B~')  =  Kn)- 
Setit  man  Doch  e 


iiW  =  k+i[-iW]+i«+ 1  i^'+l  r^+ 

Auf  deDlntegraUDgaritfamns  lauen  sich  nuuicbe  endere  Integrale  lurfieUBliraD. 
Seist  Blra(l  +  x)  =  s  und  a>0: 

n.  Das  bestimmte  Integral 

/¥- 

heiut  der  Inte^raliinui  und  vi'rd  durch  Si(x)  bezeichnet.    Entwickelt  man  linz 
in 'eine  UDendliche  Reihe,  so  ist  hiernacb 


^  '7         3   1.2.3  '6   1. -.6       

Eben  so  heisst  das  Integral 

/=?"-     ■ 

derlotegraloosinus  und  wird  durch  Ci(x)  bezeiebnet.  Hiebe!  musi  natQrlich 
x^O  sejn.  Will  man  filr  dieae  Grosse  eiae  unendliche  Reihe  haben,  so  beadil« 
man,  dass 

/T'-='<")-i-  ri+T  ra— -['  »-i  o+t  rrj-  ■  ■  ■]• 

Gooi^lc 


.  iDWgnisjDDs  and  iDtepateodkmi. 


Nun  ist  at)«r 

also 

=-007721566  —  /    '     7'°""'- 

BetTBcbten  wir  kber  daa  Intep«!  /  '"""flg  uod  Mlcev  dauelbe 

=11,  10  ist  (§.61): 

■iiu.  y  j-^-».--i-T(.'+.')+o. 

Oanz  eben  so  ist 

wo  C  TOD  a,  C  TOB  a  unabhängig  ist.     D»  aber  C^C  teTii  moM,  >o  sisd  alio  C 
und  C  Tov  &  nnd  v  unabhäogig.     Setzt  m&n  demnach  ft^O,  m  ist 


.00  _         -u 


J   —;—•-¥" 

wo  C  TOB  B  uoabh&Dgig  ist.     Denmaob  für  &=  1,  wo  / 

■2-l(l)+C=0,  C=0.     Also  irt  allgemein  C=0  und 

/''•""-r'°'"«-ii''H.-). 

D.j.iicduGooi^lc 
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fflra=l: 

uDddknra=0dieQrOMe  enter  Seite  noch  endtidiict,  ttberdieM ^8i 

•ine  stetige  Funktion  td 

•odMi  O..£l(.)-i^+..J  =  -k(=-0-in21K..). 

El  ist  ana  §.43  klar,  dau  die  Integrale /-~ex,/-^8x  Mf  die  eben  i 

gegebenen  Integrale  zarfickkonunen. 

Setitmanin  l^t^ix,  wo  a>0:x  =  — —  l.ao  iit 

CO  OO  00  OC 

/•sinai^  /Hin((— a)8i  /Uni^  /cDit„ 

.  -."L/i----/!-"-]-'-/!-'- 

0  •  ■ 

=  [-J -Sl  (•)]««  »—Ci(a>  .  lina. 


Neunzehnter  Al>8chnitt. 

NäheruDgsweise  Berechnung  bestimniter  Integrale. 

§.  113. 
Ein  jedes  bestimmte  Integral 

/t(x)B>.  {.) 

in  welchem  r(x)  eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  hat  einen  bestimmten,  von 
a  und  b  abhängigen  Werth,  dessen  Ermittlung  dann  immer  leicht  ist,  wenn 
die  nnbestimmte  Integration  eich  ansßhren  lässt.  Igt  Letzteres  aber  nicht 
der  Fall,  so  rauss  man  mit  Näherangsmethoden  sich  behelfen.     Zu  soU 
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chen  Hesse  sich  die  IntegratioD  mittelst  uDendlicfaer  Reihen  (§.  46)  zilhlen, 
nnd  es  wird  dieselbe  in  vielen  F&llen  \*on  Nutzen  seyn;  eine  weitere  Nfthe- 
mngsmethode  haben  wir  in  §.  54,  VI  angedentet,  da  das  Integral  (a)  immer  ' 
als  Ausdruck  fQr  den  Tnhalt  einer  ebenen  Däche  angesehen  werden  kann. 
Wir  werden  auf  diese  Methode  oocfamals  zurfickkommeo-  Alle  diese  Metho- 
den haben  aber  den  Nachtbeil,  dass  man  keine  bestimmte  Fehlergränze 
kennt,  d.h.  also,  dass  man  nicht  weiss,  in  wie  weit  das  Resultat  genau  oder 
nicht  genau  ist.  Frei  von  diesem  Vorwurfe  ist  nun  die  nachstehende  Me- 
thode, bei  der  nur  vorausgesetzt  ist,  f  (x)  sey  eine  ihrer  Form  nach  gege- 
beoe  Funktion ,  so  dass  man  fUr  jeden  beliebigen  Werth  von  x  den  ihr  zu- 
kommenden Werth  berechnen  kann. 

Wir  haben  bereits  in  §.  60,  XI  gezeigt,  dass 

t(x-hh)-rw=yrw+^r'(x)-h...+j^^(i)+y-i^A't""'"'(.+h-.)8., 

oder  wenn  man  in  dem  bestimmten  Integrale  z  an  die  Stelle  von  h — z  setzt: 
f(.+h)-f(.)=|- r(x)+J|^r'(x)+...-hA_ ,'(,)+ _i_y'(b_^)'f"+'(,+,)B,.(b) 

Setzt  man  zur  Abkürzung  F(x-j-h)  — r(x)  =  ^F{x),  so  erhält  man 
hieraus : 

Jt(.)=|rW+J!lr.«+j^.-M+..,  +  .j-i^l'-W 


!/<:-.,  ^- 


I-  ■(.).  f  i-(.)+-i-y(i.-.)i'"-(.+.)«.. 

Man  multiplizire  diese  Gleichnngen,  der  Beihe  nach,  mit  l,  A,h,  A,h*i 
•  .  A,^_^fa  ~    ,  bestiiume  A,,...,  A,__j  durch  die  folgenden  Gieichungen: 

rn+iH+t-»:-)  ,,       , 

i),„„cdiiCjOOi^lc 
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1     •  .  1  A  A 

— 1 1-..  .  -*■ .     -1 ±1 1.    +_iE=!4— iE=!  =  o.  ) 

l,..2m-l~l,..2iii— 2^I...2in— 3^     ^     1.2    ^       1  {   . 

I                   A                      A  *..-.       *»,-i  i 

1...2n)'^1...2in— l"'~l...2in— 2^ "^      r2      '         1       ^*''     ' 

SO  erhält  man  durch  Addition : 

Jf(i)+A,  hJf(i)  +  A,h'Jf' (i)  +  ...  +  A     _,h*''~'jf*"~'(i)  =  hr(i) 
"""'   ,  A.h'(b-tr" 


I....2m— 1       '       ]...2iD 
Was  Dun  vorerst  die  Änftösang  der  Gleichuagen  (c)  anbelangt,  so  e 
h&lt  man : 


Dadurch  sind  wir  auf  die  VermDthnng  geleitet,  es  sey  allgemein : 

*i.+i =o(°>*>>-  \,  =  1.2... ir^  ®- "'  "^-    ^"'^ 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Vermuthang  zu  prüfen,  führen' wir  diese 
Werthe  in  (c)  ein;  sind  diese  Gleichungen  alsdann  erfüllt,  so  iet  unsere 
Yermuthnng  gerechtfertigt.  Nun  sind  aher  zwei  auf  einander  folgende  jener 
Gleichungen : 


P  =  0. 


1...2r— 1^1...2t~2  '  1...2I— 3^' 

?_+    ^.    +    *.    +.   +^£z^^. 

1         2r        'I         2r_l^^l         Sr 2  ^^  '^     1     S       ' 


l...2r— 1^1...2t— 2 
welche  mittelst  (e)  zu 

t  1  1  B.  I  B.  1  •  ■     °»r-»     _ 

1...2t— 1       2   1...2t— 2~'~1.2  1...2r— 3      1..41...2r  — 6^  "•~]...2t— 1 

-J ±  _J +-?!.  l _?1^ L_+.  +_^ilz!_  J_^ 

]...2r      2   1...2r  — l^I.ai...2t-2      1..4  1...2r  — 4^        1...2f— 21.2 

2r— 3  1 


-.+  ■■■ 


i  +  ---±7 


1.2l...2r-2      1.. 41. ..2t  — 4   '    '  "  -  1...2r  — 2"  1.2~      2       l,.2r' 
Von  diesen  Gleichungen  ist  die  letzte  geradezu  die  Gleicbnng  (f)  in 

§.27,  III,  wenn  man  dort  n^r — 1  setzt;  was  die  erste  anbelangt,  so  heisst 

sie  auch 

2  ,  2B,  1  2B,  1  .  ,      ^^jt-s 


1.2...2I  — 1^1.2  1...2t— 8      1..4  l.-.Zi— 5^  ■  "  "  "    1...2r  — 2"  l.,2; 
und  ergibt  sich,  wenn  man  mit  der  Gleichung 

1 -i*  CO»  =  li»  I  cotg  —  I 

vr,,7a-,GoO<^\c 


(b) 
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in  deTBelben  Weise  verfdhrt,  wie  es  in  §.  27  geechehen  i«t.     Demnach  eind 

die  Gleichungen  (e)  richtig,  apd  es  ist 

a-'^-'l'-l      1   bfh-o"~'      B.   h'fh-»)'"^'       B.    h*(h-.)"    ' 


-1...2in 
oder  veoa  man  die  Zeichen  A  beibehält: 


l...Äm— 1    7^    l...(2ni— 2) 

•—»-.)■ 


tu—» 


1..2ni  '  l.,.2m— 1  '  1...  2in— 2  ^   "  '   i^  1.2  -»-w.  w 

so  ist  Q  =  9>(h — z),  nnd  wenn  man  entwickelt: 

_  '''■""'  r  '    I  *■  I  *■!  4-    I  t-r   '     I     '■     I     '■    I 

1...2ni— 3  U. 2.3      1.2       1  J  ^■■■^"     Ll...2m^l..2iii— 1^1..2di— 2  ' 

+lij=;1,-^_J-  ,"■""'   ,  A.b'.'—   A.t'.'— ' 

^     1.2    J      i..2in       21...2di-1^1...2hi— 2^1...2m  — 4^ 
i  ..■-'.■ 

+        '  g (»"kM). 

d.  h.  es  ist 

Daraas  folgt  auch 

so  dasB  die  Werthe  von  91(2)  fBr  z  von  0  bis  ^h  dieselben  sind,  wie  für  z 
vonhhis  ih,  mithin  etwa(§.  49,VII)/y  (z)3z  =2  /  5p(z)3z.     Da  aber 

y^wo.     n  Ll..2m+1^1..2n.^l..am-l^^  1.2.3  J  i» 

'■+T        '  I.A.         1  I  ^— 1  1-1 

Ll.-2ni  +  l'    »-+*^],.2in      i«  ^  '  '  *  ^  I.S.Sa'J' 


/ 


|-l2»-+»^1..2m  2«' 

A 

+  -i 


i  ..Gooi^lc 
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wenn  man  A,^  durch  (e)  eich  bestimmt  denkt.  Diese  Formel  (g')  ist  eine 
weitere  Rekursionsformel  fUr  die  ßernoaltischen  Zahlen. 

Was  nun  die  Fanküon  qi(x)  anbelangt,  so  kann  man  behaupten,  da»8 
sie  von  z  =  0  bis  z^^h  beständig  wachse  oder  abnehme.  Um  dies  zu  be- 
weisen, genUgt  es  zu  zeigen,  dass  ^'(z)  nicht  0  werden  kann  von  z^O  bi« 
z  =  lh,  (Pur  welch  letztem  Werth  Öbrigens  g)'(z)=0  ist).     Es  ist  aber 

[t.-i                j--»         ■,»*■-*      .  K*  »■-'  A        h'"~', 

_f .   A.h»  )  *i"  »  .   A,h  t tm-i  I 

I..2ID  — 1*^]..2di-2"'"  1..2in  — 8'^1..2ro  — s"''""''  1        "  J" 

Ist  nun  m  =  1 ,  2 ,  so  ist  dies  gleich 

welche  GrKseen  allerdings  ihr  Zeichen  nicht  ändern  für  z  von  0  bis  -^-  Setzt 
man  also  y  (z,  m)  statt  g>  (z) ,  um  auch  m  besonders  hervorzuheben ,  so  wol- 
len wir  annehmen,  man  wisse  -^  ''^*~  ändere  sein  Zeichen  nicht  von 
z^O  bis  z^^h,  und  firagen,  ob  dasselbe  sich  auch  von    *   '-  sagen  lasse. 

Denken  wir  uns  znnftchsth  positiv,  so  wird,  wenn  z<4h,  sicher  z<i(h-f-«). 

ac 
wo  o>0;  demnach  wird  in  dem  Integral  /-'■-'J~     ^    jedes   Element 

dasselbe  Zeichen  haben  wie  ■  *  "~  ,  wo  z<ih.  Es  ist  aber,  wie  man 
leicht  findet,  wenn  man  oben  in  <p'(z)  für  m  setzt  r —  1 : 

/y(i,t-l)  Sh  .     r    t'~*         1 .  A.b»"~'    _l A.li'»"~* 

8i  ^^'       jjJ'-iLl^.Zr— 3  2t— l"'"l.,(2»— 4)'2c— 2"'"  I,.a»— ö   ' 

2i^3"'"'""*"  1  tJ* 

so  dasB  diese  Grösse  dasselbe  Zeichen  hat,  wie    ^    '■—  -,    wenn  i  <  )h. 


'/m^- 


Daraus  folgt  aber  weiter,  dass  wenn  a<}h,  das  Integral 

4-  .  .  .  .  H '— yj*^*'  dessen  Elemente  alle  der  Bedingung  ?.<^h 

genQgen,  ebenfalls  dasselbe  Zeichen  haben  mttsse  wie    * 'V~    ■        Dieses 
Integral  ist  aber 

5l!^r ! !_+_*! !_+_i__!_+  +tü=<ri 

^«»-iLl.-2r— 1^1..2r  — 2^  1..2r  — 8^         ^        1.2.8        J' 

.  Goc^lc 
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d.  h.  wenn  man  be&ehtet,  dass  nach  (g')  (für  m  =  r — 1)  die  erste  Zeile  = 


f^ 


'■„-f    1 1 


*.-.''     +    1.2.3  -+ — r.-i—+  ■■■+  i..2,-s  +r::2r-2 

und  da  a  eben  auch  zwischen  Onnd^h  liegt,  so  hat  also j^  *  '  '  das- 
selbe Zeichen  wie  °*^'^[~'^  d.h.  da  2h*'~'>0,  es  haben  ^^^'"["'^  und 
3  '  verschiedenes  Zeichen,  so  dass  mithin,  wenn  die  erste  Grfisse  ihr 
Zeichen  nicht  wechselt,  die  zweite  in  derselben  Lage  seyn  wird.  Da  nun 
fUr  r  =  3  die  Behauptung  gerechtfertigt  ist,  so  gilt  sie  allgemein.  Wir  ha- 
ben hiebei  allerdings  h  positiv  vorausgesetzt ;  allein  die  Behauptung  gik 
auch  nir  negative  h.     Denn  sey  z  =  afa,  wo  a  zwischen  0  und  1,  so  ist 

•t'>=''  Lnxn.+r:2i^=i+  ■■+— "2-1 

nnd  da  für  positive  h  die  Grösse  y(z)  nie  Null  wird  von  z  =  0  bis  z=fa, 
so  muss  die  eingeklammerte  Grösse  in  dieser  Lage  seyn,  wenn  et  von  0  bis 
1  geht  Ist  nun  aber  h  negativ  =  —  h',  nnd  man  setzt  z  =  «h=  —«V,  bo 
erhält  man 

"■)= '-''""[r^+i^  +   ■  +%^J 

welclie  Grösse  demnach  ebenralU  nicht  0  werden  kann,  wenn  a  von  0  bis  1 
geht  (d.h.  z  vbn  0  bis  h).  Daraus  folgt  nnn,  dass  von  z  =  0  bis  z  =  h  die 
Grösse  cp  (z)  immer  dasselbe  Zeichen  habe,  so  dass  nach  §.  49: 

k  i 

/,(.)^-+' (.+.)». =t-+'(.+eb)y",(.)B.  =  -A,_  t'"+'(.+eh) .  b'"+'. 

nad  mithin : 

1                  R                   Wh«                    {— 1)"b.     .h*""*     ,_   , 
^f(,)--h^fW+J^hMr(,)-g^jf(,)+..+       ^   l^-^^ J^'  'w 

=hf  w-i- f^ f'-^'(,+eh).        (A) 

welche  Gleichnng  nur  voraussetzt,  es  sey  f*""'"*(x-}-z)  endlich  und  stetig 
von  z  =  0  bis  z=h,  und  wobei  &  zwischen  0  und  1  liegt. 

Dl*it*i,DUr«niitlal.i.UMfT^.RMki<ic.    '  M         ^^^^8 


£30 


bMUsnUT  Utagnle. 


Fflr  manche  Fälle  lässt  sich  die  Gleichang  (A)  nnter  etwas  beqaemere 
Form  briDgen. 

Gesetzt  nämlich  f*""*"'(x4-z)  behalte  dasselbe  Zeichen  vonz  — Obis 
z^h,  60  ist: 


y,Wf'"+'{i+.)8.  =  ,(eh)yV"+'(x+.)e«  =  »(eb)[f*"(.+iO- 


t-ci)j 


=».(eb)jf  (x). 

Ndq  erreicht  aber  91  (z)  ihren  (dem  Zahlenwerthe  nach)  grdssten  Werth 
fiir  z:=jh,  da  sie  von  z  =  0  bis  z^}h  beständig  wächst  oder  abnimmt; 
desfifaalb  ist  9i(dh)<9>(|h),  ond  von  demselben  Zeichen,  so  dass  etwa 
9>(9h)  — d(9i(}h),  und  also 


y»(.)f*""'"W«)8i=eff(iii)^f"'( 


Ans  der  Gieichnng 

^— cotgx+tg  ^+iId»  =  {  Y~*"*80 
folgt  aber,  wie  in  §,  27 ; 

1..2ID+2"    »-■ 


1.2  l..2in  "g»»      1..41..801  — 2'  , 


-  1..2m  l.a^'"""^     g*""""'     1..2m+2' 
woraus  dann  sehr  leicht  folgt : 

(-■)"g"-')B,._,    ^.. 

''l«  = TäTi;; -^nTT' 

so  dafis 


4t(.)-thJr<.)+.. 


1..2m 

(-i)'b, 


Addirt  man  beiderseitig — ^— ^ — Jf*''(x),  und  beachtet,  dass 

2  L  2*-    •  J 

immer  zwbchen  — I  und  +1  liegt,  so  ist 

'■^  '-^  CooqIc 
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B    ■     h*"     ,„  e'B         h*" 

venn  6'  zwischen  —  1  und  -j- 1  liegt,    Dieae  Gleichung  setzt  vorana ,  dus 
f**'~'~'(x-|-z)  von  z=:0  bis  z  =  h  immer  dasselbe  Zeichen  habe. 

§.  114. 
Von  deD  beiden  in  §.  1 13  aafgestellten  Lehrsätzen  iässt  sieb  nun  eine 
wichtige  Anwendung  anf  die  näherungsweise  Ermittlung  des  Werthes  be- 
stimmter Integrale  machen.     Man  setze  nämlich 

f(i)^yFWe.,»boJfW=yF(x)ei,  f(i)  =  F(.),..... 

so  erhält  man  ans  (A)  leicht: 


B  h 


yr(.)».=bF(.+h)+)b[F(.+2h)-p(.+l,)]-ik"[F-(i+2b)-r-(.-H>)H-.- 

.+1. 

B         h'—      ,   _, 


-     1.. 2111  — 2 
B  b'"+' 

"*"        I..2I1I 


F-(.+b+»ib). 


yFM»i  =  bF(.+i.-lb)  +  JbtF<«+»h)-P(.+m-lb)l 

B  b'""' 


^        1..2m 
Durch  Addition  «rgibt  sieb  hieraus: 


ypWBi.b[F(.)  +  p(.+b)+.,.+F(.+B_lb)]+Jbp-(i+.b)-F<.)l 

B  b'"""' 


^         1..2D1  ■  

woB  =  F*"(a+©.h)  +  r'"(a+h+©,h)  + +  F*"(a  +  n— Ih 

+  ö,h).     Gesetzt  nun,  es  sey  »+nh  =  b,  also  h  =  -^^,  wo  n  ejne  posi- 
tive ganze  Zahl,  so  ist  der  (absolote)  Wertli  von  R  sicher  kleiner  als  sH, 
wenn  M  der  gröaste  Werth  ist,  dea  F*'(z)  erreicht,  wenn  z  von  a  bis  b 
geht.     Darans  nnn  folgt  der  Satz  I: 
„Setzt  man 


/"• 


/F(>)8..bHFW+F(.+b)+F(.+!»+  ....  +Fft-W+)F(b)] 
B         b" 

-^b'[F'M-r(.)l+^V'(b)-F'Wl-  .t  '"^  rf"~'W-F'*'^Ml. 
vo  li  ^  -— — I  D  eine  (willkflrlicbe)  positive  ganze  Z&hl,  so  ist  der  begangene 

Fehler  geringer  als  ■  2 '4^2  ^'  ""  **  ^^'  grflgsto  Werth  ist,  den 
F^  (t)  erlangt,  wenn  z  von  a  bis  b  geht.  Dabei  nuiss  F*  (z)  innerhalb 
dieser  Gränzen  6ndlich  seyn," 

Was  die  Grfisse 

••'[F*— '{a-J-h)-r*— '{»)]+:9.'[F*— '(*+2h)-F*"'^(a-|-W+  . . . 
+ »■_  p' "~*(b)  -  F*  "~*<b  -  b)] , 
wo  die  einzelnen  9'  zwischen  — 1  und  -(-1  liegen,  anbelangt,  so  sind  ^e 
eingekUmmerten  Differenzen  alle  von  demselben  Zeichen,  indem  wir  voraus- 
setzen wollen,  P^"''*(z)  wachse  von  x:=a  bis  z^b,  oder  nehme  beständig 
ab;  daraus  folgt,  dass  dieselbe  zwischen  zwei  Gränzen  liegt,  die  man  be- 
kommt, wenn  man  alle  9'  gleich  — 1  oder  gleich  -{-1  setzt;  d.  h.  jene 
Grösse  liegt  zwischen  — [F*"^'(b)  — F'"~*(a)]  nnd  -)-[F"~'(b)— F*"~* 
(a)],  ist  also  gleich  ©'[F*"~'(b)  — r*'~'(a)j,  wo  ©'  zwischen  —  1  und- 
~j-I.  Somit  erhält  man  ans  der  Formel  (B)  in  derselben  Weise  wie  oben 
den  folgenden  Satz  II: 

„Setzt  man 


/' 


FWei  =  b[jF(.)+F(i+b)+F(.+2b)+.  .  .+FO.-b)+iF(b)] 


-ib'lP(b)-F-(.)]+?ii!|lF'(b)-F'(.H+.. 


80  ist  der  begangene  Fehler  =e'-äf=^[F'"~'(b)— r*"~'(a)],  wo  S' 
zwiselien  — 1  and  ~f-l  liegt.    Dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  dsas  {^'(z) 
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von  z  —  a  bis  z  =  b  immer  dasselbe  Zeichen  habe ,  während  h  =  -=^,  uaä  n 
eine  positive  ganze  Zahl  ist." 

Da  man,  wenn  F*"(z)  nicht  dieser  Bedinge  Dg  entsprechen  sollte,  dnrch 
Einschieben  von  Gränzen  das  vorgelegte  Integral  immer  in  eineSnmme  meh- 
rerer anderer  zerlegen  kann,  die  sämmtlicfa  jener  Bedingung  genflgen,  so 
steht  der  Anwendung  des  Satzes  II  de&shalb  kein  Hindemiss  entgegen.  In 
der  Regel  ist  derselbe  beqaemer,  als  I. 

Was  die  vorkommenden  EoefBzienten  anbelangt,  so  ist: 

-^^  =  0DS338  33833383338.    -^^  =  0D0138S88S8  888888, 

-j5ig.=(rO0003  30687  830688,    -pJg.^otlO0O0O8ae7  19B767, 

Y~5=0«)000  00808  Tffraro,    y5jL  =  0O000000006  28*190, 

3|- =OtlOOOO  00000  1S862K,    -pi^  =  0WOO0  00000  008890. 

-SligsOWOOO  00000  000086,     ~^  =  01X)000  00000000002. 

Ein  Zahleobeispiel  zozuftkgen,  halten  wir  nicht  fOr  nothwendig,  da  eine 

theoretische  Schwierigkeit  der  Anwendnng  dieser  Sätze  nicht  entgegensteht. 

Dagegen  vollen  vir  einige  weitere  Folgemngen  aus  denselben  ziehen. 

§■  llß- 
Die  Sitze  dea  J.  114  dienen  anoh  zu  SummLmng  von  Beihui.     Hau  «riüUt 
D&mUcb  daraus : 

/■•<■■'    i 

h(rw+F(>+h)+r(.+2kH--.+»(«+»->l)l=yr(.)8«-^[r(.+n«-F(«a 
+  ^[P(«+"«-r'W)-Y;^['"(>+"«-rWl+- 


wenn  F^        (z)  endlich  Ut  Tod  x=»  bU  x=a'|~Bli-     I>^  «I^^M  twguigeiM  Feh- 

ler  liegt  unter  "j"'  ■  M,  wo  M  der  grOMte  WerÜt  iat,  den  F^  (x)  inner- 
halb der  GrSnsen  a  uod  a-j-nli  erlangt 

lat  F^'(x)  immer  von  demielben  Zeidien  ton  x^a  bis  x=a-|-nh,  to  ist  der 
begangene  Fehler  kleiner  als  das  letzte  Glied. 

All  Anvendnngen  dieser  Sätse  mDgen  die  folgenden  Bainltate  dieneoi 

L  DampF(x)=x',= — ;:j^=0,ioiit 
h[*'+(a+h)'+(a+ab)'+--+(a+n-lb)'l  =  ^''^°''/, -5^(84*« 


Goo'^lc 
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B,      ,b- 

welche  Beihe,  «leren  aUgemeiue«  Glied  ±      *    r  (r^-l) (r— 2m-^2) 

t{a+nh)'~*"^'— a*"*""*"']  iat,  von  selbst  «chliesst.  Diese  Formel  gibt  die  all- 
gemeiDe  Summining  der  Potenervihen.     (Vergl.  „Grandzage"  S.  91). 

n.  SeUtmanF(x)=  — ,  «o  i«tF"'U)=    \'^^,  welche  OrOHo  ite  Zei- 
dien  nicht  wechselt,  ho  lange  x  dastalbe  Zeichen  hat;  denuuKih  ist 
/et'Vri    1    I      1      I  ,  1  I    1        1     1     B,h'r  1 

y    I   ~    Lz    a'^a+b'^    ■  ■"'■•+<n-l)h"^2  a+nbJ      I.sL    (a+nh)'"^ 
1-1     B,h'r       1.2.8     .  1.2.31 

a'J"'"l..4L      (a+nh)*'''    *•   J      

«o  das» 

wo  der  Fehler  geringer  ist,  als  dat  letzte  Glied.  Diese  Beihe  kommt  in  der  Renten- 
reohnuDg  vor,  und  da  dort  a  bedeutend  grosser  iat,  als  h,  ao  wird  die  zweite  Seite 
ziemlich  r&aoh  konTergiren. 

in.  SeUtmanF(x)  =  l{l+x),  nimmt  h  =  l,  a>0,  so  ist  / F  (x)  «x  = 
(l+x)[l(l  +  x)-I],  als« 

l(H-ft>+l(2+.)+US+a)+...+l{o+a)  =  (n+l+a)tl(l+n+a)-l| 
-(l+a)D(l+a>-l]— l-p(l+i+a)_I{l+.)]+ ^  [j^i^-- 1-] 

_  Bt  r L ±1+     +_^^}_  r       ' i_i 

'  S.4  Lo+n  +  a)'      a'J^'  '  '    -(2n,-l)2in  L(t^„_,.,j»— ^      »*"-' J' 
wobei  der  Fehler  geringer  iat  als  da*  letzte  Glied.     Setzt  man  hier  n — 1  Sit  a,  ao 
hat  man 

l(l+a)-fl(2+«)+..-l-I{n  +  a-l)  =  (ii  +  i-4-)"{n+a)-{n+») 


wenn  man  mit  C  deqjemg«ii  Tbeil  beaeiehnet,  der  nidit  von  n  abUngt. 

Demnach  ist  (wenn  wieder  n-j- 1  fQr  n  gesetit  wird) 
C  =  0rll(l  +  .)+l(2  +  .)+  .  .  .+K.+  .)  -  (.+.+  |)l(l+o+.)+(n+l+.)] 

=  „,if  "+■'"+■'■■<■+'' .•+'+'1_o,if"+''--'—'+'>.-^''> 

.o,.rr"+"-<-+-'.-n 

i),„„cdiiGooi^lc 
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Nach  §.  106  ist  aber 

o..-|"+-"'+"  ■■'^•>.-itr(.+.)l, 

1.2.. .(.-!)..'+• 
Bisa,  wenn  man' subtnhirt : 

°'i  -  ■"    '  '  — c+i[r(i+.)i. 

(.  +  .)■+•+) 

1  2      h-l)  .■+•.'+' 
»h.  Gr.l .      I-.  =  C+lir(l  +  .)l 

Nun  wtaberfflrii=oe  iTl-f-— 1  =e'(§.22,IV),»l8ori  +  -^  "     *■ 

=  [(1 +■!)']      "     "=[e' ]'■*■■*"=,■,  «ilhioi« 

...*+4l.  V       «■+7         -' 

welch  letstere  GtOm«  ran  a  unabUtagig  ist.     Alaohatmaa: 

l<l+a)+l(2+.)+.!.+l(a+a-l)-(a+a-i)l(n+a)+a+.- 


Bj I___?i_ L_ 


■+-±r. 


1.2  n+.     S.4  (a+a)'^  — (2—1)2»  (,+,,'—'  ^(2ai-l)2m  (,+,,■—' 

-iir(i+.)]+c-. 

wo  C  unabbftDgig  Ton  n  und  a.    Setzt  man  all«  a=:-2-  und  lAatt  n=aD  warden. 


(£    ^     2n~l  N 

0+0   ; 


-(!)+- 


"  0+20"-  ^         ^  ""^ 

-'  Kf)=K'+i)=  j  <i)=iv.,  .r(|)=_i(2)+ 

l(V)r>,  dennacli 

^  2  n  -' 

Dagegen  iit  fDr  a^I,  wegen  r(a)^l ,  und  n:=aD  : 

„,      „    ,1.2.8.. -n   ■+!     ^  ,   1.2.3.  ..  ne""^       ^,l.Z..n»" 


Seist  mui  hier  2n  für  n,  lo  iii 
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Dr(n-H)  ■■•.». 

{2n>i         (2i.)*'    ~     '■      2^042*"  n*"" 
Terner  ut  offenbar 

^  2*  ■  2"         n"-' 

so  das« ,  wenn  man  obij^eo  Werth  faeobaohtet ; 

0  =  C'-l(V»)-il(»,C=il(2»). 
und  also  endlicli: 
Ul+a)+l(2+«)+-.+Ki.-l  +  a)-fn+a-i^l(i  +  .)-(G+a)-l[r(l+.)) 


-(2m-l)2i»(ii+.) 


WO  ©'  iwiacben  —  1  und  +  l  liegt. 

HieTans  folgt  leicht  du  Produkt  (l+a)(24-&)  .■■(n—l+a),  wann  mui  tod 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht.  Iit  n  grou  grang ,  nm  .— x"-.,  vei- 
lUKhlftMigsD  2u  können ,  so  itt 

I  j.  \"+*-l   -<«+•)       _      — ! — 

(l+>)(2  +  «)..(i— l  +  tj^'""^   Yd+I) ■V2*.  *"*■+" 

wonuu 

(l+.)(2+.)...(n+.,  =  <^±^> TÖT^- ■ 

PQr  a=0  folgt  hieraut 

1.2...n  =  n%^'V'z^B"'  =r{n+l). 
wai  man  anch  fllr  &:=  1  findet,  wenn  man  n  —  1  fllr  o  «etzt. 
Also  auch  dann 

1.2  .  . .  2»  =2*'.  n*"e"''V4^»'*'. 

2.4  . .  .  2n  =  2'.  n'.  e~V2Ö^«'"". 
woraus  noch  durch  Dirigion 

1.3.6  .  .  .  (2n  — 1>  =  2*.  n'  .  e"'v2  •"'. 
Von  diesen  Fonneln  wird  in  der  Wahncheinlichkeitireehoung  h&nfig  Gebianoh 
gemacht.     Man  rergl.  etwa  meine  „Ausgleiehnng  der  Beobachtuogsfehler  noch  der 
Methode  d^  kleinsten  QuadTatsummen",  (Braun letaweig,  Vieweg,  1857),  S.  77  K 


.yGoo^^lc 
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§.  116. 
Die  oben  angeinander  geseUte  Methode  verlftngt,  dass  in  dem  bestimm- 
ten iDtegrsI  Adx  die  GrOsse  y  als  Funktion  von  x  direkt  gegeben  i.<>t.     In 

diesem  Falle  wird  sie  immer  anwendbar  seyn,  da  sie  in  allen  F&llen  eine 
Schätzung  der  Fehlergränze  znlSsst.  Anders  verh&lt  sich  jedoch  die  Sache, 
wenn  7  nicht  als  Funktion  von  x  gegeben  ist,  sondern  man  nur  für  eine  Reihe 
von  Wertheu  von  x,  die  zwischen  a  und  b  liegen,  die  zogeb&rigen  Werthe 
von  y  kennt.  Sind  in  diesem  Falle  die  Werthe  von  x  in  gleichem  Abstände 
,h,  und  ist  h=  — ^-,  so  kann  man,  wenn  y,,  y,,  y,,  . , .,  y^  die  Werthe  von 
y  ffir  x  =  a,  a-|-h,  .  .  .,  b  sind,  nach  §.114  ungefähr  setzen: 


yrei=hJ|-T<.+y.+T.+".+r._,+^r.]. 


wobei  man  freilich  keinen  Massstab  für  die  Fehlergr&nze  hat.    Genauer  wird 
Bbrigens  die  Formel  des  §.  S4,  VI  seyn,  nach  der 


ß' 


j-  [r.+*T.+8T,+4r.+2r.+  -  ■  ■  2y,^,+*r,^,  +r^]. 


wobei  h= -5 — vorausgesetzt  ist. 

Ist  aber  die  Annahme,  es  seyen  die  Werthe  von  x  in  gleichem  Abstände, 
nicht  zulässig,  so  kann  man  sich  in  dieser  Webe  nicht  helfen.  Gesetzt  n&m- 
lich,  es  seyen  fBr  x=:a,  tx,,  o,, .  .  .,  «,  ,.  b,  wo  (»<«,  <«!<..  <«,_( 

<b  die  Werthe  von  y:  y,,  y, ,  y» T^_ii  7.»  <"»d  """'  wisse  sonst 

Ifichts  Ober  y  (als  Funktion  von  x) ,  so  wird  man ,  eben  in  dieser  Ungewiss- 
heit,  annehmen,  y  sey  eine  ganze  Funktion  von  x,  d.  h.  eine  nach  Poten- 
zen von  X  geordnete  Funkttoii ,  derart,  dass  y  die  obigen  Werthe  annimmt, 
wenn  z  die  angegebenen  Werthe  haL     Mau  sieht  leicht,  dass  alsdann 

y=i+K.»+fti'+ ■  ■  ■ +«/' 

seyn  mnss,  wo  nnn  g,  gi,  ...ig,  (der  Anzahl  nach  n-|-i)  so  zu  bestim- 
men sind,  dass  ffir  x=:a,  «»,.,.,  a^_^,  b  :  y  =  yo,  y,,  .  .  .,  y,_,,  y,  ist. 
Daraus  folgen  für  g,  g,,  .  ■  .,  g,  bestimmte  Werthe,  und  es  gibt  eben  dess- 
halb  nur  eine  einzige  ganze  Funktion  von-x  vom  Grade  n,  welche  diesen  Be- 
dingangen  genügt.  Finden  wir  also  irgendwie  eine  solche,  so  ist  es  die  ver- 
langte.    Als  solche  erscheint  aber  sofort: 


(•-.)  ix-.,)  .  . 

■(•.-",_,)(x-l>) 

»Gooi^lc 


538         BMMbinBg  «tiiN  bwtimint«)  InMgnb  mitteM  d«  latwpobtioBrftmdn. 
(,_»)(x_„,)  .  .  .   (1 -",_,) (»-«,_,) 
+  (h_,)(b— «,)...    (i-o^_^)(b      =^_^)   V      , 
welche  sicher  vom  n"'  Grade  ist ,   und  den  obigen  BcdiDgungen  genügt. 
Set2t  man 

<X-Il)  {,-«,)  (l-O,).  ..  (.-«__^>(«_b)  =  fW. 
so  heisfit  diese  Gleiohattg  aacb : 

wo  die  angebängtea  Zeiger  andeuten,  man  soile  in  der  eingeldammerten 
Grosse  z^a,  a^,  .  .  .,  b  setzen.    Demnach  ist 

Diese  Formel  ist  natüiÜch  genau  richtig,  wenn  virklich  y  eine  ganze 
Funktion  des  Grades  n  ist;  sie  ist  nur  näheningsweiae  richtig,  wenn  dies 

Dicht  der  Fat)  ist.    Sie  gilt  natGrIicb  anch,  wenn  a,  a^,  a, ''■-ii  ^  ''' 

gleichen  AbstSnden  sind. 

Die  Grössen  -^.  -^^ , ,  -^  sind  Produkte  von  n  Faktoren 

des  ersten  Grades,  ihre  Integrale  lassen  sich  also  immer  direkt  ermitteln. 
Zu  dem  Ende  bemerken  vir,  dass: 

(.-m.)(x_..)  =  ,'_K +»,).+*.  a. . 

(x—a,>{x— •,)(«— ^)=x•—K+ft,+•,)I•+(^  »,+•,»,  4- »,»,)x—*.«."i. 

(x-a,). ..(«-»»)=i*-(»,  ^-»,^-*,+tJI•^-(•,■,+^«,  4-»,  ».-fa,  «,+»,*, + 

«,»»)x'— («,»,■,+■,•,»,+»,  a,  8,+»,«,  aji+»,a,»,«„ 

<.-».)(x-iJ...(x-a^)  =  x'-C.x'~'+C,T'"*-C,i*~*+..±C^_^i?C^. 
Tenn  man  mit  C, ,  C, , . .  . ,  C    die  Summe  der  Combinationen  zur  ersten, 
zveiten, .  .  .,  n*"  Klasse  aus  den  Elementen  a|,  a,,  .  . .,  a^  (ohne  Wieder- 
holungen) bezeichnet 

Man  kann  übrigens  anch  etwas  anders  verfahren.      Gesetzt  nämlich, 
man  habe  irgend  wie 

f(x)  =  Ä„+Ä.x+A.x'-l-  ....  +  Vi"*^ 
gefunden,  nnd  sey  z — k  einer  der  Faktoren  von  r(z);  femer 

i^  =  B,  +B.  x+  B,  «•+...  +b/. 
80  muss  identisch 

A.  +  A,i  +  Ä.x>-i-  .  .  .  +A^y"*"'=  (x-k)(B,  +  B.x+  .  .  .  +B_x') 
seyn.     Daraus  folgt: 


.yGoo^^lc 


BwadmoBg  tönt»  liartlminteii  Intagnli  miudrt  dn  IntMpoUtioniloTDwIii. 


A,  =— B,k. 

^.-^ 

A.  =  B.-B.k. 

B.  =  »-7-i, 

A,  =  B.-B.k. 

».-5^. 

«  —  R      _n  k 

B       -A 

woraachBe,  .  .  .,  B,  aDg  Ag,  A,,  .  .  .,.A^,^  leicht  gefanden  werden.     Ist 
aun 

BO  ist  ftlso 

/m,..B,.+B.|'+B.^'+...+B.|;^. 


Wie  mui  sich  noch  weitere  ErleichteroDgen  verschaffen  kann,  ist  wohl 
nicht  schwer  abzn&eheo.     Das  Gesagte  mag  aber  genügen. 


.yGoo^^lc 


Anhang. 

Shuelne  Anafthmngen  mid  üebmig^en  enthaltend. 


I. 

S«7  die  Sniamii  dar  BsUm 

!.  +  .,.  +  .,.■+,..+._.■  W 

gleich  f ,  10  üt  natürlich  j  eine  Funktion  ron  x;  lejen  ferner  Ag,  A] A    eine 

Reihe  reo  OrOuen  (o  beiehAffen,  dou  wenn  nuui  nMh  dem  Sobetna  dei  {.11  ihre 
Difbrenxen  bildet,  die  r"*  Differenzen  a&mmtlioh  einander  gleieh  Mjen,  so  liHt  lieh 
die  Summe  der  Reihe 

A(,»,  +  A.»,«-hA,m»+  .  .  .  +A,\»'  {«O 

Milben.     Da  nKmlioh  („Orundzflge"  S.  SI) 

M  iit  hiemach 

At  =  A*, 

A,=Ao+4A,, 

A,  =Ae-i-2/lA,  + J'Ao. 

A,  =  A,  +  ijA,+  ^-jll*J»A,+...  +  J'A.. 

A^  =  A,  +  -~JA.+  " 
Hieran*  folgt: 
*«».+*.  •,»+A,^.•^-.,.+A  11 


».(■•+ 

..•+. 

.  +  ... 

■)+^i 

(S+2^«+.. 

■+"V'  ' 

'"+Tr»-"'-+»»*" 

+■■ 

,  +  .(n 

-■». 

.-Sm-. 

•■+&<■■ 

.«+2.3. 

•''+"■.+.'+••• 

d.b. 

+«(•- 

l)..(.-r+l) 

..,—).' 

i),„„cd,  Google 

B«tm1iiiiu2  dar  TMÜaa  Wnssln  eiiiei  Glakliitiig. 
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^1.2   Bx' 


nndaUo  anoh  |! -^ -7- ,  so  dus  b r-  Doch  fiber  der  Wimel  iit.    Demnaob  bat 


11. 

Aagenommen,  die  Qleicbniig  r(x)^0  habe  eine  einzige  reelle  Wurzel  zwi- 
■eben  x^aund  x:=b,  wob>aM7.  Diei  ist  ganz  gewiss  der  Fall ,  weanfd) 
Tou  x=n  bis  z=b  sein  Zeieben  nicbt  weebselt,  was  wir  nun  roranuetzen  woUeo. 

Sey  nnn  fi~i-a  der  wahre  Werth  dieser  Wurzel,  wo  also  (i>-0,  aber  <b  —  a 
aeja  mms,  so  ist  demnach 

f{a+»>=o.4.h.f(.)+Br(a+eB)=o.a  =  -j^^Ä_(g.is.in). 

Ist  nun  A  der  grOstte  Wertb,  d«^  f  {*■)  erhSIt,  wenn  x  Ton  »  bis  b  geht  (ohne 
ROcksicbt  auf  das  Zeichen),  so  ist  jedenfUls  crC r-,  so  doss  a  —  ~r~  noch  un- 
ter der  Wurzel  bt.     Da  fibrigen«  f  (a-j-da)  und  f(a)  Ton  rerschiedeoem  Zeichen 

f(a) 
sind,  so  ist  —  -^  ganz  gewiss  positir. 

$•7  weiter  b — 13  die  wabre  Wurzel,  wo  J?>0  nnd  <b — a,  so  ist  ebenso 

man  als  engere  Or&ozen  der  Wurzel: 

Gesetzt  nun,  es  sey  auch  F'(i)  immer  von  demselben  Zeieben,  ron  x^a  bis 
x^b,  so  wird  also  f'(x)  bloss  wachsen  oder  bloss  abnebmen  Ton  a  bis  b;  dabei 
haben  f(a)  nnd  r(a)  immer  Terschiedenes  Zeichen.  *     Gesetzt  non 

I).es  seyen  f(a)  nnd  f"(a)  positir.     Alsdann  ist  f  (a)<CO  nnd  da  f  (x)  wftcbst, 

wistÄ=f(a); 
2)  es  seyen  f(a>  nnd  F'  (a)  negatir,     JeUt  ist  f  (a)>0  und  {"(x)  nimmt  ab,  also 

A=('(a); 
3)f(a)>0,r(a)<0j  also  f(b)<0,  r'(b)<0;  f  (a)  ist  <0.  f(x)  nimmt  ab, 

alsof(b)=Ai 
4)f(a)<0.  f'(a)>0:  al3of(b)>0.  r(b)>0;  f(a)>0,   f(x)  wichst,  als« 
'         A  =  r{b). 

Hieraus  folgt  nnn,  wenn  man  Alles  znsammenfasst ,  der  nachstehende  Satz: 
.Ist  Ton  x=a  bis  x::^b  (b>aj  rCx)  von  demselben  Zeieben ,  w&hrend  f (x) 
sein  Zeieben  wechselt,  indem  es  durch  Null  geht;  ist  A  der  (dem  absoluten  Werthe 
naeh)  grOsste  Werth  ron  f  (x)  zwischen  diesen  Gränzen  ,   so  liegt  eine  Wurzel  der 

Gleichung  f (x)  =  0  zwischen  a j-  nnd  b ~ ,  und  zwar  ist  die  erste  Grosse 

unter,  die  andere  über  der  Wurzel,     bt  ausser  den  vorigen  Voraussetzungen  auch 

*  Deun,  wenn  a+a  die  wahre  Warsel  ist,  mnii  a>0,  also  f  (a-pSa)  and  f(a)  tou 
Tersehledeaem  Zeichen  tejm;  d.  h.  da  f  (x)  ron  1  =  a  bk>  i=±b  ssin  Zeieben  nieht  wechselt, 
w  iit  immer  f(a)  nnd  r(t)  von  Tenchiedecem,  und  mithitir(b) nnd  r(x)  von fhieben Zeichen. 


,  b  — z—r, ,  wenn  die«  nldit  der  FiJl  wL" 
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noch  f"  (x)   iouner  Ton  demMlbeD  Zeichen  zwischen  »  und  b ,  so  Legt  die  Wnntel 

Zwilchen  a  —  ^j~:  nnd  b  —  f7r~i<  wenn  £(■)  und  r'(a)  dasselbe  Zeichen  haben,  od«r 

ro-)'       f'(b)*" 

Dasa  man  mit  diesen  neuen  Grinfen  in  derselben  Weise  weiter  rechnen  kano, 
wie  mit  a  und  b,  ist  offenbar. 

Immer  unter  der  Voraussetning,   f  (x)  nnd  f  (x)  behalten  ihr  Zeicheo  nnver- 
Andert  von  a  bis  b,  aef  nnn  b — a  =  d  nnd  wenn  a',  b' die  neuen  Grtnzen  derWur- 
«eln,  so  sej  b' — a'^d'.     Sey  nun 
1>  f(a)  und  r'(«)  ron  demielben  Zeichen,  also  a'  =  a— ^,  b'  =  b— ^  ,  d'  =  k— «~ 

,0,)_„.)         „.+,,_„.)         „.)+.r(.,+  fr(.+«.,-,(., 

rw  [•(•)  r(>) 

d'r(.+ej) 

-     2      r<.)     • 

2)  f(&)iiD>]P'(&)TDiiTMieliiedeneiiiZeidiaD,alHk'  =  t— -^^,V  =  b— -^,  4'  =  b~- 

r(bj  r(b> 

i(b)-i(b)+ar(b)  -  ir(k-ed) 


-IM        f(b)-((>-a) 
(b)     -  rib) 

d'r'(b- 


bt  loinit  K  der  grbHte  Wertli,  den  f"(x)  von  a  bii  b  Mininwwt,  so  iit  nchei 

j,=      d'K      .      =d*K 

d*   -  — — oder    ^  — , 

<      2  f(a)  <2  f(bV 

Ist  letztere  OrOsse  <^d,  lo  weiss  man,  dass  die  neuen  QrSnzen  engor  sind,  al» 
B  und  b,  und  kann  auch  sofort  sagen,  wie  weit  sie  zusammenstimmeD. 

All  Beispiel  «ollen  wir  die  QMchong  x' — 100  =  0,  d.  h.  zl(x)  — 1(100}  =  0  uflBsen. 
FDrx^3UlSi(3)  — 1<100)<0,  fOi  i  =  4  ab«r  41(4)— l(100)>0,  so  daM  ei»  Vnnel 
twischsn  3  und  4  liegt,  f  (x)  und  f '  (i)  sind  Inn^alb  dieser  Grinsen  potltiT ,  so  du*  a  =  3. 
b  =  4,d=l  M.     f(a)aDdr'(«)hkheDreriridedMietZelebeu,  tlso  a'  =  a— --^.  b'  =  b 

<^0'l  md  >'0'01,  so  dtst  d'<[0'l  und  slio  die  nesen  Ortnien  nor  bis  rar  ersten  Deiinsl« 
u  ratviefceln  sfaid.  Uta  hata'  =  3'M,  b'  =  3-fll,  so  dau,  da  f  (3-e)>0,  slcber  die  Vnr- 
mI  swiMheo  3-fi  and  3-6  Uegt.     Settt  uui  jstst  wieder  a  =  3'6,  b  =  3-6,  d  =  0-|,  so  M 

K  =  ^,-3- j7T7T<0'001  iber>0'0001,  so  dui  die  Bechnnng  sof  3  Desinalan  gsnOgt. 


"8-8'  2  r(b) 


-"^»»■»«•'■-'-^)==-"". 


se  dxs  die  Wnrsel  dcher  iwisdien  3-S96  und  3-59S  liegt.     Da  aber  f  (3597)  <0 ,  so  Hegt 
sie  svlschen  3-697  DDd  3-E98. 


JeUtlua=3'59?  nndb=3'fi98,  d=0-001,  femer  als  grOtitarWertb  TOn 


d'r(b- 


r(b) 

ergibt  rieh  ein  Werth  avlscbea  0*000000)  nnd  0-00000001 ,  so  dasi  7  DesimalM  ylgi 

llanflndet  CoO»^[c 


IMffmMUlqiotitiit  «hM*  noMHllkibMi  IWb*. 
Kwiicbra  welcheo  iwei  Wnthen  die  Wnnel  liegt.    (V«rgL  „QniDdiQg«"  S.  207.) 


Wir  bab«n  mehrlbcb  dariuif  außnerksam  gcaacht,  daas  es  sich  ereignen  kann, 
dass  eine  unendliche  Reihe  konrergent  ist,  währeDd  die  Reihe,  die  man  durch  Dif- 
ferentiatioii  der  ainzelnen  Oliedei  erhält,  es  nicht  ist.     Ist  aber  die  letzt«  konrer- 
gent,  so  ist  nothwendig  die  Summe  der  ersten  eine  stetige  Funktion. 
Sey 

U.+0.+  -.  ■+",+  ■■■  (s.) 

ein«  unendliche  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  Funktionen  Ton  x  sind,  und  es  se; 
eu       So  *" 

67+dr+---  +  ¥i+'--      t''> 

eine  konrergente  nnendliohe  Reihe,  deren  Summe  =s  ist,  so  ist  —  innerhalb  der 
Orlnren  der  Konrergeni  Ton  (a')  —  die  Reihe  (a)  ebenfiUla  konrergent  und  ihre 

Summe  S=:/b8x  ist  eine  stetige  Funktion  von  z. 
Denn  sey 

so  ist  s^s  -|-T  ,  wo  r   mit  unendlich  wocluendeffl  n  unendlich  abnimmt,  da  Qr.  s 
^s  isL     Demnach,  wenn  a  innerhalb  der  Grenzen  der  Konrergenz  Ton  (a')  liegt; 

/.e.  =  /._.,+/_»,=/._«x+E.(,-.). 

WO  R  ein  Hittelwerth  zwischen  den  Werthen  Ton  r    ist,  so  dass  jedenblls  Gr.  R 
=  0,  mithin  Gr.  A  Bx  =  0,  also  Gr.  A  8x  ^/sSx.     Aber 

wo  der  letzte  Tbeil  eine  Konstante  ist.     Hithin 

yi^8»  =  n,+n,  +  ...  +  Q^-C,  aT.ys_^a«  =  ii.  +  n,-f  ...  -C, 

d.h.     yi8x  =  n.+n,+...+  ...-C,«.  +  n,  +  ...=y'.Bi+C=y*.8i, 

f        SS 

wie  behauptet.     Da  S  =  /s8z,  — =  «,  und  s  endlich,  seist  S  eine  stetige  Funktion. 

Denken  wir  uns  nun  überhaupt,  j  se;  eine  stetjge  Funktion  Ton  x,  so  ist  dir- 
selbe  innerhalb  der  GrKnzen  der  Stetigkeit  aaeh  immer  die  nfimliche  Funktion 
ron  X. 

Denn  sey  für  z==X| ;  y(=:y,)  =  f(x,)  und  nicht  auch  ^F(x,),  so  kann  nicht 
für  x=:xi:y(^yt)^F(s,),  wenn  f  und  F  verschiedene  Funktionen  bezeichnen  und 
\,  Xf  innerhalb  der  Griinzen  der  Stetigkeit  liegen.     Denn  lunAchst  ist  f(xi)inC 
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F(X()  BtditNiill,  dft  soDtt  ja  Mieii  y,  =:F(zi)  m^d  konnte;  da  wir  ferner  r(x,)  und 
F(x,)  all  endliehe  GrOMea  voraussetaeo ,  w  ist  f  (x,)  — P(i,)  =  a  eine  endlielift, 
Ton  Nat]  Terschiedeoe  GrOtae.     Sej  nun  Xj  — x,  ^«,  ferner 

7,-ri  =  »..f(>,)-f(i,)  =  »,.F(i,)— F{i.)  =  ^. 
»0  müisPD  e, ,  B),  c,  mit  e  venchwindend  klein  werden.     KOnnte  Bnn  7}^=F(s}) 
»ejn,  während  y,  :=f(x,)  ist,  so  wiro  kIso  F(X})~  f(T,)^e,  und  demunch 

r(i,)-r(T,)-[F<i,)-f(i,>|cl.h.  f(i.)-F(i.>  =  »,-^; 
&1bo  eine  GrOsie,  die  mit  (  verschwindet,  was  gegen  das  oben  Oeßindene  streitet, 
womBch  f(x,)  —  F(z,)  TOD  Null  rersohieden   ist.     Demaach  kann   nicht  yj  ^ 
F(xj)  leyn  und  unsere  allgoneine  Behauptung'  ist  (^rechtfertigt.  * 

Da  nun,  so  lange  (a')  konTergirt,  die  Summe  ron  (a)  eine  «tätige  Funktion 
von  s  ist,  so  ist  diese  Summe,  innerhalb  der  QHUuen  der  Konrergenz,  auch  immer 
dieselbe  Funktion  Ton  x.  Wir  haben  ron  diesem  Satie  in  §§.  16  und  27  Gebrauch 
gemacht  Ist  aber  (&')  nicht  fconTergent,  so  ist  auch  die  Summe  ron  (a)  nicht  noth- 
wendig  stetig ,  und  es  kann  sich  dann  ganz  wohl  ereignen ,  dass  dieselbe  nicht  im- 
mer dieselbe  Fnnküoa  ist.  Beispiele  dazu  liefert  §.  97.  Man  enieht  auch  darans, 
dass  es  unendliche  Reihen  geben  muss ,  fSr  die  die  (&')  nicht  konvergirt. 

IV. 

6emisa  §.  106  ist 

_       1.2.3...(n— l)n* 
.(*+l>{a+2)-..<a+u-t)' 
■o  daas  also  nach  einander; 

..(D-l)n'  l^...(n-l)n'm" 


rw  =  Gr.-.-_ 


^'^-•^■.(^  +  ^...(«  +  0-1)       ■'■"ma(iua  +  n,J...,,B.-t-u 


r(.+l>G, 


<^^i> 


L2...(p-l)n 


1.2. .. h- 

■J 

(m.+  l,(..+  l  +  .. 
1.2.. 

...(»•+1+11-1. 
,i,-i,„-+i 

) 

1.2...(u- 

-) 

(ma4-2)(ma-t-2  +  m) 
1.2. 

...(u,a-t-2  +  D  — Im 

..<,-i,ii-*" 

) 

^f*"^>°"P^VK-'+¥)...(-=?-. ) 


*  Hau  wird  Bbrigeni  bcnetitn ,  dsn  wir  F(i)  nad  f  (i)  ebenfalls  als  stetige  FanktiDnen 
Toraangetetit  faiibra  toneibalb  dei  Graaieo  der  Stetigkeit  tod  f,  wie  natOriioh.  da  wir  ;  eian 
oder  der  andern  diMer  FnakttoDen  glrietisetien  wollen. 


(ma  +  m— l)<im+Bi  — l-fin)...{ma+m  — l+n      Im) 
HieiMis  folgt  uDmittelbar : 

'•<.)<.+i)r(.+i)...r(.+5^) 

[1.2...(— 1)]* 


'ms(m&-t-l)(m»-(-2)...(mft+llin  — 1) 

^^       1.8...(m.-l)(..)*'  ^j_[l.g...(.-l)r."."'~ 

•..(m.+  l)...<,.+«.-l)-      ■      1.2... („._„]„•- 
Nun  iat  aber,  wenn  m  potior  nnd  gani: 

1.2...(m— IXmn)"  1.2.. .(—Dp" 

'ni«{in«-|-l)...(ni«+i>in  — 1)~       mft(iii«+l>...(m»+n  — 1)~^    "'' 
wie  natürlich,  da  mit  anendlichem  n  aneh  mn  unendlich  wird,  ao  daet  abo 

rw  r(.+A)...r(.+^)=^G,.i''--';-;a;;"-'^' . 

Äb«r  nach  g.  116  ist 

Q,. i;^^--ü^=t/a« d.h.  Gr.  "■■■""."=  Väi. 

.        (mli)**"^  1 


Ferner 

1.2. ..Mn*"'        ■! 

n^P-^-—" 

L2...(mn— 1) 

1.2.  .  .nn.t 
=  (Vä;)'Gr.-! 


=  ni^(V^)"Qr.--^^^5^ =^m^iÖ^.-^=^m(2  «)""', 

1.2...inne  V2« 

ao  dasa  endlieli 

V. 
Hu  toll  ji«  Diibreiiti»lgleidniii|r 

(A  +  A'.  +  i",)  (i!/_j)+(B+B'.  +  B",)  Ü+c+C.+  C-7=0  (., 

iQtegriTeD. 
Hau  setze 

.'+V.+.'r  ."+b".+e", 

'-    .+b.+.,  •    '-     .+  b.+.,    •  *' 

DI ■■(•[,    PlflnnUil-  ■■  IMtttal-IlMkBiut.  di.iri^r'riS^CjiOOQlC 
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*o  erbäU  man,  wenn  zur  Abkannng  A-{-hi-\-t!J=:t  gesetzt  wird: 


«'  =  bc"-b"c. 

^=ac"-» 

c. 

y'=!»b"  — a"b 

/ 

aj 

Setit 

man  weiter  noch 

b-c"-b"c'.  ß  =  ^"e 

-a'c".  r  = 

a'b 

—  a"b'. 

(d-) 

8  = 

a(b-c"-b"o')  +  b(a- 

c'-a'O+c 

(a'b"-»"b-)  =  * 

a  +  bj»  +  «y. 

so 

findet  n 

lan  leicht,  daas 

«o' 

~b|9'  +  or-  =  0.  a«" 

-b|9"+*y"- 

.0 

i-a'-b'ff'  + 

Y  = 

-a. 

}.■■, 

&'a 

-b'|9'  +  aY'=0.» 

«"-l>"l»"  + 

"T 

'=«.a'V-b' 

*»-  + 

",•=0 

Gesetzt  nun,  mSD  habe  d 

e  Gleichung 

U 

ll+'■^!= 

0. 

(b) 

«o  ergibt  dieselbe,  mittelst  (c) : 

Hultipliziren  wir  diese  Gleichung  noch  mit  s,  so  wird  sie  mit  (a)  zäsammeii' 
stimmeD,  wenn  identisch: 

«(Ma-'+NaO  +  il  =  A  +  A'l  +  Ä"r.        1 
.(M^'  +  N^)-i.  =  B  +  B'i+B''r,  (t) 

.(My"+Ny)+iy=C+C-i  +  C"y         1 
seyn  kann.     Berücksichtigt  man  (d").  *o  folgt  aus  (f)  : 

A(a+bx+cy)  =  Aa      Bb  +  Cc  +  (A'a  — B'b-i-C'c)i  +  (A"a— B"b+C"c)r.         1 
A(a'+bii-e'y)-8N£=Aa'-Bb'4-Ce'+(A'a'— B'b'+C'cO«+(Ä"a'— B"b'  I 

+  C"c')7.m 
a(a"  +  b"s+o"T)+8M»  =  Aa"  — Bb"  +  C€"  +  (A'a"— B'b"  +  C"c')z4-(A"»"V 

-B"b-'+  C"c'-)rJ 
welche  drei  Gleichungen  natürlich  die  (D  ersetten. 

Man  setze  nun  NÖ-=  — U'— i)p,  M*=(A"— i)q,  so  werden  die  ersten  Sei- 
ten der  Gleichungen  (C)  lu  l^a+bi+cy),  X'(a'+b'x4-c'y),  k"(»"~j-h"i-\- 
c"  y) .  während  ftir  M  und  N  zwei  andere  GrBssen ;  i,',  X"  eingeführt  sind    Die  (f) 
sind  nun  identisch,  wenn; 
-    Aa— Bb-|-Cc  =  la,  A'a— B'b+C'c  =  lb,  A"«— B"b+C"e  =  lo.  i 

Aa'— Bb'+Cc'  =  i'fc'.  A'a'— B'b'+C'c'  =  A'b',  Ä"a'— B"b'+C"c'  =  Jl'e',   (g) 
Aa"— Bb"4-Cc"=i"a",A'a"— B'b"+C'«"=l"b",A"a"— B"b"+C"e"=*'V| 
ist,  und  alsdann  ist  die  Gleichung 

1"— 4-    8p     X'—X    8c      . 

-«-T. — r-Pel^"        <»'' 

identisch  mit  (a).     Eliminirt  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (g)  die  QrOuen 
a.  b,  c,  so  erb&It  man: 

(Ä— A)(B'+Jl)(C"-i)— B"C'(A— a)— A"C(B'-fi)  — A'B{C"— 1>+A'3C' 
+B"A'C  =  0.  (h) 

Ganz  dieselbe  Gleichung  erhält  man  fllr  A',  A"  ans  den  übrigen  Gleichungen 
(g).  Bestimmt  man  also  aus  (h)  die  drei  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung,  und 
sind  A,  A',  A"  dieaelben,  so  wird  (a)  zu  (a'),  wenn  man  a,  b,  .  .  ,.  c"  aus  (g)  be- 


.yGoo^^lc 
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stimTDt.     Da  dieae  Gleichungen  nur  dm  Quotienten  —,  —  ,  bestimmen ,    so   bleiben 
drei  dieser  Grossen  g&ns  willbQrlich. 
Die  Gleichung  (a')  gibt  nun 

P  =Cq 

lo  doss  man  folgenden  S«tx  erh&lt : 

„Bestimmt  man  uus  (h)  die  drei  Wertbe  von  X,  und  sind  dieselben  k,  Ä',  Ä": 
ermiltett  dann  &us  (g)  sechs  der  GrOasen  a,  h,  c,  a',  b',  c',  »",  b",  c",  naobdem 
man  drei  davon  willkilrlich  angenouunen ,  so  ist  das  Integral  der  Gleichung  (a) : 

(.•+b'.  +  .'y)'"-"(.-  +  b",+  ,-y/-''(.  +  l.,  +  .,)^'-'"=C.- 
Für  den  Fall,  dui  nicht  alh  Wonseln  der  QleicIuiDg  (h)  ron  «inander  rsncliiedeti  ded, 
UUit  sieb  obige  Aanotung  nicht  anwenden.     Mao  kann  jedocb  im  Allgemeinen  eine  andere 
AnflOtoDg  g«ben.  di«  mi  dieuti  Uingeln  fni  ist. 
Man  Mtz«  nltnltcb 

A+A'i+A"r  =  D,y=°~   ■'■-— .(A-niditKoll) 
■0  ist.  wenn  man  in  (a)  elaseUt: 

!f  =    A"a'+|8»  +  r°  +  '        «>  _  A"n»+y»+yn+y 
61      A"nx+(?-x+yn  +  *-'    en"    A"n'+,J»i-yn+«   ' 
*o(»  =  A'(B"Ä'— B'A")  +  A"(A'C"  — A"C').  7  =  A'B'  — A"(A  +  C"), 
«=  (BA'— B"A>A'  +  (CA"~C'A)A'' 
ß-  =  A"B'  —  A'B",  y  =  B",  i-  =  BA"  —  B"A. 
Man  setze  nnn 

A-p»+<*'-+T'''-+<'_  A"u's+y«i!-fgi -/■■-» 

A"n'  +  i*x+,n+a  ■  A-n+i»'_f», 

i?_  a    rA"n'i+7Bi+»s-y-n-<-1 

8n  8nL  A-'q  +  j»'-;H  J' 

(A-n+r-.^,)'A(*"°''+r°^»--T-"-»')_,tA.„+y^,,^.^O.d.b. 

In  w«Icb«T  Qlelchimg  die  TermdariJcben gatmint  ilnd.    Itt  vader  A"  iiaeb  ^Nall,  Mkaan 
naa  *t««  mUmi  : 

nnd  erikUt: 

int^rirt  man  di«  Glakhutg  iwtacbeD   i  und   t,   od«r  ■  nnd  a,   sttit  daan   t  = 
A'^gx  i  yx  i  yn  I  i 
■        tT„    7^'     7.  .  n  =  A  +  A'x+A"y,  so  erhtit  man  die  Olelcbnng  (wischen  x nnd  r- 

bt  A"  =  0,  sa  Itatt  sieh  die  obig«  Bechnnng  nicht  dnTcbffihran.     Win  in  dies«»  F^a . ' 

»6*  cY^ 
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aach  noch  B"  =  0,  so  klme  die  torgeleg;t«  Gleichoug  auf  g.  66  znrfld.     IttLeUteres  niclit 
det  Fall ,  10  konint  die  Oleichong  W 

inrflek.     HienU  folgt  non 

»r    :r(''+")-'"-b'- 

St 
und  «ean  man  r^  =  II  «etlt ,  £0  ilt 

(.+bi+..>  +  ."  +  t". 
'-  •■  +  ..-. 

Demnach 


rft+b.  +  ni'jn  +  .'  +  b".  1 


'■  +  ' 
welch«  GteichnDg  ntiniittelbftr  hat  die  Form 

(DliTt,  in  der  die  VoTSnileilicbeD  getrennt  lind. 

VI. 

JjBgt  mvt  die  Differeotialgleichang 


rar,  und  ei  hat  die  Oleichung 

m(in  — l)...(ii.-n+l)b^+in<o-l)...(in-ii  +  2)h^_^+...+nib,+b,=  0  (b) 
eine  positive  gance  Zahl  zur  Wnrzel,  so  l&Mt  sieb  die  Gleichung  (a)  anfeine  ftndere 
niederen!  Grades  reduziren. 

Sej  nimlieh  m  eine  solche  Wurzel  der  Gleicbnng  (b),  so  dilTerenziren  vir  (nach 
§.  10)  die  Gleichung  (a)  mmal  nach  i  und  erhalten 

._.  b'+'t         .-.  «■+■**, 

+«(A,+B.i)^^  +  (A.+B.  1)^3^  =  0.  (••) 

ix  ^  Bi  ^ 

Setzt  man  nun  hier  -— ^^^,  =x  z,  und  bestimmt  a  so,  das« 
<.(o-l)...<t-n-i^2)a__  +  a(«-l)...(o_n-|-3>A^_^+...+aA,+A.=0.         (c> 
«o  erhUt  man,  nachdem  man  durch  x  diTidirt  hat; 

+  D,i  =  0.  W) 

welche  Oleichnng  dieselbe  Form  hat,  wie  (a),  aber  um  einen  Grad  niederer  ist. 

Da,  wenn  man  — — = /y&x    setzt,  nach  der  Antnericung  in  8.  47  die  Fonnel 
8x         ^ 
(16)  des  §.  10  Doch  gilt,   wenn  dort  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist,   so  wird  man 
eben  so  wie  oben  verloren,  wenn  die  Gleichung  (b)  eine  negative  ganze  Zahl  zur 
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Wurzel  hat.     Man  vWä  in  diesem  Falle  rIbo  die  (a)  dann  m  mal  nach  §.  47  integ- 
ren, und  gaoz  dieselben  Formeln  erhalten. 
Hat  nun  i.  B. 

Mi«tn  =  8,t,  =  0,b,  =  l,»,  =  l,b,  =  7,a,  =  l,b,  =  10.b,  =  2i  mitUn  die  (b): 
m(m— l)(iD  — 2)  +  rBi{m— l)+10ni4-2  =  0,d.h.  (m4-2)(m+l)'=0. 
Die«et  Gteichnng  geoQgt  m  =  —  1,  m  diu  man  naeh  dar  Fonoel; 

die  Torgele)[ts  OleieboDg  integrirt.     So  iit 

y.(7i+i)j^ei=.(7.+i)  1^-041+1),+ uyi».. 
•  ysj8i=  ^y»»"' 

■o  du«  &1io 

»■?^;  +  .(4.  +  l)  J-|  +  2,,.0,  ..?^,  +  (4.  +  l)?I+2,.0. 

«eiche  Gleichung  nnn  nach  frühem  Mebhodsn  iutegrüt  werden  kaiiD.     Die  «wei  Wertha  tod 
j,  »alcfae  ihr  genügen ,  genügea  auch  der  Torgelegten  Gleichnng.   Der  eben  gefandsnan  Olei  • 

chnng  genügt  j  =  —^. 

VII. 

Sey  die  Gleichnng 

(l-.i')j^-2."-|+m(»+l)T  =  0  (.) 

au  Integration  Torgetcct 

InS.79  (()i»ta,=  I,   h,=0,   c,  =  — 1.   a,=0,  b,  =  — 2,  8,,  =  in(ni+l>,  aUo  hat 
mu  dort  „ 

_n(n  — I)— 2i.+ni(m  +  l)  =  0,  n  =  moder  =  — (m  +  1). 
Wählt  man  den  enten  Wgrth ,  so  iit 

l(B)  =  jy^~py=-ml(l-u').R={l-a')'^i 

Cd  -  o')—  (Q+  »)■"  ']„=[(!  -  n-)""  (n+T)""'  ]^ 
btm<0,  ia«ird  mra  =  — 1  uod  ß=+l  diese Qleidmng  erlOllt  »70;  iit  aber  ni>0, 
to  genügen  Ihr«  =  —00  ,ff=!-^-iX  .     Uan  hat  also  im  enten  Fallo: 


,_    /•(l-n*)      (n  +  i)    8n_  An+iren   _  f 


Goo'^lc 
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Wibleo  vir  d«n  iveiteo  Warth  loan.to  iit 

Kl  - .■)'*"(.+.)-'-+*'l„ -  [(i-.-)-*<-'(.+.)-<"+"l,. 

Diwer  Olalelning  geDQgeD  ±1  fltoni+l>0,  wmib  nicht  x=+li  filr  m-t-K^Oge- 
nBgMi  +X  .    DemiMMh 

-W  1 

Daraoi  alfo  folgt  dbd,  dui  d«r  Oleichöag  (■}  genügt  wiid  duieb: 

i).™.»>0,         /•■^f(t.»+..~>r...'»i»  „,   r.,.'-*',t.^^         ^^ 

J_n  cot"   ^9  -'  (i+eMfi) 

1  * 

2)  m<0.m+l>0:/M^^^B»«iid/-ii5 ^.  (b') 

/      rin     "^  •  ./  (_-K+te%9) 

•/      Bin  ^j.  ^«      co.^  »(1111,-1-1  CO.  ,)^ 

Wai  nun  aber  dl«ie  Intagnl«  lobelftngt,  lo  Ist  in  (b)  Jh  ent«  nicht  inlUsig,  dafOr 
»=~,  alw  innntialb  der  IntagrEtioDigrlnien,  die  GrBue  nnter  dem  IntegraJseichMi  anwid- 
lich  wirdi  fUr  du  iweile  in  (b)  dftrf  nicht  i= — cai«>  lejn,  i.  b.  e*  mau  i']>  I  leju.  In 
(b*)  man  eben  so  in  beiden lotegnieD  x']>  I  Mrn;  in  (b")  iit  daa  iweite  niiEaUMlg,  and  du 
•nts  Terltuigt,  dui  x'^t  ley. 

Wir  h&bui  tlio  imnurhln  die  ^Igenieiue  Aanotang  der  Gleichung  (t)  noch  nicht  gefno- 
den.     Allein  MtetmM  in  W:  i=ii .  al»  ^  =  —  i  |^.  ^  =  -  ^-^ ,  M  erbUt  min : 

velche  Glaiehong  annwtedertDlt  S.79(f)Hrglicl>en  werd«.     ■t  =  l|  b|=0.  c,=:l,  «,=0, 
b,=2..,=-n,(m+l):  a(n-l)+2a-ni(n.-|-l)=0;  «=m  oder -{m-|-I), 

1(B)  = -^y=^^"=-mlO -Hn«),  R=0 -f-u*)""  ; 

[(i-i-Q')-"(n-i-«r"%=Ki+«*r'{n+ir"*]^y 

Fflr  m|>0  genügen  o=+cO  ,  so  dui 

—  00  —00 

D>  1=4-=  — li.  10  genügt  klio  der  (■)  farm>0: 

Ignzcdi/GoO'^lc 


+  00        B,  OD  „  •  a 

•/  (.■+«■+'7  (.■+.)"+"=  V  (.■+.)■+•" 

—OD  "  -CO 


■(.■  +  .)-+(xl-.)- 


<         (uM-i)  * 

toi  fQglich  vegl^ 
»(«— litgy)   +fa+iit|tff)" 


(■M-i) 

1  d«n  koutaDUn  Faktoi  fQglich  wegltSHn  kann.     S«Ut  nuui  u=itg7,  lo  bt  fOr 


,=/- 


_    »+1  /*i(cwff  +  iiin»)    +<wii»  — 


'In»)    ■ 


'■'*'/— 


lsts<0,  «obt 
.        /■      »d— lilgy)    +(i  +  tltgy)       „  „  ■+!  /•-  1  coimvcoi    »-6», 

■J  (l  +  «*tg'»)        coi'»  y  (co»'»+*'»'i>'»') 

_  _      ■■fi  /'T     CM    ycMinyS» 
■jj       (cos'y-t-x'rin'») 
Da  aber  anidi  ii=— (m+l),  »  Ut  such 

"■"=-i:Ti/""'.+'.''°-='"+»"'+->'="+'''"^'' 


00 

(-1)  I  •;         '-(«+■1)^  (<-oi)  +  ' 

1  Af+i.')'[(.-ui)'^+(.+.l)'^iB. 


i.Gooi^lc 


■(i-H-'tg'^r[(i-xim»r^'+(«+«in»r^]««> 


-J 


=^r- 


Furt  um  AllMiDMDiin«!!,  f»  ergibt  rieb  htenkch,  dau  dai  (&)  genttgt  wird  dordi: 

•/        «in         y 

."/      1^^, 

Du«  hiemit  du  »llgMoeitis  loUgnl  gefnaden  i*t ,  iat  klu. 

vni. 

la  Binsr^Tenikal  UBhendan  Ebene  toll  eine  Knire  kooitmirt  veiden  w ,  <Iu)  ein  tdive- 
TBT  KOrper,  der  Mif  ibt  harsbfUlt,  Immer  in  denelben  Zeit  in  dem  tiefiteD  Pnnkta  denelben 
&ngelaiig;t,  tod  wo  bm  (auf  der  Enrre)  er  tncb  <Aiie  Anfongsgeiehwindigkeit  gegcngen  Mjm 
m&g ,  wenn  mui  tod  der  TUibnog  and  dem  Lnftwidentaad  abiieht.  (T&atoehrane). 

Sej  dnrcb  den  lie&Ien  Piipkt  die  Aie  der  i  rertikAl  gegen  die  Biehtung  der  Schwne  ge- 
ricbtet;  y  die.Ordin&te  einet  Punktes,  «  der  lom  Punkt  (i,  y)  gehfirige,  Tom  Anfuigtpankt 
&1U  gerecbnet«  Kurrenbogen.  (Uui  reigleiche  etwa  Fig.  26 ,  wenn  AH  Tertiktl  nuh  oben 
gericbtet  jK,  AH=^i,  UN=y,  AN=i.)  Iit  p  du  Gewislit  d««  KOrpan,  t  die  Tom  Anteog 
dar  Bewsgong  gerecbnete  Zeit,  ao  hu  man: 

lit  nun  h  die  Abuiue  du  Aoigaogapinikta,  aalit  Aiz=b:  —  =0,  alao  C-=2gh  nnd 

\j\  =  2g{b-i),  r^=  — V2g{b  — i),  wo  mu  du  negaüro  Zeichen  wihlen  mnu. 
da  t  abnimmt  mit  waehiendem  t.     Demouh : 


0  iit,  wflDQ  (  die  Zeit  dei  Falle«: 


-/v 


i),„„cdiiGooi^lc 


Nacb  d«D  B«dliigiiiigeii  der  Anfgabe  w>ll  diei«  QrOu«  muibbSiigig  Ton  h  uyn ,  m  d*» 
—^0  tejn  muH.    Dsminch: 

^  I,  '  /''f'(h')+2hrr(hr)„  1  /•r(x)  +  2»f"(i),__„ 

d.h.       — -^:=  / .  ,.,,      81=0,  — ^  ;■=■■■  / — -=i;— 01  =  ». 

2  Vägh/  ynil  2  h  V2  gy         Vh  —  I 

D»  Qon  nnbt  — — 7==0,  w  mau  du  bMUmmte  iDtanal  Null  <evD ,  wu  auch  h  fja 
2hV2g 
mag.     Die«  üt  nur  mOglicb ,  veim  f'(E)-|-2if' (i)=0,  da  man  ja  etva  immar'h  klnn  genug 
vBUea  kann,  daai  r(i)+2ir(i)  toiii=0  bU  x=liimnwr  dauBlbe  Zeicben  hat,  vo  dann 

.ieb«/-m±2£rf 

ei 

i  =  2CV«+C'  =  2CV'». 
dafaii=0atich*=O.    Diäte  6leichaDgBt«IU  aber  eine  Zykloide  dar.  -(9-S5.)    JfUti* 

/LL  ex         _    C« 

^  »/'■V2^^~V2«' 
«ai  wliUieb  tod  h  anabhlngig  itt.     (Hau  Tirgl.  hiamit;  Poümd,  M»cbauik,  I,  {.  197.) 


'81  Dioh(  NuD  wbe:     Aber  f(i)  =  a,  abo 


Se;  f  (x)  eine  Funktion  Ton  x  Bo  beschaffen,  dass  f(x),  f'(x) f^  (x) 

Null  sind  fUr  x^annd  x=b,  so  ist 

yrwr%)Bx={-j)y('WF(i)ai.         (a) 

~  DieBDT  8Ma  fnlgt  ganz  unmittelbar  aus  dem  u&chsbehenden  Schema: 

y*«!)  f'w  8  X  =  f  (x)  r'"'(x) -/r  Cx)  F-^Vx)  e  X . 
J'r  (I)  f'~'{x)  e  X = f  (x)  f'~*(x)  -yi"  (i)  f"'*  {,)  8 1 , 

y^-'(x)P'(x)8,  =  (^"'(x)F(x)-y>(x)F(x)ei. 

Dass  dabei  ("(x)  und  F*(x)  innerhalb  der  Integrationsgränxen  endlich  sejn 
mfisMo ,  ist  selbst  rerständlich. 

Als  spezielles  Beispiel  wollen  wir  a=— I ,  b^+I,  r(x)  =  (1  — x')  ' 
setdwn,  wo  n  (wie  eben)  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  sind  alle  Bedingungen  erfiUlt 
und  es  ist; 

Goo'^lc 


y(i-»')'-*F°(i)B,=(-i)'y  ^ "  l'-i — FW 

Nim  18 1  aber 

Dum  fttr  n=:2,'3,  .  .  .  gilt  der  Satx,     Ea  ist  nämlich 

8(1  —  1*)'           1.3„        ,J,            :.8_  1-3   i  , 
^ =  — -^-(l— i')'2i  = ^2oM».siDf.  =  — -^ita2», 

3«Di*«iin9]  =  6tiD3fi=  — '    "    iln3y. 
Sej  Dun  der  SaU  (bO  wahr  für  ein  bttstiniiiit««  n,    so  fragt  et  atoh,   ob  «r  tut 
da«  folgende  n  BDeh  noch  gilt.     Sey  also 

8'~'(1  — x")""*           ,     „1-1  1.3.5...(2n~l)  . 
i^i =y  =(—1)         ^ ^iinn». 


Ix  J 


'.■+■<.-■)■*<.. 


wenn  man  x'^coaqg  setit.     Aber 

8y  1     8y   8'y         1      8'y       ew*   8r 

oder  wenn  x=ooBa,  5-=  — ; —  s~'  ä~~i  =  "i.i~  ä~t'~":i:T'  äZ'- 


eoinf.^— (-l)''~'l.3...(2n  — I)(n+I)rinii» 
.(-!)■. .3...(!.-l)[.»..,-(2.+l)!!'^^-H»+l)»...] 

.,-„-...S...O.+.)!=!^S^'. 


wodnroh  nun  der  iiMx  (b'J  bewiesen  ist. 


»Gooi^lc 


■"- :-..- r.  51 

yi  — 2«iCo«»-J-»- 
Setit  man  in  der  Formel  (b)  Dnn  x^cMfft,  sv  ist 

y«in""'»r°(co.»)iiQ»B,.  =  (-l)'y(-l)"^1.3...(2D-l)^f^^] 

F  (cDi  9)  nn  9  8  V , 

•  •  '      (0) 


BwHmiDt  mui  fi  am  der  Oleichimg 


■D  lind  die  GrlDswi  TOD  #  ftnchO  und  ff,  und  da  1  — Zkeoiy-)' a'  —  ■iii'ti  =  «oi*9  —  Xfteu* 
+  >'=(toa»  — a)',  »0  Irt  1  ~2»eM»  +  a*~»In*»>0,  1  —  2»ooi»i  +  a*>»in'(«, 
Vi— ^)*«"^  +  ^']>i'°«'>  M  <'"<  *  möglich  1»;  aach  iit  1  •-2ftcoi  v-|~'*  ^o"  *  =  ^ 
big  ^^  ff  Dioht  Nail,  da  lonit  cdi^=  — - —  Bayn  mflMto  nnd  immeT  1  +  »'  —  2»={1 — t.)  , 

d.h.  poBliT  iit,  M  dan  bei  poiitiTem  >:  l-|-a']>2B,  -—■ — >1,  und  bei  negstirem  a: 
■7^  <!— 1  iit,  midiln  nie  =coef>  werden  koiu  (den  Fall  abgenommen,  vo  &*=  1). 
AlEdonn  \U,  wenn  wir  a*<ri 


Vi— a»coiy  +  a'  _  w«Tifl  — 2«noi»  +  0— »«in*»  6w 

=-      1-.».,      '"■»-        „.„-„„j..,!         »«■■ 

+  -j/l  — 2acM»+a'  — rinV  _  ^  ■*    /uoe'f. 
""   V  l~2aaaif4~''  ^    *'^       '  — 


u  obere  Zefebeo  fOi  v<-^.  du  nnUreflhr  v>-^  g^lt.    AbKnri;i  =  —  M  tiar 


=  V^  — Zacoi^'i'^'t  coi'f — 2Beoaji-^a'=0j  d»  (Qt  v=Ouich  f>=0  und  dann  cot*«) 
—  2aeoi»+»'=:l— 2»-|-i'  =  (l— »)'.  Mit(nr4><Y:  V<»*'r— 2*««**i~^*  = 
mif>  — n;    fOi  v=«"t  !•'=*■   al»  o«'»  — 2»iooi»4-»'={»+l)'' •*  ^■•»  *''"f>"ö'  = 


Vco''»' — 2acoi^+a'=!a  -  0017.    UiUiin 

.  CUV  — a  /"     ^«~V    ,  » — CO«»  f ff  "\ 

Vi— 2«*«*+a'V        ^-^  Vi— 2»«»f+»'^        *■' 


— 2»eoi«i+»')  — 


(1— 2»coi».  +  «')'  (]-2kjm»  +  «')'' 

(1— aco»»l(Mni— »)  8»  _  1  — aooty        6 

1  — Zacoifi+a*      äip~'^'*     "'  1— Z»coi»i+a' 8 

_vr- 


VT— 3icot»i  +  a'B*  1      «COS)»  V  — »'»In'iii 

*             I»                              * 
.         /*  «in    fiBf /y  ripy    'v"  6y 


,  {l-2acw»+a') 

'    »i»   »6» 


_/•-■ 

/cojpyB» ■    /^^  »in    ip  8y  ,^ 

Du  latiU  lutegnl  gehOit  direkt  m  den  elliptitehen  (g.  100). 
a«Htit  alio  gtwk,  man  lolle  in  der  GleiahniiK 

-  ■ =— A„-|-A,pn.T-|-*jr.Mg»-j-  .  , 


o  Ut(e  man  nach  %.  96  : 


Ä  /*         co»ni8i 2»^   /*    Bin  "x  8i       _ 4a^  /"T 

*y  v'i^sno.i+a'  ~ « y  yr— a*«in'i  ~ « y 


'  Vi  — 8aM»i+a'        «/ Vi  — »*«ln'i        «  /      Vi-»'""*«' 
■  «0 

Dieu  Entwicklung  kommt  in  den  Anvendangen  hlofig  Tor. 

X. 

Ueber  einer  Ellipie,  deren  Halbaien  a  und  b  lind,  iit  sin  Kegd  «mobtst,  denen  Spitie 
■enkrecht  über  dem  Hittelpnnkte  an  Ellipie  in  der  EntTeranng  o  liegt  Um  die  Spitze  be- 
■cbielbt  man  eine  Kogal  mit  dem  Hslbmauer  r  nnd  will  denjenigen  Theil  der  Engelfllohe 
kennen,  der  iDnerhalb  de»  Kegela  liegt. 

Die  Qleicfaang  der  KegelBache  iit  ~4~ -rj  =  — ; ;  der  KogelSAche :  s*-t- 7*+  t'  =  i', 
wenn  man  die  Kegelipitze  all  Anfangipntikt  rechtoinklichet  Kocl^naten  nnd  die  Azan  der  x 
nnd  j  parallel  den  Hanptazen  der  Ellipie  nimmt.  Der  Inhalt  des  geinohtan  Flichanit&cki 
it  gegeben  dnrob  daj  doppelte  Integral 

j{8.68.n),  (a) 


'JJw 


wenn  daitelbe  auf  alle  Wertlw  von  i  und  y  anigedehnt  wird,  die  den  Punkten  der  Frojaktlan 
der  geiuohtan  Flftche  auf  die  Ebene  der  xj  antaprecben.  Was  nna  aber  diese  Projektion  ui- 
belangt,  w  wird  man  die  Gleichung  ihrer  Begrlninngskorre  erhalten,  wann  man  i  iwiidwn 
den  Gleichnngen  der  b^den  FI&chAa  eUminirt.     Diese  Gleichnog  ist  demnach  : 

Sotit  man  in  den  Integrale  (a)  ti,  ry  an  die  Stelle  *on  i,  7,  h  bt  die  gMuehte  FUeh* 


OberBIcb«  •In«  Engditücks  in  tinem  «DIptlidiMi  Esg«!.  5&7 

=  i'  /  /■  " ^  -         ,  uugedebiit  auC  alle  positiren  oder  negiitiini  Werths  tob  i  and  j, 

J  J  Vi— i*-y* 

filrdl8a'i*+(*'y*^l>  i"!  b'  =  1-| — j^,  jl'=l-|-— j.   Man  lieht  leicbt,  dua  mas,  wwm 

man  du  Integral  nnr  auf  die  ponitiTen  Wertiie  tod  i  nnd  y  aaidehat,  fQr  die  a^^-\-^^^*'Z, 

I  ,  den  Tieiten  Tbsii  der  PJäcbe  eoüilüt.     Dioseibe  ist  alio  endlich  — 


Wir  «oll«ii  nnn  n«ne  VecNnderlicbe  p,  w  eiorahren  w,  dauai  — ^cdid,  ßT  —  ^ima, 

.     8i_«n>«    81 piin«    8y_  »in»    Sy      eco»»      ?^Öy Ijü^^ £_    w 

weiter  die  neuen  Grenzen  vibeltagt,  u  ist  lunichst  (S-  110.  III): 

y  y  Vi— '-r  y         y  vi-»'-(i-«">'>i' 

}s<Bi  jf  vi  —  a'1'7  =  (^  «,  vorans,  irenn  rokn  ;  eli- 


QDd  m^n  bitte  lu  setien ; 


=  cotga.     FQr  I  =  0  Mgt  hierani  a 


ri  =  — :»  =  0.      Da 

ax—  ^QOHB,  10  ist  ^Vl— p'coe'ay  =  (linaa,  M  da»  für  y  =  0  anch  p  =  0,  für  y=  —  Ist 
Vi— «'coa'o  =  esiDi>>.  alio  (.=  1,  «0  dau  (g.  52,11}; 

ap       I  I     CQi'm       »in'a  .      CO»'»   .ein'»  I 

J„      L  «'  "^  I»'  o'  "^  i»'         J 

^j'»in'*+^"co8=»         "V  a' sin*  ■+(*'«>«'« 

Vir  voUen  a^b  roranuetzen,  aodaig  j?'^a*  iitj  hienaeh  iit  das  erste  Intagrmi  = 


n 'JL .  f' !ü „  JL  /•■r ! 

I  «  I 

i),„„cdiiGooi^lc 


Ob«rllBclic  «Inw  Engalitachi  in  einem  eillptfeelMn  Eegai. 


>.  IV). 


Wai  du  iveitc  obiger  Integnie  betrifft,  lo  kommt  ei  lof  cllipÜBche  [ntegraJe  lurQck. 
Sstit  man  nOmltcb  (inu  =  i,  ta  iit  ei,  da  i,  cos«  dut  posilW  lind; 


/''->G-^)- 


„VZEJ /;+?'•■ »■ 

«    ys'-ii»"— ')>'vm-"">'jii-.")' 

Bo  n'=  ^t,~\.-  e!so  d»  "'>  1 .  Jedenfails  n*>0  Ut.    Setit  ni:.n  hier  £»•  102)  i=eo«», 
so  iat 

f      I+n'»' 8i rr__  l+_n'Mi^» 8y 

_         1  /T      1-t-ti'ee»'» 8^ 

Vt+i'J     /i'-(/)'-«')™'»  Vi^.Tiiv' 


Vl+i'y    /i'-(/i'-«')™',  y,. 

-.■(,«■-1)'  '^     »■(•■-1)' 


.•+c' 


^■~((/'-o'>cosV  (*'- 


« 
rV       l+p'cw'y  8y    _      ^  _  1  ^  T «     ^"\ 

y      ^'-(^'-b'jcos'»  yi_e.rtn.^  ^'(«'-0       1-2'     J 

DiilhtD  tndUch 

i),„„td  „Gooi^lc 


Obwtlcb«  aioM  Kiigcl«M«ki  in  «laem  elllpUMhen  EegaL  figg 

Scttt  man  in  der  Formel  (h)  das  g.  99:  to'«i=-^  ,  alio  >'tg'n=  .  ,,  ,  , — =-,  lio'n  = 
b  b  <ft  +c*) 

c'  ,  b-        (l-e').m'«  b'c'  ,         t'(b'+c')       _« 

b.  +  c'*  b'  +  c'-     H-«*tg'<.        a'(b*+c')'     "^     ^  b^.'  +  c')-""»- 

k  =  —  {co«'o+e'Mn'«) ,  lo  ist 

Lz'.'  +  f  b"'    J  a'(b'  +  .')      l,2'     •  V^."(b"+.")'l.,-'J 

^  .(b'+o    2-    bc VFFP    l.2-.'+,'y  J  .VF+?  V2' •  J 

_!i2+?Fr".  .-»_•. 

•  c  '*_Z"J       2 

FaioBr  naeb  (d)  in  S.  IM : 

+»(|..)r(.,,,)-F(f..)E(..,J. 

M  dau  alia 

und  endlieli  die  Fliehe  = 

*''[|-<-2-'0"'<-::^"'(j-0''-"' -"(2—)'=  "■■•>]• 

_■*  /»'— b'         -t  A'+T^        _  ^ 

Für  a  =  b  i>t  die  EriipH  ela  Kraii.     Alidann  Ut  «  =  0,  e,  =  1,  alio  eT— .  e^  = 
F(^|-.eJ  =  y,  E{o.e.)=   /Vl-»in'»8».  =iin«  = 


i^ ,  nnd  die  Flteh«  := 


lei«ht  auch  auf  •le- 


in Wag«  Buden  kann. 


I.)  Wir  wollen  nna  du  lategr»! 


lur  Ümfomunf  Torlegen,  wenn  B>0.  b>0.     Man  HtM  ax =  js,  aUo  s^ 


ä-2^  V*»t'  +  »''g~  =4^rt:      ^—     =7^.     Die  GfOim  ax — -renwiehtvon 

Goo^^lc 


560  Umbrinmig  Bin«t  bMtimiBteD  Integnli. 

x:=0  bia  3^00  kein  Uakinum  oder  Hinimun,  aondern  wächst  ran  — aOia-(-aO, 
so  dass  also  die  GräDcen  von  t  sind  —  00  und  'j~  CO  .  Daraus  abpr  folgt  sofort,  dau 
DOT  dos  obere  Zeichen  gelten  kano,  maD  alio  hat: 

+  00  +00 

-00  -00 

Aber  (§.49): 

—  QO  »  —00 

so  dass  endlich 

yf[(^.i-^y]8i=iyt{x')ex.  a>o.  b>o.     w 

Set£t  man  in  dieser  Formel  etwa  statt  f  (z)  :  f  (2ab~j-z) ,  so  ist 

f[(..-i)'J-f[2.b+(^.-i)'J=f(.'.'+i^J.f(.')=r(2.b+.'). 

so  das»  auch 

/(faV+^')a»  =  iyf(2.b+i')Bi,  a>0.  b>0.  (h) 

üebrigena  llsst  sich  diese  Formel  leicht  aus  §.  50,  VIII  ableiten.  Setzt  man 
dortnSmlichfW=:F[x^— 2ab],  soist  f(^ai+Y)=F[(a«+^)  ~2ahJ 
=  Fra'x'+|,-),  f(Vx*+4ab)  =  F(T'-|-4al'— 2ab)  =  F(i'+2ab),  so 

X  ^  „00 

yF(a*t'+^}8.  =  -|-yF(x'+2.b)8i. 

2.)  Setzt  man  das  bestimmte  Integral  /  -Vix~r    ^  *  •   '°  ^^"^  ^  """^  ^  positiv 

sind,  gleich  j,  so  ist 

»y  _  f.     2ai'8i _      2a      ff  —h'  1       "V  „    ^   ,  * 

BaVCb'+i'X' +»'»')      l-a'bVU'i-x'"^l+.'i'J  1 +«b' 

='-''/r-fz-b«-=T'"+'^>+^' 

wo  C  unabbüngig  ist  von  a.     Für  »=0  iat  aber  7  =  0,  »lao  C=0,  so  daa* 

CO 
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XTI.  Die  Abel'schen  FuDktionen. 


1)  Angenommen,  e«  Key 

e,w  =  ..+.,i-+.,i'+...+a^T',  e,(i»=f„+c,, +«,.■-♦>. ..+o^,"i      <i, 

ferner  seyen  9,  (x),  tpj  (i)  zwei  ganze  Funktionen  Ton  x ,  to  dass  ihr  Produkt 
Vi  U)  7t{>)>  (i"*  ''^'i''  durch  q[i(x)  beieichoeD  wollen,  tine  eben  aolehe  Funktion 
von  X  »ej  ;  n  sey  eine  anveränderljche  GrDsse ,  dagegen  ieyen  tan  den  GrOsien  Hq, 
.  .  .,  A  ,  Cg,'.  .  .,  c  entweder  alle  oder  doch  mehrere  abhängig  ran  einerOrOHei, 
&lso  veränderlich  mit  dieser  letzten). 
SetKt  man  nun.  ' 

FW  =  e,(t)'y,  {!)-#,  W'»,(i)  =  A<x-i.)(t-iJ...(i-x^.  (8) 

so  wird  die  Graste  A,  lo  wie  Jede  der  GrOasen  x,  ,...■,  x  unahhAngig  TOn  %  leTn, 
dagegen  abhängig  von  den  in  9,(x),  @j(x),  <f'^  (z),  ^(x)  Torkommenden  Eoefll- 

sienten,  aho  auch  abhängig  von  z.     Die  x^ x    lind  die,   sfimmtlioh  als  un- 

gleich  TOTAusgesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F  (x)  =  0 ,'  d.  h,  Ö,  (i)'  <p,  (x)  — 
ä,  (i)'  <fj  (x)  =  0 ,  80  dass  wenn  x  eine  dieser  Wurzeln  ist,  nothwendig  die  Qlei- 
cbuDgF(x  )=0  stattfindet,  und  zwar  identisch,  d.h.  so,  dats  alle  Glieder  der 
Grosse  F  (x  )  sich  gegenseitig  aufheben.  In  der  GrOsse  F  (x  )  kommt  nun  x^  tot, 
nebst  den  ver&nderlichen  GrSuen  Bg,  .  .  . ,  c   ,  die  sAmmtlioh  von  z  afah&ngeii,  Also_ 

daF(x  )=0  ist,  so  iH  aach  7-F(x  )=:0,  d.h. 

BF{x)ei       8F(t)p^  6P(«)8« 

Bx^     8z^    da,     6f  ^        ^  8c^      Bs 
wo  natürlich  hier  partielle  DifferenlJalqnotieoten  verstanden  sind.     Ans  der  Glei- 
chung (2)  folgt,  dasB 

BF(i)  8(9, (x)      8F(«  )  6»,(") 

-^  =  2e,(T),,(xJ-— ^.    — -i-=~2»,(x>«(x)  — --^ 

oa  •  •       Ba  ce  t  •         oe 

ist,  so  dass 

8F(x>Ba  BF(i)eo  pee,(i)8a  6^{i)8a-, 

,-88,(1)8«  Be.(i)Bo    -, 

-2».  (xj  ^.(xj  1^-^— ^+..+-g-^—  j^-\ 

ttya  wird.     Die  Tonteheiute  Qleiohunjf  gibt  demnadi : 

riie,(i)»«  ii«,(")«.-, 

-".(..),.(.,)  |__-l-.j^+..  +  -5^.  -J. 

Bezeichnet  man  den  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  Ton  F(j;)  nit 
8r(i) 
F'(x),  wobei  alsoa,,  .  .    ,0^  konstant  sind,  »o  ist -|— ^=F'(xj!  UtfeniMtW 


r,  DifkrultU.  ■.  IiMffnl-B«U»(. 
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eine  ganse  Funktion  ron  x  und  bezeichnet  man  durch  ZW(a.  )  den  Werth  der 
Grosse  >l'(x,)-(-'^(xi)+  ■  -  --{-^M'  *o  ''o^K*^  ^">  *)»'  rorst«Iienden  Gleichung: 


also  iJa  (f,  (tJ  <Fi  (xj  —  <p  (k^)  ; 

e.  (xj  »,  (i^)  =  ±  e,  (x^)  V^- 

wo  in  beiden  Gleichungen  datselbe  Zeichen  gilt,  indem  qf,  (x J,  qfi  (x  )  nothwcndig 
vongleichemZeichen8ind(da0,(x  )V(x,)T3(x  )=Ö,(i^)V(x,)=©s(x  )'fi(xj^). 
Beseiolinet  man  also  durch  e    die  Grosse  -f- 1  oder  —  1 ,  so  ist 

e.  (x,)».  (x,)=  «,e,  (xjvr(r),  e,  d^) ».  (x^)  =  .^e,  cx^)V^).        o) 

woiin  alM  «^  entweder  -^  1  oder  —  1  ist  (dasselbe  aber  ia  beiden  Gleichungeo). 
Demnach  ist 

#f(x)         ex            2e,(x)f(x)    ^.«0,lz)9c              Be,(i)6c    _, 
I ! 1- —^  =  S ^—  I — ^  4-    -1 * I 

d^-«)  V»(x.)  8»        (%-">'■■■  <V  L    8c„     ei^-^    ec_     ez  J 
2e,{x)f(o  pBe.(i)B 


Die  Grosse  zweiter  Seite  dieser  Gleichung  kann  durch 

dargestellt  werden,  wo  sicherlich  A(i)  eine  ganze  Funktion  ran  x  iat.     Setzt  man 
endlich  noch 

——^'i^M.  JW-*(.)  =  (.-.)J,(.). 

so  iit  bekuintlicli  aueh  A,  (x)  eine  giinze  Funktien  tod  x  und  mau  hat ; 


'."V         '".         '■'",>  1 

Da  (nach  §.38)  Tj^.  gleich  dem  KoefBzienten  Ton—  in    der   Entwicklung 
»  fTa)  "^"^^  fiülenden  Potenten  von  «,  so  ist.  da  A,  (x)  eine  ganze  Funktion  eon 


Gixiglc 


DI*  Aberioben  Fnnktionati. 


n&chfiil- 


F(a) 

FW 

t.n«n  Ton  x ;  aUo  ist,  weil  ,^_  .y.  ,  sioher  —  nicht  cthält,  endlich  Z  „ 
gleich  jr.eni  KoefSiie.ten  in  der  E.twiciduog  von  .  ^  ^  Ut  al». 

— ^' £..•+... +F,+-i!4. ,4, 


(«— )FW 
(■.) 
(Ty  =  E,nndniitliin 


wo  C  Ton  s  nuabhilngig  ist.     Bezeidmet  man  aber 

f      "-''-        d-ohtW. 

so  ist  die  erste  Seite  =eiV)(x,)+e,V(i,)  + . ,  .-fs^  t^(ij,  da  in  f(jL),q)(xJkoina 
andern  Ton  z  abhängenden  GrDssen  Toricoinnien,  als  x  .     Ferner  ist 

1  /»t        '  w  — ö- —  «i w    ft, 

__!M_  '  i/'g.MVnW-t-giM  V>.  W'^ 
V.W  »■  l9,(.)V.,w-e,(.)  V.swJ' 

da  qi,(a),  ifti")  ^on  z  nnabhüngt^  sind,  auch  @i(a),  Oi(r)  kein  x    enthalten. 

f^t,=  'W  I /-», M ViTw+e. M Virw't 
,/r(")       V,w  Ve,(.)Vf,M-e.w  V^wJ' 


J(.) 


'  1  /-»i  WVjrw+e,  MViTw-t 
"  Ve.wV».<w-e.(i)V.,(.)J' 


■.)rw    (z_.)v;w» 

so  ist  E  .  ^  der  KoeCBzient  von     —  in    der  Entwicklung  dieser  letzteren  Qrdssa, 
d.  h.  es  ist  

f    «')     II,         »W       .( e,(z)V,,(z)+6,<.)V,,H'.     .  /• 

y(.-.)F(z)     (z-.)v^  i.«,(.)v.üw-«.(z)vWmJ    y  •      ■ 

„„„^'Google 
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•o  dMi,  weaD  man  durch  K  V(x)  den  KoeffizienUD  Too  —  in  d«r  Eutwidtlunif  t 
Vis)  naeh  &Uendeu  PoMnzen  Ton  x  bezeichnet ,  man  hat  

re.M  V».w+».(»)Vy,  W\ 


.)Vl 


» (I)  ■  ve,  (.)  v^;w-  e,  w  V».  (■)  J ' 


L 1  <'«.WV»iM+8.MV».W\  ,  c 


(I) 


worin  C  UDftbhiugig  too  s,  ,  .  .  .,  z  und  den  EoefSzientcD  In  @,  (x),  9j  (i); 
tere  OrOisen  durch  (1)  ge^bea  sind,  tfi,  (z)  und  ^  (z)  fftnze  Funktionen  Ton  X, 
ip(z)=:qn((x)ip,  (z),  f(i)  eine  ganze  Funktion  Ton  z  ist,  z, ,  .  .  .,  x  die  Wurzeln 
der  Gleichung  6,  (x)'<Pi  (x)^@j  (i)*i)g,  (z)  sind,  and  ((,.,,,«  gleich  -|-1  oder 
— ■  1 ,  je  nuhdem  die  Gleichungen  (3)  dies  verlangen.  Endlidi  ist  <{'(>)  = 
f(z)8' 


/- 


n  besteht  das  Abei'scbe  Theorem. 


Han  wird  beachten,  dass  in  dem  Sat^e  (I)  von  z  nichts  mehr  raTkomint,  so  dass 
also  diese  Grosse  welter  nicht  zu  beachten  ist.  Ferner  ist  klar,  dass  In  6,  (i), 
d,  (z)  einer  der  m~{-n'f-2  Torkonunenden  Koeffizienten  ^1  gesetzt  werden  kann, 
ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zn  thun,  da  man  in  den  vorkommenden  Qaotientej) 
-  ja  dnroh  einen  Koeffizienten  dividiran  kann.  Endlich  haben  wir  die  Grossen  Z| ,  . . 
,.,!  simmtlich  nngleicb  vorausgesetzt.  Allein  auf  der  zweiten  Seite  der  Oleiahung 
XO  kommt  von  diesen  Nichts  vor;  denkt  man  siofa  also,  es  seyeo  zwei  oder  mehrere 
derselben  nahezu  ^eioh,  so  bleibt  die  zweit«  Seite  unge&ndert,  so  dass,  wenn  meh- 
rere gleicb  sind,  immerhin  die  Gleichung  (1)  gelten  wird.  Aus  (3)  folgt,  dass  dann 
anoh  die  s  gleich  sind,  so  dass  wenn: 

e.(x)*,.(i)-e,{z)'f,{z)  =  Ä(z-.,r(i-»,r'---(»-«,)"'        <"* 

auch  '=,^'('(i,)4-iii,«,V(i,)+.  .  .  +  in^»^*(z^)  = 

K       fw  _i /-«.(«) VyTw+e.wV^TWA 

2)  Enthält  die  Gros»  f(x)  den  Faktor  x—a,  ist  also  f{x)=(x  — o)P(x),  »o 
wird  f  ((i)=:  0,  also  erhält  man  aus  (II) : 

"«,».*'(x,)+ni,«,*(i,)+  .  .  .  +m_s^.(,(«p  = 

V^(x>  Ve,(z)Vv,(ij-e,(i)y'».W-' 

worin  *f(.')  =f  \7^=^  <  son^t  ^ler  dieselben  Zeichen  auch  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  (n)  haben. 

Ist  ferner  f (x)'  von  niedererem  Grade  als  if{x),  so  ist  in  (II)  dos  erste  Glied 
der  zweiten  Seite  Null ,  da  dann  die  dortige  Grosse  höchstens  mit  —    anfängt, ,  so 

>glc 
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das»  atidano  nur  du  Debrige  atehen  bleibt:     W&re  dann  snifleieb  wieder  f  (x)  ^ 

(x  — u)F(x),  BO  fiele  auch  noch  dai  «weite  Glied  weg,  bo  dau  nur  C  stehen  bliebe. 

Hasa  nian  durch  luehrmatige  Dilbrentiation  nftoh  (a)  in  den  Theoremen  (I)  et«. 

Integrale  ron  der  Form  / ^:^  auf  der  ersten  Seite  erballen  kann,  ist  klar. 

3)  Wir  haben  im  Seitherigen  TOTBusgesetit,  man  kenne  die  KoefBzienteD  Bg, 
.  .  .,  c  .die,  wenn  einer  ^1  gesetzt  wird,  noch  ihrer  m-f-n+I  tind,  nnd  be- 
stimnie  dann  X( x  .  Uan  kann  nun  aber  auch  umgekehrt  die  letzteren  Gros- 
sen all  gegeben  anseken  and  die  ersten  bestimmen. 

Sey  also  zur  AbkQruing  m+n-j-l  =?,  «nd  nehmen  wir  rC  g  an,  so  kann 

man  alle  GrSssen  a^,  .  .  .,   o     beatimmen,  wann  mau  ff  der  GrSasen  x, x^   als 

gegeben  ansieht.  Wählt  man  in  (3)  die  OrQssen  a  nach  Belieben  gleich  + 1  oder 
—  1,  z.B.  die  (j'  ersten  =+1,  die  p — {*'  folgenden  ^ —  1,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung TOD  a,,,  .  .  .,  o   :  ■ 

».MViM  =  »,MViM e,  (y)  ViJf~i = ».  (y  VMy).        j 

<-,(v+,)V.T5;:;,)=-e.(v+,)VSTv+";) ».(v^'-v-     <». 

Was  die  Grossen  X-j.,,  ....  I    anbelangt,  so  sind  sie  die  Wur»ln  der  Glei- 


e.WV.(x)-«.(-)'ff.W_ 
(,-^)...(,-xl 


<7) 


deren  Grad    -^  1  seyn  mass.    fieatimmt  man  fär  diese  Wurzeln  die  GrSisen  s  aus 
(3),  so  heisst  die  erste  Seite  in  (I) : 

,fc)+  . . .  +  ,(.^,)-,(.^,^,)- . . .  -»(.,)+ v»<v.>+  ■  ■  ■  +■.»(■,>• 

wSklend  die  zweite  natOrlich  unge&ndert  bleibt. 

4)  All  BeUpiel  hieza  vSUan  vir  e,(i)  =  (an  +  x')i,  6,(x)  =  Ca.  »,{x)  =  l,  9i(')  — 
(I-x'){l-e'i'),  (e'<l)i  die  GrOwa  e^(i)'».(i>-  Ö.Wft  (i)=  («o  +  .')*i'— o,' 
(1-~«')(1— e'i*)  eolhUl  älsduin  nur  geuds  Potenzan  tdd  i,  u  dua  sie  die  Form  [x'—ii') 
(i'— i,')(i'  — ij*)  annimmt.  Setzt  m&nX,.  i,  ala  gegeban.  and  »wiaohon  0  und  1  liegend 
Torua;  aaUtveitarln  (T)  den  Nenner  Tom  vierteu  Orade  =Ci  — i,)(i-|-x,)(i  — ij)  (x+»i) 
ToraoB,  aoist  diese  Oleichat^  Tom  zweiten  Grade  und  hu  die  Woneln  -|-X|  ^"^  —^i-  ^* 
uuaardem  ana  (ao+i")'»»  —  Oo'a  —  x')(l —•'»')=' (»'  —  »i ')("*- »i*)  (^'-*»'> '"'«*  ■ 
(i,i,x,)'=eo>,  10  Ulli  i,x,  =  +  c„,*o  da*  Zeichen  «o  gewollt  »arde,  data  1,  poritiraer. 
'Wir  wollen  weiter  ann rinnen,  da*)in-i-ii  ondi,  die  Grtaae  «  =  —  1,  in  —  i,  nnd  — i,  die 

-|-1  gebore,  io  iit 

{a.+x.')<.+cV;(x.)  =  O,(a.  +  i.')z,  +  c,V..<x,)  =  0.»W  =  a->')U-»'»'>. 


,'Vy{,.)-^»V»(,,)_       i...Vy(z.)»(x.)+x. '+»,'-». ''.'(!+»') 

t,V»öö-».V»W  l-e;z.*..* 

x,x.'-i.T,'  x.V»(z.)+i.VrK). 


da  hiemwi  c.  >0.  .o  ist ..  =  -^  =  ..W^)+x^V^  ^i^  ^^^^  ^_  ,^  „ri.^ 

X.I,  1-e»,  1,  ^ 

0  und  1  voiansgetetst ;  demnach  lassen  sich  awei  Winkel  Vt ,  v,  awiaehMl  0  «ad  -j-    bMtlu- 

Goo^^lc 
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men,  lo  dau  iitt*i  =i,.  tiu«,  ^i,;  aladann  i(t  i,  = 

iloy,eiw»,Vl— e'»ln'y,  +  Mn)»,eoni,  Vi— e'atp'y, 
1  —  e'lin'vi  sio'y, 
d&rfttts  tolgt  leiebt 


,      i^cQg^i,  coty,  — «lii»,»iaff,V(l  —  e'«in'»i>  (1  —  a'iio'y^j-i* 
'     V  1  — e'sin'^aln'ft,  J  ' 

:,'>Oist;  daUDaeh,  da  I,  pMitiT,  liegt  auch  X|  iwiicheDO  und  t.    Sctrt  ni 


•.vr=^'V.,       ,., 


,         j-wiiyicoi»,  — iiDy,»ln».  V(]— B'»in'y,)(l  — eJütB'y.l-^* 

»'  "  =  1 I-e-.inVi^'r. J  ■ 

Wm  niu  «,(dBi  za  i,),  «*,  fdiis  tu  — x,  geh«»)  aolieluigt,  in  Ut  aoi  (3): 

Da  i).  C(i  ^^»("1'  positi*  sind,  so  itt  i,  =  -|-1,  wenn  an4-ii'>0,  gleiah  —  1,  wenn 
4-1,' <0.     Aber 


-|-e'<l-i.')(l-i.'>]|. 
Bo  dau  e*  ilcb  blou  um  du  Zeicbeo  dei  ehigekluiiiiiaTtan  (frSise  hiodelt.     Dieselbe  iit  aber 

(l-(-B'ria'fl.i»in'»>,)coB>,  co5«i,V('  — e'"in'»,)(l  — e'sin')»,) 

—  sin»,  iln»,  [(!  -  e'am'ff,)  (1  -  e'MaV,)  +  e'eo»'y,  eot'Pt]  =  (1 +e'iiB'»,tlBV) 

[oo.,.oo.»,-iiDt..in»',V(l-e*fiB',,>{l-e'.m"'V.)]V{l-e'.inV.)(l-B*™>,) 

+e'»ln'yirin'y,(l  — e'Biii*y,)(l  — e'BJn'y,)  — B'iiDyi8inff,co»'yiEot'ff, 

invttinvt  V'(l  — "'»'n'ff.JC- 


-|-e'iinf>,siD9i  fiinff,  sin »,V(1  — *'='"' v,)(l  —  B'iin'*i,) 

+  C(>afiicci9*i,]  [8inyi»iBTi,V(l— e'iinV,)(l  — e'iin'y,)  — eos»ieo»iii] 

=  [(1  +e'Bln'«itiinV,)  V(1— B'ib'ff,)(l  —  e'tin*9>,) 

—  e'iin'v, sin'fj  ^(1  — e*iiD'fi,)(l  —  e'sin'«i,)  —  e'iiD9>, iin9,cat», cot«,] 

[bob»,cm7,  —  iiD9,£la9,  VO  — «'wo*«,)  (1  — e'»in')(,)]. 

Abel  BDI  (a)  folgt 

_coi»,co»»,  —  tiinii«inff,  V(l— B'»iu'»i)(l  — B'»in't>,) 


V  (1  — e'ain'jiiKl  —  e'sin'jij)  —  e'tin  v,  eoiip,  »in»)  oosy. 
und  dies«  ImniBrpoaiÜT  iit,  *    lo  hat  alle  ««-('S]' dauelbe  Zeieheu,  wlacoi«],  beBtlmmt 
au«  {a')i  wo  wlf  ff,  »obO  biEii  gehen  loueo  wollen,     ht  also  cos»i,>0,  «0  ist  ^  =-|-l, 
fDr  eo«^  <0,  iit «,  =  — I.     Sind  v,,  v,  nabe  an  0,  la  hat  daa  Entere,  fQt  Vf  Vi  n^e  an 
-^  dagegen  dai  Letitere  Statt. 


*  Denn  [V(l— e'Hn'v,)«- e'iin»«,)! '  -  (e'  >m  »,  w»  »1  «in  V,  coi  »,J'  = 
—  e'lin'»i»inVi)[(l— e'iln'^Jd— e'«n'j(,)-|-e'{l— «^»in'^tin'^],  alio  po- 
woraua  die  Bebaaptosg  folgt. 


[:.,qn..aoyGoO(^le 
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Satien  vir  diid  1d  (I)  f(i)  =  i — a,  and  beachten  dai  io  Nr.  2  Oeiagte,  fefn«i  dui  ^>(i) 

—  *(',)+ ■p(-ii)  —  *(i,)-tt(- !,)+*(»,)- V(—i,)^C  (cos^,>0), 

—  »■(»,)  +  *{-3q)- »(».)  +  »(     >.)-*(x,)+*(-x,J  =  C{cM»,<0). 
Da  dM  Entere  (Qr  i,  =  i,  =  0  ctWifiHdet  and  dun  udi  i,  =  0  IKi  du  LetiMre  Hb  x, 

=  1,  =  1 ,  «g  abermal*  x,  cO;  da  ferner  C  Ton^,  i,,  i,  nnabbliigii,  lo  lit  Aaeh: 

-*(i,)+*{0)-|-w(-i,)-*(     0)-*(x,)  +  v(»»  +  V(-x,)— V(-0)+v(i,) 


d.h.d.  vW-V(0)=/— ='^=  =  F(,,e).(.(-i)-(.(-0>=-r(»,e): 
-/    VI— e*»n'» 

-2r(^.e)-8F(r,..)+2P(»„.)  =  0,    F{,,..)  +  F(»..e)  =  r(#,.e).  ow,.>0. 
Im  andern  Falle  >eUt  man  i,  =  i,  =  1 .  i,  =  0  und  bat : 

-*W+V'(i)+'P(-i.)-»'(-i)--.--*ti,)+?'{o)+v(-i.j-i'"(o)=o. 

d.-h.da.p(l)-it,(.)  =  /''  "''  =Fr-^,e')-F(y.e).«.(-l|~»t-,)  = 

J  ^  Vi  — «  "in  »  ^^       < 

2rf  J.  .J-2P(»...)  +  2F(-i..J-2F(,„.)-2Ft»V«)-». 
«0  7',  tos  dar  GlBiehODg  l,  =  BiDv',  bMtiiunit  iat  (nMftrIioh  «',  iwiaehsn  0  und  -^  I.     Abs 

d&GMv,  <0,  10  istjBtity',  =if— *,  DDd  F  (9'a.  e)  =  F  (ff  —  Vj  ,  e) 


'/vt^fei '/vf^Ss^- -/^^^^  °  "  "^^  ■  "^  "'''■' "'• 

alw  bat  man  wieder  F<9i,«)-|-F(g92,  e)  =  F(9,,0).  Bsftlmmt  man  demnach  v,  uriioheo 
0  und  H  atu  (a')>  und  liegen  ;>,,  9,  zwiaohea  0  und  — ,  «0  iit  immer 

r(»...)+F(»„.)  =  F  (»„>).  _(A) 

Man  letie  weiter  in  (1) ,  f(x)  =  x'(. -  «) .  io  i<t  » {>)  =  /"^^^  =    /*    rin'y6y 

./  V»W  ^  Vi— a'ain'» 
alao  »(i)-v(0)  =^  [F(,,e)-E(».e)J,  V<I)-*W  =  ^  [^C  J'  '3~^(l"'  0 
-— F(v,e)4-EW,  e)  I.     Da  ferner  auf  der  iweiten  Seit«  derOleiehnngO)  lU«  «rite  ar(ltw  = 

V^  W   l(,,+.')i-e,V^)J      V»^  Ll^+.')-"^  3  Ik+»')xJ  -^  ■  ■  ■  J 

~a.  +  i*"^3   i(«.+  xV"^ 

■0  wird,  wenn  man  dt«M  QrOsse  nach  fallenden  Potenzen  Ton  z  «ntwiekelt,  der  KoefBiient 
Ton  —  gleich  2  Cn  le;!!.  Qans  in  derielben  Weite ,  wie  oben ,  wird  mu  nnn  C  «UminitMi. 
wobei  nun  mm  in  beachten  hat,  da»  fOr  z^  =ci,  sO  aaoh  Co  =  0>  flltSi=SjiBl  eben  m> 
c«s:0,  trad  dann  erhalten: 

E(»..«>+E(l'i.e)  =  E().„e>+e'Mii»,«inftatii»,.  0) 


Goo'^lc 


S6S  InWpmlioft  dw  DUfonBUngUcbaagMh 

■     5«Mtmucn<lUe]iiii(I)l(z)=l,beMhtet|.  I02,»oerhlHtiiuinra'>l: 

n(..-l..)+n(,..-l..).n(...-i,.,) 

(-(■.  +  «■). +  c.V(l-.')(l-~'i,')->  |j,j 


-.'.')  *-(■.  +  »■)— c.V(l-"')(l-»'«'j-'' 


sVd-.')«-"'"')  *-(■.+■•)— t.VIi^ 

««*  mm  nntwr  dfeMrFora  IsiiM  kann,  wtnn  e'a'^1 ;  fOx  »'n'^  1  ist  d*g«geD  die  »weil« 

SeiM  gWdi  

„f  I      ^  » r...     c.V(.'- DU —■«■)-> 

°  l"-- j-  0- v(..-i)  (i-....)'"l''^      (..+.■); — ) 

XIII.  Integration  der  Differenzeiigleichungen. 
If 1 7  eine  Ftmktion  Ton  X  (gleich  f(z)),  aa  i^t  .1j=t(x-i-J^)—t(x),  und 
wenn  2."F{x)=y.  »o  mues  Jy^F(x)  seyn.  (Vergl.  meine  „Gruudtilge  der  alg. 
Analysis"  Seite  78  ff.)^  Wir  haben  bereits  in  der  Differensenrechnung  die  GrOtse 
£F(x)  näher  betrachtet  und  wollen  hier  noob  Einiges  Qber  die  Integration  der  Dit- 
feienzenglelchungen  znfSgen.     Vorher  aber  bemerken  wir  noch,  das» 

spQ  =  Qsr— s  [jg .  z(p+^].        (»> 

I)  Sej  die  Gleichung  Jj~iS.j~\S,  =0  vorgelegt,  worin  X,  X(  Funktionen 
Ton  X  nind  (vergl.  §.  66).  Wir  bemerken  dabei,  das»  wir  x  ala  ein  (positives)  Viel- 
fodhei  von  ^x  uueben ,  etwa  x  ^  n  /Jx  und  wenn  Z  eine  Funktion  von  x  ist,  durch 
Z«i  Z|<  ■  ■  •■  Z  die  Werthe  von  Z  beteicbnen,  die  man  erhält,  wenn  man  x^O, 
Jx,  2  Jx,  .  .  .,  aJx  setzt  Man  setze  nun  y^=u  v,  also  ^y=u  /v^v  Ju-|- 
i^ad-T,  10  wird  die  vorgelegt  Gleichung  zu  v(  /u-j-Xn)-j-(u-(-iiu)i^v-^X,=0, 
10  dau,  wenn  man  n  aus  Ju+Xu=0  bestimmt,  nnthwendig  .4v  =  —      rS~". 


-  Beyn  wird.     SeUt  man  aber  u  =  e  ;  so  Ist  Jn=:e    (e        —  1), 


ftUo  e'(e^~l)  +  Xe'=0,  d.h.  e'"— 1  +  X=0,  e'*'=  1 -X.  Jb  =  1  (1 - 
X),c=ri(I— X).  Nun  ist  aber  leioht  ersicbtiieb .  dass  2^1(1 —X)  =  l(l —Xg) 
+1(1— 1,)-|-  .  .  .+1(1  ^  ^,_i''  *■*"  i»tu  =  e'=  [I—XjJ~',  wenn  wir  durah 
[1  — U^  das  Produkt  (1  — X,)(l  —X,)  .  .  (1  — X^_j)  bezeichnen.  AUdann  ist 
n+i^n=[l — X}  ,  und  mithin,  wenn  man  beachtet,  dasa  zu  £1(1  —  X)  hnoh  eine 
Grosse  P  zuzulegen  ist,  die  s^ch  nicht  ändert,  wenn  x  um  dt.  sich  Ändert,  dau  e 

in  derselben  Lage  ist,  also  eigentlich:  ü=P[1  — X]""  ,  t= — S ' l-P', 

•  F[l-X]' 

•o  ist  j=[l-^X]°~'/'P — .£— ^*— ~\  ,    wenn   man  PP'   durch   P   bezeichnet 

•  («Onindxflge'*  6.  86).     Also  endlich  hat  man  ans 

-dy+Xy+Xi  =0;y  =  [I-X]"~TF-2 —-'--'),  z  =  n^x.  (b> 

Als  Anwendung  hieven  wollen  vir  die  Entwicklnii|  von ^ — "^^  betrachten.     Ans 

ex' 

|.  10,  T  ist  Moht  SU  icUImsmi.  es  ssy  ffii  ■  =  aK(dn  ==  i} : 


i/Goo^^lc 


:74=!j^'[m'."'+(^».+.-TT^)'""'+eiT«.+ 
'"s!0'-+(m".+sio--+-]. 

»odorth   dl  — =  — ' 8*1  i  B'»_  2i'+'      8*t_ei'+8i 

du  FortechreitimgtgBsstE  in  den  Potsnian  Ton  i  g«r«dillBitJ|it  iii.     S«UC  mu,  gamlM  (c): 
8*'^'.     1.2.     fn  +  Dr,         ■+■_,.         •-■■r       ,— ',  1 

WTD ,  >□>  ««lohen  Olekhong«!!  A  ,  B  ,  .  .  .  .  la  emilttelD  lind.  INe  NMa  ist  A  =  A^. 
RMitmuhifrA  =  f(n)  =  j,  Ji  =  1',  »o  iit  A  =1{n -\- l)  =  y  +  Jj,  >o  dui  dias 
Qlaidiiiiig)i(r-|-Jj>  =  y,  Jy  =  o,  7  =  P,  wo  P  tod  n  mMbhaiigiK  iit  (d.  h.  ileh  nicht  Ib- 
dert,  w«Dii  nn  1,  2,  .  .  wird).  Fftr  a  =  I  (  d.  b.  ^  |  lit  dni  A,  =  1 ,  «ka  P  =  I ,  und 
A.  =  l,  *-        "-' 

8«M  man  ottd  in  dar  cweilra  Oleichniig  («')  B   =  y,  B        =7  + Jy,  10  M  li*  r+*lr 

8.4. ...(n+8)/-  .         I.Z-.l  +  ll 

"1.2 l.'^"'^-°.  +  l-3.4...(.  +  S)J 

(.+  l)(.+2)/-  1.2..  -> 

1.2  l.'^-' (.  +  !).. (.+3)J- 


=.+;; 
?<'.+^ 


"2  (.+  1)(.+S)' 

i),„„cdiiGooi^lc 


iMegrtüon  der  DlfhTenEBnglelcbiiogm. 


ddftfOr  n=  1,  B   =^  0 
1    «(11- 1) 


2(i,+  lKii+2) 
Setzt  mu  Jdtxt  vied«r  In  de^  dritten  Oleirhong  (t'):  C  =;.«DUtC    ' 
Jf  nnd  man  hat: 

_,  4  n-2    1    n(n-I)      „ 

^  D  +  iTTl]/ 

(.+  l).-.(n+4)/'  1     l.2..4i.(.-l)(n-2)-> 

1.2. .4  l.    "^      2-     1.2     (n  +  l)..(T,  +  6)r 


Snn..d...i.b.Url1d,t.d„.I^^_^^^        ^^^.^-^^^^,^        ^^_^^^^.  . 
4,  dknrD  =  l  :  C   =0: 

_{n  +  I)^.(D+4  1    1   2--4       p...(.i-3)  l  1.3n(i.-l)(B-2)(Ti-3; 

i..4  '2'     1.2    "(n+l)..(n-t-4)'2.«.4~2.4  1.2.8.4 

Ferner  iit  duin  fDi  D   =  y : 


B  — *    IJ   ii(d-1)..(d-3) 
n+1'2.4'  1..4 


,_r,.       6     1        y-„  ,    1.3  ^n-4   »(n-l)  ..(»-3)   |^        ^ 

-  (■  +  !).. .(n+g)/-,.  I    1.3      1.2...e.(n-l)..(n-4)^ 

V'^a.d       1.2..4  (n  +  l)...(n+r)r 


Aber  man  hat  allgaoiein 

n(n-l)...(n-2r) 


1 


.(n-l)..(n-4)^ 
(n  +  l)...(n+r).) 

n(n-l)...(n-2t-l) 


(n  +  1) (n  +  2t+3)      4(.+  ll'' (n  +  1) (n+2e+2)' 

1^    ;^(^^)^^-W 
.2.4.6  1.2. ...6 

Eben  io  (Ur  E  =j: 

's  n-6    1.3.6  n(n—l)..(n~6) 

^      n  +  1      '     n+1'2.4. 6  1...6  ~    ' 

(n  +  ll..|.  +  ei(-  1.3.»      1.2.. .6    n(n-l)...(n-e|-V 

'  I...8  L    ^2.4.6       I...6   ■(n  +  l)....(n+9)J' 

.      2.4.6.8  1.2. ...8  '  .■""» 


,.■+' 


:i)  1.2...     r.        l,(n-l)   .-■,   1. 3.(11- lK»-2)(n-3). 

rS^   n(n-l)..(n-5)   — •  ^ 
"•"2.4.6' 
bi*  die  B«ihe  ran  eelbat  BohHeiee. 

2)  liegen  wir  uns  die  allgemeinere  Gleiehung 


^2       1.2  ^2.4  1.2.3.4 


.Goo'^lc 


tnUgnttoD  der  DiArenieiigleichiii^eii.  571 

Tor,  so  kann  ubo  leicht xei^n ,  dass  wenn  Si,  ■  ■  -i  y    &!■  bekannte FtuktiDneii tod 
X  ihr  genügen,  »Mch  die  Grösse  C,y,  +  C,jj  +  ..+C  j    derselben  genügt ,  wenn 

z/C( Je    sämmtlicb  Nnll  sind. 

Denken  wir  ons  nun,  die  OrOsiseD  P  in  (e*)  seyen  sämmtlicb  konitant  nach  x, 
man  habe  also  die  Gleichung 

«o  »etse  man  y^m  ,  also  dj-^ta  — m^m    (m     —  I) ■..,    J  y  = 

m'  (m    ' — ])',  ond  erhält,  wenn  man  diese  Werthe  in  (f)  einsetzt,   dabei  den  ge- 
ineinichafUicheD  Faktor  m   sofort  wegl&sgt.; 

welche  Gleichung  ffir  m    ',  also  auch  Ar  m,  im  Allgemeinen  n  Wertbe  liefern  wird. 
Sind  diese  m, m  .so  genOgt  der  (f) : 

y  =  C.m,'-fC,n.,''+-     ■+C^"n*-  C) 

Wäre  «3  =m, ,  so  (Ündo  man,  wie  \a%.1h,  da«a  lUlt  der  zwei  ersten  Glieder 

in  (P)  EU  setzen  ist:  C|m/+Cixm,*~  ;  filr  m|  =  mi^mj  statt  der  drei  ersten; 

C,  iH,'+C,  xm,*~'+C,  x(x  —  1)  mi*"*,  u.  s.  w. 

Die  Oleicbniig  (r)  kann  auch  andere  geicbrieben  werden.     Beieiihnet  mm  durch  y^. 

Tj  L  j^,  .  .  .,  Tji^jj  J'e  Werthe  Ton  y,  wann  man  darin  i.  i-|- ^i,  ....  i  +  nJi  für  i 

»«it,sol.t(.Gnmdiöga"S.3l):  ^T  =  y^,^,-y  7,+  (,_l)jx+ ■       -iV  *■"• 
dau  die  (r)  die  Foim 

annimmt.     Die  (f,)  vird  Jetit : 

m^-^'+Km'""'*"^»-!-  .  .  .  .  +  b  _  m-^+b^^O  (f.) 

und  lisfert  die  n  Werthe  n>n  m      ,  d.  h.  von  ra. 

Se;  ferner  f(x)  eine  bekannte  Funktion  Ton  x,  und,  wenn  man  die  so  eben  ge< 
brauchte  Bezeichnung  beibebttlt,  die  Gleichung 

^-h.A+'*'("+'^*>^+(n-.,^x:^^<'+'^->'<-:^2[^"*V(..-2)A+- 

■.■+a^_^f(i  +  rJ.)fx  +  r-lJ»)...f(t  +  r-n  +  2Ji)y^_j_^ 
+  a  ffi+r*li)...f(x  +  r^:^;^+lJ«>y   =0_  (g) 


vorgelegt.     Man  setze  hier  y=m*f{x4-''  —  nJx)f(x+r — n  —  1  Jx)  . 
f(x+r  —  n — x~f-l^Jt).   *o  wir  x  als  ein  Vielhehes  von  ^x  aufE^ten, 

wenn  ouin  den  gemeinsohaftlicheD  Faktor  weglästt ;  * 

woraus  wieder  n  Werthe  von  m  folgen.     Alsdann  iit 

"  HtmDohf{i+rJi)(f(x+7~lJi)...r(i  +  r  — n-^— iJxJm*. 


i/Goo^^lc 


Int«gntioa  der  Diftrenteiigleidiungaii. 


ib.      y  =  (C,in,  -1-C,».   +..  +  C   m  )f(i+r— n  Ji>f(i+r  — n  +  IJi)  .. . 

fiT-iT+iJi).         (b,) 

wo  X  all  Vielfachei  Ton  ^i  aufge&iat  iat. 

H«D  habe  endlicb  die  DiflerenzeiigteicliDng 

X.  j'r+J,^"',+..,  +  I__|/<y+X_,^0.  (b) 

•ertn  X.  =e,+b.i+«,i(i— l)+J.ih-l'<i-2)+  .... 

I,-l,+b,.+e,.(x-l)+d,,(.-l)(.-l!)+.... 

i  =.+b  i+e  »(i-l)+d  i(i-IKi-2)+.... 
■       ■       ■         ■  ■  /•".  - 

und  a, ^a>  ' .  .  konatante  Eoeffizieuten  sind.     Man  aetae  y=^l  u  t  8  a,    wo 

",  fi  von  u  und  x  unabluiaffig  aejn  aollen,  und  r  eine  von  x  unabhAnjpge  Funktion 
von  u  iat.     Aladann  hat  man 

zlT=.ytN.*-l).ea,<)',=yt"(.'='"-l)'.!o,...A./'u"(«"^- ■)■■»". 

n  mau  in  (h)  einsetzt,  man  erhült: 

i"+Kzu"+Pi(z— l)u'+...]ea=0.  (b1 


/.IMa4 


i.  M  =  a_+ä___(u'"-l)+a_^,<n"-l)-+.. +*,(."-!)•. 

N  =  b_+b__^(n^-l)+b__,(u'''-l)'+..+b,(.'''-l)".    1 

P  =  ..+.,_/.''•-  l)+o.  J«'*  -  1)'+  . .  +^,(u'*- 11'.    I 

Setzt  man  zur  Abkäranng  u'=z,  «o  iat  xn*  =  o  v-,  x  (i  —  l)u*=u' 

so  dass  die  (h')  ist 


/. 


(M.  +  Nn  ^  +  P„'^-^,+  .  .  .)  8d  =  0. 

Diese  Gleiebuiig  IKcst  sieh,  der  Zerf&lluDg  in  §,  85  g«inftH,  Mich  in  folgender 
Weise  schreiben : 


j[Nu.-i<P.-,i+^.«...,-...].f 
1  +[-'f.»-)+ K( 


f(Dgeg«bene  Bedantuiig  haben  sali. 

Bestimmt  nun  hier  t  aus  der  Diffbreatialgleiobung 


i/Goo^^lc 


iDttgntion  dftr  IMhieiiiitDglalelini^D.  ß73 

"—r.  "•»•)+ .^.(f  "■')-•■=»■      «) 

to  gibt  dann,  wenn  man  den  Werth  ron  *  in  den  zweiten  TheÜ  von  (i)  eiuaetct. 
diese  GleiohuDg  die  Werthe  von  a  und  (t. 

3)  Kuin  man  die  Gleichung  (e)  integriren  und  erhält  ala  allgemeines  Integral 

7  =  C.y,  +  C,r,+  ...  +  C_7^,  («■) 

■o  kiuin  man  auch  die  Gleichung 

worin  Q  eine  Funlition  Ton  x  int,  integriren  (g.  SO).  Begtinunt  mau  nimlioh  aus 
den  Gleichungen 

■:  _  ;     '      '    '  ft-) 

^'(r,  -|-^T,)JX,+-J'    '(y,  +  .=(y,)4X,+   ..  +  j'"*(y__+4y^)JX_=0, 

die  Grösse  X,,  .  .  ,,  X   ,  so  geuflgt  der  (k): 

T=(X,+'c,)y,+(X,+C,)y,  +  .   ■ +(\+ C,)y,-  (k") 

Zwei  Beispiele  mOgen  als  Anwendung  dienen. 
5+3i 

4)  Will  man  den  Braeh „      ,  ,   ,  in  eine  Seibs  rpn  der  Form  Aa+A,i-+-A,i*+ 

1— Jl-|-7l 
.  ,  .  entwickeln,  >o  hM  nutn  (.GmndiOge"  S.74);  TA  — ?A   ,   +*  +*""■  ■'«»"Miaiieh 

leicht  direkt  Endet,  vobei  aber  0^2  sejn  mnsi.  Ist  in  Kr.  2  da«  dortige  i  =  n,  Jx=l, 
n  =  2  und  man  setit  y  =  A  ,  so  ist  die  Oteichnng  (r) ;  j  —2  j  +  ^7  =  **>  «Ihrend 
die  (r,)  gibt  r 

m*— 2ni  +  7  =  0,  m  =  l  +  il/e,  y  =  C,  (1 +  iV6)'-f-C,  (l  — i  VÖ)'. 

Aberl+it/6  =  Vl'(co«a+i»inB),  woMSir=-^,  iino=V/yinidiinO±iV'«>° 
=  (W)  (cosna  +  itiDii),  so  dais  man,  haben  vir: 

j  =  (t/7)'[E,casDa+£,sinna]  d.h.  A  =(V7)'iEi  cusna  +  E.iinna). 
Farn  =  0,  listAo=K.  A,=  13,alsobatauui: 

(1/7)" (K, dosO  +  EisinO)  =  6.  (V7)'{E, «oso-|- E, tiaa)  =  13. 

worani:  E,  =  5,  E,  =  —  ,  und  endlich 

Ssy  tWBiteni  (t+i)  Jy+»y  =  0.  Jy  =  l,  ■aiUin(b):ao=a.  bs=1>.a,  =  a;   M  = 

.(.-i)+.-.iK=.-i;  di.ci):  y°-^= ^^[:rC) — ■  iM  =  M«-i) 

-l[ii(ii-ia+C. 

(«--!)'      (J-I)' 
-■(.-2)=  • 

alu  gcnOgt  dm  Gleiduuig : 


i(.-i)«j;=o,  .=0,  f.i. 

.  Gooi^lc 


f)74  Ihr  Lehiwrts  nm  den  hoino|an«ii  Fvnlctioneo. 

./•'■■'■(— n*"'.,,   o /"'—,.    .,.—'.„    cr(.)r(.i 
,_cy ; ..=cy.     (1-.)     .._^,g-j^-^ 

d,  h.     y  =  „      )_   .  ,  wobei  »bar  t  und  a  positiv  seyn  mfliuii. 

XIV. 
Eioe  FnnktioD  der  TerSndeTticIieD  i,  y,  i,  . . .  tieiiit  lioinogeD  da  Ot&dei  d,  wenn,  iodem 
man  rur  x.  y,  z, . . .  aetit  Bi,  ay,  a^, ...   der  Faktor  n   in  allen  niiedtro  «nehslut  und  aauer 
demaelben  kein  a  mehr  Torkommt.   So  itt  &i'j'-t~7z'F'+  ^i'  "db  homojiflDe  FatiktioD  Ton 
I  and  J  Tom  Qrade  S. 

Sey  iIhi  f  (i,  y,  X, . . .)  sine  homogene  Funktion  Tom  Orsde  d,  m  iit  biernacfa 

l(..,"J." )=."f(..y......l, 

worani,  Teuu  man  «z.  oy,  m,. .  .  ■  darcb  i',  y',  x'.  f  (<'ii  "ft  '  •  ■)  darch  T  beieiclinet: 


Bi-  ha'^bf  Ba^bj    1 

^+..,.=n«       t{i 

y. .....) 

-'".-:='■  ^:-^ 

0  dUK.   veuD  man  a  = 

1  «eut. 

wo  r  i 

matt  bat: 

y+. ..=.>(„.. 

■.  .  .). 

(») 

'«+':>:-:+ 

Punktioii  Ton  x.y.t,...  de«  Gradei  n 

findet.    HeiMt  «1»  die  erile  Seite  tob 

BF  ,      8F 

ist ,  so  da»  denelbe  Sati  noclimals  auf  n 

<a)P.«>Jrt 

ADVendung 

Bf    ,      Bf  ,     Bf  ,           , 

.t'+- 

.==.« 

1(1.  T.t..). 

i.  h.  wenn  man  (a)  beachtet: 

■•|?+-'!l'^+''  f 

?+^"aS.+^'- 

jt+- 

e^'  + 

waa  man  aach  dmoh 

.-i)t(ij.t...), 

i'l+'r,+'l.+-y-'i'-'>"-y ' 


(■;.+' Ä+-r.+;- •)■'<- 


}(<) 


..>  =  n(u-l)..(n-m  +  l)f(i.y, ....).  (b) 

Durch  Differentiation  der  Oieichang  (a)  aach  i.  y,  k,  . .  .  erfaUt  man : 

e»t  ,     8'(    ,     e'f   ,  ,      ,,ef    1 

'^i+y;r"^  1 'bTt:"''  -■■=<?- '*5~ 

Bi    oidy    ciOE  0 

B'f  ,  e'f,   B^  ,      ,   ,^  e 
oyOi    oy*    oyot  By; 

XV.     Elemente  dev  Theorie  der  Determinanten  mit  liieher  gehüipiiden 
Anvendmigen. 

a  Oleicfauogen  iet  erst«»  Gradei  mit  B  Unbe- 


Goo'^lc 


ThMrie  der  DMarmimnten. 


1.1  1 


(1) 


wo  alio  a     den  e""  Koeffizienten  in  der  i*™  Gleichung'  bezeichnet ,  und  Itlst  diese» 

System  auf,  so  haben  die  Werthe  von  ^, x    alle  denselben  Nenner ,   welcher 

die  DeterrainBinte  des  Systems  der  Koeffizienten  in  (1)  gvnannL  wird.  Dieselbe 
wird  noch  folgender  Regvl  gebildet:  „Man  bilde  am  den  Elementen  1,2,...,  n  alle 
möglichen  Versetzungen  ohne  Wiederholungen,  und  betrachte  jede  Gruppe  als  er«te 
Zeiger  an  die  a,  denen  man  dann  als  Eweite  Zeiger  der  Ordnung  nadi  1,  2,  .,.,  n 
zuschreibt.  Diese  Koeffizienten  geben  eines  der  1. 2. 3...n  Produkte,  aus  denen 
die  Determinante  besteht,  und  es  hat  dasselbe  das  Vorzeichen  -{-  oder  — ,  je  nach- 
dem in  der  Gruppe  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  höherer  Elemente  tot  niede- 
rem steht." 

So  flir  4  Gleichungen  hätte  mau  die  Versetzungen  von  1 ,  2 ,  3 ,  4  zn  bilden, 
welche  sind:  1234.  1243,  1324,  1342,  1423,  1432,  2134,  2143,  2314,  2341,  2413, 
2431.  3124,  3143,  3214,  3241,  3412,  3421,  4123,  4132,  4213,  4231,  4312,  4321. 

Nach  der  angegebenen  Begel  haben  das  -|~  Zeichen  die  I.,  4.,  6.,  8.,  %  12., 
13.,  IG-,  IT.,  20.,  21.,  24.  •  Gruppe.     Desshalb  ist  die  Determinante: 


Hegt  allgemein  die  Delerminante  des  Systepis  (1)  durch 


zu  bezeichnen ,  welchen  Ausdruck  wir  auch  häufig  dorch  A  bezeichnen  werden,  un 
in  Druck  und  Schrift  uns  kürzer  f^sen  zu  kOnnen.  Zuweilen  bezeichnet  man  A 
auch  durch  £(+a  ^  *,,■■■  *  )  ^'  kann  hier  nicht  unsere  Aufgabe  seyn,  die 
gance  Theorie  dieser  Gattung  Ton  Grossen  darzustellen ,  Tielmehr  wollen  wir  nur 
einige  Anwendungen  davon  auf  den  Gegenstand  dieses  Werkes  machen  und  zv  dem 
Ende  nur  diejenigen  SAtze  aus  der  Theorie  nachweisen,  die  uns  gerade  nothwendig 

2)  Zwei  Gruppen  der  Determinante,  die  nur  dadurch  Terschieden  sind,  das«  rwei 
erste  Zeiger  ihre  Plätze  getauscht  haben  ,  sonst  Alles  gleich  ist,  haben  reischiede- 
nes  Zeichen.  So  haben  oben  die  Gruppen  ^t  .  ^.  .  '^i  .  &.  .  »■«)  S  -i  "^i  i  '^i  i  *s  4 
Terschiedenes  Zeichen  (-j~  und  — ). 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  wollen  wir  zwei  Gruppen; 


■  So  1.  B.  die  Qmppe  2431 ,  weil  2  Tor  1 ,  4  tor  3 ,  4  Tor  1 ,  8  tot  1  steht. 
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betracliten,  in  denen  Misser  der  Tertauschunff  von  r  gegen  s  Alles  gleich  Ut.  Da 
e»  hier  auf  die  zweiten  Zeiger  nicht  tmkonunt,  »o  wollen  wir  dieie  Gruppen  lo  dnr- 
stellen^ 

(.)=--I--  r-.ll.-.  --III.--1  (.-)=.. -I'-.,..n'..r.-m'..., 
«-0  wir  durch  I,  II,  JII  und  eben  so  durah  I',  W,  llt  die  twischen  liegenden  Ele- 
meute  bei^okien.  I  und  1'  haben  gans  dieselbe  Elemente  n.  i.  w. ;  zugleich  tey 
etwas^r.  Wir  wollen  femer  »agen,  ein  höheres  Element  vor  einem  niederern 
gebe  eine  Vorsetzuug,  und  es  geben  nun  in  (a)  und  (a'),  wenn  maa  r  und  »  sich 
wegdenkt,  alle  Elemente  a  Vorsetcungen ;  ferner  gebe  in  (a)  I  gegen  r  i  ^,  gegen 
s  :  ß',  n  gegen  »  :  y,  t  gegen  U  :  S,  i  gegen  III  :  d',  a  gegen  QI  :  e  Vorsetzungen ; 
alsdann  gibt  In  (a')  auch  I'  gegen  r  :  ^,  1'  gegen  s  ;  ß' ,  i  gegen  III'  :  s,  r  gegen 
III'  ;  6'  Torsetznngen.  Sind  weiter  iu  II,  also  auch  11',  tm  Gaoien  e  Elemente,  so 
!iind  davon  d  kleiner  als  r  und  /  grosser  als  s ,  so  dnss  e  —  i!  grosser  als  r,  e  —  f 
kleiner  als  s  sind.  In  (a')  wird  somit  s  gegen  II'  geben  e — y,  II'  gegen  r  aber 
e  —  S  VorsetEungen ;  endlich  gibt  »  gegen  r  in  (a')  noch  eine  Vorsetzung.  Daraus 
nun  folgt,  dasii  die  Anzahl  aller  Vorsetcungen  ist 
in(a):    ,+jj  +  ,»'+y+B+8'+e  =  k. 

m(a'):  a+^+^-|-i'  +  ,  +  «_,  +  e_B-|-l=k+2(e-,_8)+l. 
s«  dass  die  Differenz  beider  ungerade  ist.    Ist  also  in  der  einen  Gruppe  die  Anzahl 
der  Vorsetxungen  gerade,  so  ist  sie  in  der  andern  ungerade,  und  umgekehrt.  Damit 
ist  duin  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Daraus  fblgt  dann  anch,  daas  es  in  A  eben  so  Tiele  Gruppen  mit  dem  -|-  Zei- 
chen, als  mit  dem  entgegengesetzten,  geben  muss. 

3)  Da  man  die  Versetzungen  der  Elemente  I,  2 n  ans  der  Grnppe  J2..n 

nach  einander  dadurch  bilden  kann,  da^  man  allemal  nur  zwei  Elemente  gegen- 
seitig tauscht ,  dadurch  aber  Jedesmal  das  Zeichen  —  der  Regel  gemäss  —  geändert 
wird,  so  kann  man  auch  sagen,  es  habe  eine  Gruppe  das  -\-  oder  —  Zeichen,  Jo 
nachdem  die  Anordnung  der  ersten  Zeiger  aus  12.. n  durch  eine  gerade  oder  unge- 
rade Anzahl  gegenseitiger  Vertäu schnngen  je  zweier  Elemente  berrorgebraobt  wer- 
den kann. 

Daraus  aber  lässt  sich  weiter  beweisen,  dast  dieselbe  Determinante  heraus- 
kommen muss,  «-enn  man  die  zweiten  Zeiger  permutirt  und  die  ersten  in  der  Ord- 
nung 1,  2,  .  .,  n  zusetzt. 

Denn  gesetzt  auf  die  in  Nr.  1  beschriebene  Weite  entstahe  A  ,  auf  di«  ange- 
gebene aber  A'  .  In  Jeder  Gruppe  von  A  tausche  man  in  jedem  Element  bloss  die 
zweiZeiger,  so  wird  je  eine  Gruppe  entstehen,  die  auch  in  A'  vorkommt,  und  dort 
dasselbe  Zeichen  hat,  wie  die  betreffende  Gruppe  in  A  (gleich  sbd  sie  freilieh 
nicht).  Doreh  eine  so  darchgeI3hrte  Vertauschnng  verwandelt  sich  also  A  in  A'  . 
Denken  wir  uns  nun  eine  bestimmte  Gruppe  von  A  ,  die  wir  mit  k  bezeichnen  woU 
len ,  so  ist  dieselbe  nach  den  zweiten  Zeigern  geordnet,  während  die  ersten  in  einer 
Zusammensetzung  sind,  die  durch  m  Vertauschungen  je  zweier  Zeiger  aus  123. .n 
entstanden  sej'n  soll.  Vertauschen  wir  nun  die  Elemente  in  k,  die  durch  ihre  «ritea 
Zeiger  charakterisirt  sejii  sollen,  in  derselben  Ordnung,  nur  rUokwärta  gehend,  wie 
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di« Anordnang  der  erit«Q Zeiger  aus  12. .n  entianden  ijl,  so  werdau  diese  Elemente 
■ehliewlicli  naeh  den  erateo  Zeigern  geordnet  ericfaeinen ,  wahrend  die  zweiten  in 
einer  AaordoDUg  sind,  die  aus  12. .n  durch  m  Vertauaohungen  entstanden  ist.* 
Biete  Gruppe  gehört  aber  zu  A'  ,  da  sie  ja  nach  den  ersten  Zeigern  geordnet  i«t, 
und  in  A'  hat  sie  dasselbe  Zeichen  wie  k,  indem  daiselbe  sich  nur  nach  m  richtet. 
A  und  A'  haben  also  dieselben  Gruppen  (wenn  auch  anders  geordnet)  mit  densel- 
ben Zeichen,  nnd  sind  fblglieh  einander  gleich. 

Wie  sehen  bemerkt,  entiteht  A'    aus  A    auch,  das«  man  a      gegen  a      nm- 
tautoht,  wo  r  und  s  gleich  1,  2 n  lejn  kAnnen,  so  dasa  also 


4)  In  jeder  Gruppe  tob  A^  kommt  der  erste  Zeiger  r  (^  I,  2,  ....  n)  nur  ein- 
mal, eben  so  der  zweite  Zeiger  »  (x:l,  ,  .  .,  n)  auch  nur  einmal  vor.  Betrachtet 
man  also  di^enigen  Gruppen ,  die  das  Element  a  enthalten ,  so  kommt  in  ihnen 
weder  a,     ,  noch  a    ,  vor,  wo  ^^I,  2,  .. .,  n.  Baraus  folgt  leieht,  dass  alle  diese 

8A 
Gruppen  zusammen  =a      g sind.     LAsst  man  hier  r=l,  2 n  seyn,  so  er- 
hält mau  alle  Gruppen  in  A  ,   da  jede  den  zweiten  Zeiger  s  nur  einmal  entiialten 
kann.     Daraus  fblgt: 

SA  8A  BA 

i,<  ».«  ■<• 

Wegen  (3)  ergibt  sieb  dann  sofort : 

SA  8A  eA 

*.  =  %,.  !r7+*...s;r^+--+*.,.ir7-      <« 

Ferner  ist,  wenn  S  and  r  verschieden  sind: 

BA  8A  8A 

Denn  es  stellt  diese  OtHbsb  den  Werth  von  A  vor,  den  man  erhält  wenn  man  Ober- 
all  an  die  Stelle  des  ersten  Zeigers  s  den  Zeiger  r  setzt.  Da  aber  je  zwei  Gruppen, 
in  denen  nur  r  und  a  vertauscht  sind,  verschiedenes  Zeichen  haben  (Nr.  2)  und  jetzt 
gleich  werden,  so  ist  der  daraus  folgende  Wertfa  von  A    ''  ull.    Aus  (3)  folgt  dann: 

SA  BA  6A 

■f'tra  l,rDA  m,rtla 

8A  6k 

5)  Man  nnltipliEire  die  erste  Gleichung  (1)  mit  5 ,  die  iwaite  mit  g , .  . 


*  80  entsteht  8142  aas  1234  durch  folgende Dmtanschnngen:  1234,  1243,  1342,8142; 
also  bildet  man  rAckvactz  aus  aaaa      :aaaa,aaaa,  a     a 
a     a      nnd  die  leute  Gln^pa  kommt  in  A'   vor. 

•■"^-'-^   ■  ,:„„f .Google 
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BA 
.  .,  die  n"  mit  j- —  und  addire,  indem  maa  die  Qleichuiigeii  (4)  und  (5)  benehtct. 


-+«.« 


(«) 


woraus  lo&rt  x^  folgt,  (s^l,  2 n).  Wa>  die  GrOiie  iweiter  Seite  anbe- 
langt, so  ent«t«bt  sie  am  A  ,  wenn  man  ftti  a.  ,  a  ,  . . .,  a  «etat  c,,  et,..,e  . 
Ke  ist  also  gleidi : 


das  wir  als  ein  bestimmtos  ansehen  wollen  und  worin  P  eine  Funküoo  Ton  x, ,  . . ), 

X    ist,  und  ea  aotle  dasselbe  umgeformt  werden,  indem  statt  x, x    die  GrSi- 

sen  z^,  , ,,,  z   eingeführt  werden,  die  mit  jenen  luiammen hängen  durch  die  Glei- 
chungen 

-.  =  ^(1. i_^),i.  =  ».(.. O i_  =  ,^(i..i. sj.  (9) 

Denken  wir  uns  nun  (§.  62)  e«  werde  z    durch  z  ,  dann  x        durch  >_.»■•■ 

^\ 
enetst,  so  hat  man  gemSss  §.  52  zueist  7 —  zu  bestimmen  aus; 

81        Br   81       87   61  Bfi      81  8» 

8r~6TeT''~eTeT"'~"~''ei       8^     ""bT' 
e«!  _  8e     89     81  e*     61        89 

8f  8t  '    B» 


......  --,-r-+är 

Folgt  hieraua  r— -  =  j^ ,  lo  ist  nach  Nr.  6  r 


(10) 


tr 


Wm  diese  xwei  GrOsaen  «nbelangt ,  so  ist  leicht  tu  sehen,  it$t : 


•  Gooi^lc 


" 'fr 

**<^1       **n-I 

,N=+ 

i             ^*i 

Sf/        6^^' 

"■     ■•   ■  87" 

e^•    ä% 

Ist  BiiDinehr  X    erseUt,  so  beatüooit  niBD  s 


Folgt  hieraus  ■g ~W''  '"  ***  M'^+ N,  während  N'ausN  fol^  wenn  man 

dort  die  erste  Horizont&lreihe  und  die  leUte  Vertlk»lreihe  analOicht,   Daas  dasselbe 
GesetE  fortwahrend  stattfindet,  ist  leicht  zu  abersehen,  und  wenn  ^  =■    (,_,y  so 


Ut  m''~"  =  n''"^'  ,  während  N' 


,  so  ist  H' 


,(.-« 


Be,'  0 
6vi  B^ 
Bi,'   6; 

=  N"'~".undM' 


/8x./Bx..../pex_  =  ±/e./B._.../p«8...  (.1) 

wo  H  durch  (10)  gegeben  ist. 
8A 
7)  Die  Grösse  r — —  wird  nach  Nr,  4  Leines  der  Elemente  der  s""Vertikal-  und 

der  r'"  Horizontolreihe  ron  (2)  enthalten.     In  all  den  Gruppen  von  A_^,  in  denen 
a       vorkommt,  nimmt  diese  Grosse  die  »"  Stelle  ein,  und  nur  diese  Gruppen  kom- 


men, mit  Weglassung  t 


— —  vor.     In  all  den  Gruppen  nun,  die  letztere 


Grösse  bilden ,  sind  die  ersten  Zeiger  1,2,...,  r— l,r-f  1,  ....  n  in  allen  mögli- 
chen Weisen  Tersetzt,  und  daneben  sind  der  OrdnDng  na«h  als  zweite  Zeiger  ge- 
schrieben 1,  2,  ....  s— 1,  s+I n.     Würde  man  also  in  (2)  die  «"Vertikal- 
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und  diie  r**  HorisoDtalreih«  wegluien  und  dann  die  DeterniiDUitB  bilden,  lo  icheiiit 

8A 
ea,  erhielte  man  r- — .     In  allen  F&Uen  erhfilt  mBü  dadurch  die  in  letiterer  GrOaae 

Torkomiaenden  Qrnppen  und  es  fra^  eich  bloM ,  ob  das  Zeichen  dertelben  auch  das 
iat,  wat  in  enliprechenden  Gruppe  in  A  zukommt.  Zu  dem  Ende  «teile  (a}  =  . .. 
..a      ....  eine  Gruppe  in  A    vor,  lo  wird  (a'):=  ....  0  ...  >  die  entsprechende  in 

ba'" 

'  7. Teratellen,  wo  durch  0  angedeutet  wird,  dais  kein  Element  dort  tteht.  In  der 

ersten  Abthetlnng  von  (a)  at«hen  s — 1  Elemente,  in  der  zweit«n  n — s:  Ton  den 
ersten  sejen  a  erste  Zeiger  kleiner  all  r ,  also  s — ot  —  1  grosser  als  r,  in  der  Ewei- 


ten  seyen  ß  kleiner  als  t,  also  n— 


-0  grosse 


Die  Element«, 


'r.,   **K- 


gedacht  wird,  machen  etwa  j  Yorsetzungen  (Nr.  2),  Alsdann  ist  die  Gesammtiahl 
aller  Yorsetzungen  in  (a)  :  /-J-8  — a  — 1+|3,  in  (a')  aber  y;  aber  es  gibt  im  Gan- 
zen nur  r —  1  Zeiger,  welche  kleiner  seyn  können  all  r,  so  dass  (r-|-;?=^r — I, 
d.h.  wenn  in  (a')  y  Vorsetzungen  sind,  so  sind  in  (a)  ihrer  j^-j-s  — «— -1  +  r —  1 
— a^/+*+'' — 2(«+l),  Da  immer  2(a+l)  gerade  ist,  so  wird  also  nach 
der  Regel  (a)  dasselbe  Zeichen  haben  mit  (a')>  wenn  s-j-r  gerade,  Terschiedenes, 
wenn  r-|-B  ungerade.     Da  dies  fUc  alle  Gruppen  so  ist,  so  hat  man  offenbar: 


i,H-i 


H-i,i-i'    H-i,i-H' 


8)  Sejen  a, a^  die  (rersehiedenen)  Wurzeln  der  Qleiobung  x  -J-A      i"~ 

+  .  .  .+A,i+A,=0  =  F(x).»o  ist  also 

"[  +\_,«'~'+  ■  ■  ■  +A,n^+Aj  =  0. 
Hultiplizirt  man  diese  Gleichungen  mit  a, ,  .  .  . ,  a  ,  wo 

«.»,+«.»,+  ...+«•=0, 


"X+cv  ■■•+-; 


f  0  folgt  durch  Addition : 


4Cv:- 


nGooi^lc 


1.      1,    ...  1 


hNr.Sr  »,= 


'  e{«. ) 


SM  if   "_i*L 

-,  bUo  A  =  — »rl  «^1      ,    r 

8(-')  '  "■-       8(«.) 


Dmi  Gleiolinngeii  (12)  wird  flbrigen«,  wenn  r=n-l.  genügt  dnroh  »,— 


-F'(-) 


(nach  S- 38,  . 


_1 1       8M 


^„  nnn       ^*'_    wibeUngt,  «o  k»mi  diese  GrUMB  nwh  Nr.  7  bBatimmt  wer- 


in  (13)  die  erste  Vertikal-  und  di«  letute  Horiiontalreöie,  nnd  heiwt 
""  ^'Mj.       Ist  aber 


den.  Tilgt 

Ht  die  dann  ontitehende  Detorminaate , 


>  ),  ao  ist  gaius  wie  ra  eben 


F,(x)=(x-aj)-...(i 
•o  daai  wenn 

r(i)={x-«.)..(.-M.  r,(i)=(i-«,)..(«-«.). 
-  =  (-1)    'm... 


——-=(-1)"   V,— ; 


■oUlM     =L  ' 


(-1)"", 


■TA',)  ".        " 

<-"'".-     (-1)' 


'•,.^,'".J 


~  gerade,  dw  untore  im  BntgogengeMtrten 


WD  dM  obere  Zeiobeo  gilt,  Teon  - 

Falle. 

9)  BetraebteD  wir  das  nbclu  beatimmte  Integral: 


nGooi^lc 


■o  ist  dasselbe  Dftch  Nr.  8  gleich 

^r:Ü  j*\    y»*t     /<», 
(-1)    '    Jstj6r,JfMr(x,)...HxJ 


a*"  bweniUro  IbtSgral*  «inw  Unasrca 

,)..(!,-»    >(l,-X,)..(l,-l)... 


1.        1 1 


wo  nun,  wenn  man  die  Deferminante  entwickelt,  du  Ganze  in  eine  Reihe  eiiuelDer 
'  Integrale  zerfSllt,  die  als  Produkt«  einfkeher  Integrals  erscheinen. 
10)  Man  habe  die  lineare  Differentialgleichung; 

worin  A^_^,  .  .  .,  A, ,  A(  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  und  es  sejen  j,,7,,-., 

»\     ..) 

Funktionen  Ton  x,  welche  der  (14)  genflgen,  so  ist,  wenn  man ^y        seilt, 

8."  ' 

und  annimmt : 

«.r.+s.r.+  -..+v„="' 


ir  {>)  8M    ,    (•)  8M    ,  ,     (.)  BM-| 


r.<     j- 7' 


GemSss  (4')  ist  auch 

„       (n-i)     BM      ,    {»-!)     BM      ,  ,    <.-0     BM 

Bieraus  folgt  nun,  wenn  man  nach  x  differenzirt: 

_    W     BM  <,)     BM  (•>         BM  (»-1)    B      8M 


-i)^'t    .    (»-0^ 


i/Goo^^lc 
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Beachtet  man,  dass  — ^rrr,  weder  j  ,j'  ,  . .  .,y'~    noch  y  "~   , . . . ,  y  "" 

eathält(NT.4),  «o  Ut 

_8^_eM 8'M  ,         e'M        _      I  ^        8'M  , 


i'M  U-i)  . 

8,"  "e," 


..<-').(-■)  ' 


i/,  r   («-D        6'M  («-D        e'M  ,  1     (»-1)         B'M      1 

'   '      ■-   '         6y|        By_  '         By*       'ßy^  °         By^     "By^"" 

•  ,     „r  f— 0       B'M  (.-1)        B'M    '  ,     Ci.-')        B'M      1 

By,       By^  *        6y"     'Bi'  '         By^      'ßy^-" 

+  ....  ■  '  '     ■ 

<— Or   (.-<)         B'M  (B-i)         B'M  .       .    (■-!)         8'M         "W 

wo  da«  SnmmimDgszeicbeii  meint,  mao  aolle  a  alle  Werthe  tod  1  bia  n  beilegen, 
nnd  alle  so  erhaltenen  Grossen  summiren.      Gemäss  Nr.  7  ist  — —  selbst  wisiler  eine 


Determinante,  die  man  aus  H  erhält,  wenn  man  dia  erste  Horizontal-  und  die  s" 

eu 

Vertikalreibe  ausstreicht;  eben  ao  iat  — tt  eine  Determinante,  die  aus  M  folgt,  wenn 

man  die  (r-t-l)**  Horizonti^-  and  die  s**  Vertikabeihe  ausstreiobt.     Naob  (4)' ist 
demnach 

BM      («-0       e'M       .       ,   (n-i)      a'M 

-     W^  ,     (■-!),     <r)    "•"■•■"Tl,  (B_,l       W 

By^  8y^        8y_  ^'n  ^  • 

so  daas  also  die  vorhergehende  Grosse  gleich 

welch  letztere  uacb  (5)  gleich  Null  ist.     Demnach  bat  man 

(■)      BM       ,  ,     W     8M 


«y,       .  oy 


^  =  — A       ,1(M)=— /ä       fli+C,  M=Ce  .  (1B> 

H  B-i  y    »— i 

Aas  dieser  wichtigen  Gleichung  folgt  nach  (4) : 

C.-0     8M    ■       (1-1)     8M       ,  ,       8M     ^  -/*     .P» 

«0  daaa ,  venn  man  zur  Abkfinsnog 

DiqnzeciOyGoO'^lc 


'  FortutiuBg  dw  TtMorle  dar  DeUnnlDUteii. 


Setct  man,  der  Bequemlichkeit  de»  Schreibens  vegen,  die  zweite  Seite  ^i, 
Eo  genfigt  Also  j  der  Glsichaiig 


^cr;+B„^Ei+...+B..-i. 


Da  aber,  Tenii  nicht  r^n,  nach  (5')^ 

■<.-i)     &M      ,     (—1)     8M      ,  ,       8M     - 

M  genflgen  mithin  J^ ,  j, y       der  Differentialgleiehung 

woran«  nnn  nach  g.  80  leicht  gesohloisen  wird,  dasa  der  Gleichung  (a')  genügt  wird 

« =  «1  r.  +">  r.  4- .  ■ .  +",_!',_,■ 

wo  (Nr.  6  and  $  80) 


Daran«  ergibt  aioh  nnn  (§.  80),  da»  wenn  man  nnr  n  —  1  Wertbe  Ton  j  kennt, 

welche  (14)  genOgen,  und  wenn  j^ j         dieielben  >ind,   man  den  fehlenden 

n"  Werth  y^  findet  au8 

-/*„_,B» 


_      /^ 6Mi 


wo  lf(  die  in  der  Note  angegebene  Determinante  igt. 

11)  Gesetct,  man  habe  neben  dem  Gleich ungiiysten  (I)  noch  das  folgende 


(16) 


lilKDimUch 


,  7   m  erhalten,  entweder  X|,  .  .  .,  x  aiu  (1)  bestimmen. 


T.. 


wie  auMr.  ?Mfint  Mgt,  da  dort  t-\-tittii  =:2ii  i*t. 


i/Goo^^lc 
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in  (16)  eüiMtien  and  duin  y^,  .  ,  . ,  y  bienuu  ermittolnt  oder  aber  man  kuui  Mich 

Xi X   aiu  (16)  in  (1)  einsetzen  and  dann  ji,  .  .  .,j   beiUnunen,  Beide  Wag« 

mfluen  nstürlieh  zu  denuelbeo  Ziele  fQhren,  und  e*  mflwen  namentlieh  die  Eoe£B- 
cienlen  der  o  in  71 ,  .  .  ,j  in  beiden  Weisen  gen&n  dieselben  »«ja.  Ist  nnn  H  die 
Detenninenta  (2) ,  dacn 


>o  bnben  x, ,  .  .  .,  x  mu  (I)  den  gemeinsohafllieben  Nenner  M,  worsai  dMin  leieht 
folgt,  dui  7it  •  ■  ■•  7  •  nach  der  enten  Weise  bestimmt,  den  gemeinubnftliohen 
Nenner  HN  haben.     VeiAhrt  man  aber  nach  der  iweiten  Weise,  und  (etat: 

'+»'  b      +.,,  +  •'  b'  =c'    , 


1,1  I 


I  %»  ' 


\A.+*mV>-+V.V.="i.. 

■Hgemetn  a    b    4-a     b     -f...+a    b     =e     , 

vo  r^l,  ..,,n,  and  a^I,. .  .a,.so  ist  der  gemeinsobafUiohe  Nenner  r 


(in 


Hieikas  folgt  nnn  sofort ,  dus 


wo  die  o  naeh  (17)  gebildet  sind.  Man  (iebt,  das«  zur  Bildung  der  «  die  Horiaon- 
talreiben  der  ersten  Determinante  mit  den  Tertikaireihen  der  zweiten  m  mnItipU- 
siren  sind.  Beachtet  man  den  in  (3)  ausgedrflokten  Satz,  so  sieht  man.  dass  die  c 
auch  in  anderer  Weiae  gebildet  werden  IcBnnen. 

XVI.     Prinzip  des  letzten  MaltipliUtors.  (§.93.) 

1)  Wir  wollen  annehmen,  H  ae;  eine  Funktion  der  Verinderliehen  x,  Xi 

x^,  welche  der  Oleichnng 


8  (MX)  .  6(MX.)   , 


e(ux) 


(a) 


genDgt,  WD  Z,  ,'.  .,  X  Funktionen  ron  x,  ....  x  und  natürlich  die  Dillbrential^o- 
tienten  partielle  sind,  Sej  fomer  9  eine  Funktion  denelben  Terlnderliolien,  weldM 
der  Gleichung  ^  ~  1 
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g«Mttgt,  10  geuü^  die  G/Oss«  H^ ,  beitimmt  wi« 

M.,^  =  a        (.) 

der  Gleiobsog 

vgrwuifeaeUt,  man  ]iabe  an)  X,  X,,  .  .  .,  3E^_, .  Hi  die  Gröiae  z^  mittelst  der  Glei- 

P  =  «  ü) 

eliioinirt,  wo  a  ems  willkürliehe  Konstante  ist. 

Settett  wir  die  erste  Seite  der  zu  beweisenden  Gleicbnng  (a')  gleiob  Z,  ao  ist 

i|.x'M>4)+x.Ä+...+.      1!»)+^+«,+  ...+^.    ^ 

Hier  sind  allerdings  X,  .  .  .,  X  _  ,  H,  bloss  Fnoktioneii  roD  z, . . .,  x       ;    allein 
da  mittelst  (d)  die  Grosse  x   wts  denselben  elimiuirt  wurde,  so  enthielten  dieselben 

(wie  roransgesetzt)  x^,  das  hier  ^FnnktioDTonz ^  _<•  »>'^lrt  d«'  ^^^' 

chuDg  (d),  auftritt.     Betrachtet  mau  also  X,  >  .  .,  X'     ,  H|  unter  der  Form,  die 
diese  Grossen  haben,   ehe  Z    elüninirt  wurde,  so  ist 

A.x'JÄ)  +  ...+x    ,!^+i|+...  +  ,^. 

Ml  OX  ■ — 1  OT  OX  Ol 

Bi      V      Ol  0— ifli       J      Ol    Ol  Bi      öi^^^ 

61  (U.) 
wo  natürlicb  ■   ^     ■  bier  und  int  Vorborgehendeu  nioht  dieselbe  Bedeutung  haben. 

Die  GrBisen  -x—  >  •  ■  ■,  : sind  aus  (d)  £U  ziehen,  aus  welcher  Gleichung  (blgit: 


«» : 


:   Sx 


+^-».  .-^= 


Demnach  ist 
wegen  der  Gleichung  (b).     Ferner  ist: 

Bx^  /Vi  ^', »_rH^-t-      I  ^Vi   8y  A 

Aber  aus  (b) ,  d.  b,  aus    '  ^  , 

DiqnzeciOyCOO'^JC 


(bl|ft,  nenn  man  Dftch  x    diScTeDsirl,  •wa»  mau  darf,  d*  die  Gleichang  (b)  eine  iden- 
ti*che  seyo  mui*,  nod  x x    all  von  eioander  nnabh&Dgig  an^seheu  werdeui 


r+Xi^+--+'=^ 


Beachtet  mau,  daas 

"Qf) 

ao  fbtgt  lueiaus : 

„._^.      ,^^ »..  ...   "fö)    "C^) 

I       Ol  Ol       -    DI  Ol  Ol  Ol 

mithin 

■fö)  -elf) 


t'.^+ar"-^- 


ZM      etMX)      8(MX.)  ,_V 

M       8«> 
d.  h.  da  H  nicht  Null  ist,  nod  eb«n  to  wenig  jt-  =  r— ,  indem  wii'  roranuetien  mlU- 

Ken,  die  OrSaae  ^  enthalte  z  ,  m  ist,  wegen  (a),  die  GrOise  Z^O,  d.  h.  die 
(a')  bevieieu. 

2}  Wir  wollen  annelunen,  nuui  habe  die  Gleichungen : 

B»  ~X'  ei~x 8x~X'  ^' 

wo  X  guu  wohl  =  1  aeja  luHUi,  und  aej  ^ 

Ignzcdi/GoO'^IC 
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»,  =  \  («'> 

ein«  enta  btegnlgleiohnngdes  S7at«iiu  (f),  wo  a  eine  willkttrliehe  Eraitante 
und  <p  ebe  Funktion  Ton  x,  s, ,  .  .  , ,  x  ist,  in  welcher  ftberjeden&llixTorkoniiDt. 
Getetzt  ferner,  maa  kOnne  eine  Funküoii  H  ron  x,  Z|,  .  .  .,  x  finden,  >o  dasa  iden- 
tiaoh  die  Oleiohnng  (»)  befriedigt  «ey,  ta  eliminire  mtui  mittelst  (g,)  die  OtOms  x 

am  Z,  Z,,  .  .  .,  X       ,  -s —  ^  ^1,  und  wird  dann  identiich  h&ben : 


ex    "•■    81.    "*"■;■"•'     61^^     " 
Ser  HOB  dia  Gleiolrnng 

ein»  weiten  Integr&lgleiehung  der  Gleiobongen 

B«  ~1 8j    "~    X    ■ 

aus  denen  x^  mittelst  (g,)  eliminirt  iit ,  wt>  a  eine  neu»  villkOrliehe  Eonttante, 
und  q)  auMer  a  die  VerKnderliolien  x,  .  .  .,  x  ,  letztere  jedenfalls,  enthalte. 
Eliminirt  iqui   nun  mittelst  (gj)  die  Ter&nderlicfae  x         «ui  X,   .....   X^_j, 

M, 
-a- ^U},  10  wie  Mu  dem  Gleiohungujstem 


('■) 


«o  genilgt  U)  der  Gleiobnng  « 

.      8OTO   eocjy ,         "^^-P 

und  wenn  dnns 

'.-.=".-.      *■> 

eine  Integr&lgleicbnng  ron  {t,)  i«t,  die  ausser  a  ,  a  ^^  die  neue  Konitante  a^_^ 
entbUt,  And  wo  f       die  VerSnderliohen  x,  .  .  .,  x^i   letztere  lieber,   enthalten 

muis,  so  eliminire  man  x^_j  mittelst  (gj)  aus  X,  .  .  .,  i,_j.  "g'T =M|   und  « 

genflgt  H)  der  Gleiohung 

8(M.X)  ^  8(M.X.>  j^        ^  "^'^-P^O, 

Wie  man  hier  AnrtflÜict ,  ist  klar.     Sind  also 

'b  ~  \'  ^n-i  ~  "a— i *■»  =  °«  tQ) 

Integralg^eiehuDgen  des  Sjstems  (f),  Ton  denen  die  erste  x,  ,  . .  x  ,  nebit  der  Kon- 
stanten «  ,  die  eweite  x, . . .,  x       nebst  den  Konstanten  a  ,  a  _.<  .^  .die  letoto 

■  CnOO»jlC 
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,  nebit  den  Eonitsiiten  cc  ,  «      ,  . . .,  a^  enthalt«,  DDd  kämmt  in  ^  ge- 


and  genaft  die  Glaiobung  9      ^o  _  dem  GleidmogaiTttomi 


ih-h 


wo  nuui  EOent  x^  mitteilt  der  ersten  Gleichung  (G).  dann  z  mittelst  der  iwei- 
ten,  .  .  .,  X  .  mitteUt  der  r"*,  eliminirt,  and  eben  ■»  in  H  Tertthtt,  indem 
hier  mietit  z,  mittelst  der  letiten  eliminirt,  so  hat  man: 

woraus  nach  $.69  leicht  folgt,  dasi  H  _   X  ein  in tegrirender  Faktor  der  Gleichung 

■   8i       X 
ist,  ans  der  X  ,  ....  Xj  in  der  angegebenen  Weise  eliminirt  sind. 
Schreibt  man  diese  Gleicbnng  also  unter  die  Farm 
H___^X  ^— M^_^X.=0. 
■o  kann  sie  nach  $.  69, 1  sofort  integrirt  werden,  und  man  erhilt  die  letit«  Integral- 
gleichung des  Sjgtenu  (f). 

Aom.     Es  ist  natOcUch  Dothwendig,  dui  die  OrOstHi  y  ,  .  .  .,  y,  dMiderQlelehw>g(b) 
analogen  genflgen.     So  also  mnu  y        idSmtiseh  der  (^lohnng 
8«!  e«  8^ 

fenOgsn.     Da  aber  w       =a        dem  System  (( )  gViOgt,  so  lit  identlicb; 

11    ^  8i,  T?"*"'  ■■"*"ei  _^  ei'""**' 

«orwis  die  obige  QleleliaDg  folgt. 

3)  Das  Gleichung» jstem  (f)  ist  ein  sotohes  Ton  n  Gleiehaugen  swiichen  n~)- 1 
Ver&nderlichen ,  so  da«  eine  dieser  letztem  als  nnabhSngig  erscheint;  welche,  ist 
gleiohgiltig.  In  (f)  war  x  die  unabhängig  VeriLnderliche ;  wAn  es  x  ,  so  UUte  man 

8x 


.yGoo^^lc 


li 
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-ex  ~x  ■  Bi  "x  ■"■"  ai  ^X" 

Han  kann  aber  Mich  atatt  dea  Syatema  (f)  daa  folgende  etnfüliTea; 

rt=^'lT  =  ^" "ef^\  '*"* 

wo  t  die  unabhängig  Veränderliche  ist,  und  X,  X, X    bloss  Ton  x,  z,,  ....  s 

abhängen.  Dieaea  Sjatem  konunt  nämlich  zuDScbit  anf  (f)  zurQck,  wenn  man  x 
all  unabhängig  Veränderliche  anaehen  will,  und  wenn  nun  mittelat  (f)  die  OrOaaen 
X,,     .  .,  x^  ale  Funktionen  tod  x  kennt,  ao  gibt  die  erste  Gleichung  (f  ): 


-r-i 


i+C. 

In  manchen  Fällen  ist  es  rielleicht  bec|uenter,  daa  Syatem  (O  statt  (f)  in  be- 
trachten. 

4)  Denken  wir  una  etwa,  man  wolle  in  (f)  statt  x,  X|,.  .,  x   die  VeräDderliohen 

y.Ji«---.y   einführen,  die  mit  I,  X, i     durch  a-|~'  '''^■<''""'^'>   «nawn- 

menhängen ,  so  doss  J,  .  .  -,  J  durch  X,  .  .  .,  x  und  umgekehrt  ausgedrückt  wer- 
den, so  sind  j,  .  .  .,  j   eben  auch  Funktionen  von  t  und  man  hat; 

8y       ej-    g       8y    g^  By    8i       8y  8y  8y 


:   et  '   dj. 


S7+ ■  •  • +,-T  17= ¥r^:+«;'=.+- +r 


so  daaa  jetzt  an  die  Stelle  Ton  (f )  treten : 


TT    "eT  "•'biT     ~ 


By       8r  B^  By 

«y         '\ 

Hier  sind  die  Grossen  ö~,  •  •  -•  ö — •  durch  7,  Ji  ■  ■  •  '•  7  zu  ersetzen,  mdem 
man  zuerst  7,  ■  -  ■•  7  nach  x,  . .  .,  x  partiell  differenzirt  nnd  dann  die  x,  x,, . . .,  x 
durch  ihre  Werthe  in  7,  .  .  .,  7  ausdrückt;  eben  so  sind  Z,  .  . .,  X  durch  7i  ■  -  n  7 
auazudrElcken.  Das  Gleichungsajatem  (F')  zwischen  t,  7,  7, ,  ....  7  kann  dann 
leicht  in  eines  blosa  zwischen  7,  .  .  .,  7'  umgeschrieben  werden.  Die  Integration 
des  Systems  (f )  führt  auch  die  Ton  (F')  mit  sich ,  und  umgekehrt 

Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

0X-  plj_  nox  Ol  CXi  "CX  ■ 

SO  hat  man  sUtt  (0 : 

5^  =  Y,^=T. jf  =  '^,'-  (*"> 

wo  also  T.  .  .  •,  T    als  Funktionen  von  j,  ■  ■  ■,  j    anzusehen  sind.     Belraebtea  wir 


/Google 
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DUO  T  ,  ao  erMheiDt  diese  GrOaia  mnäohBi  alt  Funktion  von  z,  .  .  .,  x  ,  und  mt 
nachdem  diese  GrOssen  durch  j,  .  .  .,j  eraeUt  sind,  als  Funktion  dieser  letst«». 
Darana  folgt  also ,  dasi  etwa 

8T       BY     ft         8Y    o  BT    Bi 

-^ ri^H — i°Jx+  .  j — ' —t 


8^' 87+ 87  6^+ ■■■+"87  e7je7,+L^"8l^+^e^re^  + 

+^.8x_ejBr^ 

+  ....-.   ' 

fax'',    «J, '',  ".•',-»'".    f    '"',  *■', 

+  Ur  67+eT  fT+  ■  ■  ■''■»■r  6Tj87_+  l^ärel+''  «r»^+'' 

+".817)  .-7" 

Daraus  folgt  weiter ,  dus 


Bjr  ,  er. 


By     g  BX       By 


87       By,      ■"+ey        6s        8187+81       8i,By+""  +  Bs       81    By 

^ei,      6x    ey  ^Bx,     61,  By  ~       ~  Bx,     81    By 

AT  '  8r    8x       OT      By    Bi  ex      By    81 

+  ?3:x-^  — -  +  ^S-— '  — !+    ..H II^^  _! 

~ei        Bi    ey~Si       BijBy^       ^8»       8»    8y 

+^^-^  ^+^^'^771^^  ?7+---+\^ir-s- ^ 

oiBy  (ix()i,By  a     BiöiBy 


+ 

e'y      B»  8*y      Bt  B'r     Bi 

oioiBy  B1011O7  aeiBiBy 

worin  das  SuminenzeieheD  sich  auf  7  =  0,   I,  2,  ,  .  .,  n  bezieht.  Aber  es  ist,  wenn 
man  x  nach  z,  .  .  .,  x   differenzirt,  oder  allgemein  x  nach  3 


.87. 


ex     ey  By    Bx 

-87  8-^^8^17+    ■•+8T.^"''"'-    ^irB7,=°'        ,     <^ 

IJijnzcBByGoOl^lc 
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ei  ..   Öx  n,       Bx 
Sy  8ii   8t,  8i.~      ^\   **> 
B«  R,   öi  ,,       ex  By 


6x     By  " 
'  8y  Bx 


Wm  den  sweitenTheil  uibelangl,  *o  Qberiiehl  m&n  leicht,  dass  deneHi«  gbtcfc 
itt  d«t  QTOiie 

-wie  er  j«  ohneliia  geraduni  lo  eDttUnden  id.      Geseilt  nun  ei  aey 

By     _6y  il 


il!       ?Jj 


=  P. 


(W 


■o  besteht  P  ao»  einer  Reihe  ron  Gliedern,  die,  jedes  die  Funktionen  y,  T„  -  .  . ,  y,. 
hecOgliob  einen  ihrer  partieUen  DiflerentiRlquotienten  enthalten.  Da  jede  dieser 
arB*»en  wieder  tob  t^  ahhängrt  («=0,  1,  .  .    ,  n)  lo  iit  leicht  in  lehen,  dus 

•1=1  z     *"     "■'■ 


«7.->   >'.>\ 


'&:) 


'QO 


I,  und  (^0,  1, 
:  dura 


WO  die  Snmmenxeichen  sich  auf  r=0,  I, 

Aus  den  Gleichungen  (g)  folgt  aber,  wenn  man  s  durch  f  eiieUt  (XV.  5): 


:   Bi  By' 


—  Z  2 -. 

D.j.iicduGooi^lc 


PiiBiip  dM  leUttD  HaltlpUkiton.  £ 

'  10  daiB  endlirti  der  zweite  Tfaeil  gleich 

Mt.     Wa«  nun  aucli  R  eey,  to  int 

''iT+'''B^+  ■■+*.sT-''e7+''rs;;+ ••+'-.»5;' 

wie  man  I«icbt  Sndet,  wenn  man  beachtet,  da» 

demn&ch  flir  R=  p-,  wenn  man  beide  letzt«D  Gleichungen  beachtet  und  p-  =  Q 
letzt : 

x!m)+...+._i2?.+  ^(;._|+ . . .  +!i.)  _M(x|f +...+r  If^ 

d.h. 

e(MQY)     B(MQr,)  a(miy     ^rB(MX)  ,  8(MX.)  ,        ,  i^Vi 

8y      ■*"       8r      "^■■■"^      8r       "^'l    Bs    "^     8»,    "•"■■■'T"      8j^     J' 

lat  nun  H  so  beschaffen ,  dau  es  der  Gleichung  (a)  genügt,  «o  iit  hiernaoh 

6j  By,  '"  8y 

5)  Gesetzt  nun,  y^,  r^_,i  •  ■  -.  Ji  sejen  solche  Funktionen  von  i,  ...,  x^,  dsM 
y__=a^.  y__,=''^_j.  ■  ■  ■.  7.=".  W 

den  Gleichungen  (0  genQgen,  wenn  a  .  .  .  .,  a,  wiUkQrliche  Konstanten  sind,  die 
in  y  <  •  ■  ■•  yt  uichl  Torkommen,  so  werden  die  GiOsien  T  ,  . .  .,  Y,  identisch  Null 
sejn ,  da  ja 

81    8_  8)r    ex  8r  By  By 

Birt+'+sTTr^"'  -"■87^+8-^'^ +-+eV^=«= 

demnach  wird  die  (i)  zu 

6(MQT)     8(MQT.)  . 

.       By     "^     8y. 
und  sagt  aus,  es  aey  die  Qleichung 

■i^-T,!-;=ti,      0) 

wenn  sie  mit  MQ  mnltipizirt  werde,  unmittelbar  integrabel  (was  anoh  j  und  jr,  tat 
Funktionen  tod  t  sejn  mOgen).  Diese  Gleichung  gehSrt  aber  zum  System  (F'),  und 
wenn,  sie  integrirt  ist,  gibt  sis  einen  Zuiammenhaug  zwischen  j  und  j^,  Wfti  diese 
letzteren  GrOasen  anbelangt,  an  sind  sie  gani  willkürliche  Funktionen  Ton  x,  X),  . . 

Vi*It*r,  MMunUil-  b.  IiMinl-EMkaUf.  88 
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. . ,  X  ,  §9  duB  man  mittelst  denelben  uad  der  Oleiobnngen  (k)  die  iiSÜifgs  Aiufthl 
Gleiohungen  hat,  nn  die  x  durah  die  j  ausdrücken  EU  können,  wie  ei  das  STttem 
(F")  TerlaDgt.  Das  Sjstem  (F'}  erietst  aber  (f ),  so  dais  dnrch  die  iDtegration  des 
erstem  auch  die  des  letitem  ToUsogea  ist  Daraui  nnn  erhftlt  man  den  folgenden 
Lehrsatz: 

„Sind  <j)^  (i.  X xj=a^,  ?,,_,(x.  ■  .  ■.*,)=«,_,.  V»(x ^^='* 

Integrale  des  Systems  (f);  sind  ferner  <f,{x,  .  ..,  i^,  <p(x,  ....  x^)  ganz  beliebige 
Funktionen  ron  x,     .  .,  x  ,  nnd  man  bestimmt  ans  den  Gleichungen 

).^(»,.  ..,!_)  =  y^ 9,(1...  .,i)=ri,9{x,  ..  ..«^)=y 

die  Grossen  x x    in  y ,  .  .  .,  y  ,  ersetit  dann  in  der  QrOsae  F,  die  durch  (h) 

gegeben  ist,  so  « 


^'^¥.+^^+-+^. 


überall  x,  .  .  .,  x   durch  y,  .  .  ., 

wo  H  (von  0  und  oo  Tersohieden)  < 
tegral  des  Systems  (f)  seyn,  wenn 

Setit  man  speziell  ^^x,  y,  ^x,,  so  ist  ^£  =  1, 


y  ,  so  wird  die  Gleichnng 


+-+Kl^ 


Auflösung  der  Gleichung  (a)  ist,  das  n"  In- 
hier  y  und  y^  durch  <f  und  q>^  ersetzt." 


,.ü. 


»j_ 


-iL. 


,6t,. 


T=X,  T(=Z(  ist.     Denken  wir  uns  nnn,  man  drü<^e  mittelst  der  gefundenen 

Gleicbnngea  ip  =« 91, ^Cj  die  GrSssen  Xj ,  .  .  .,  s   durch  x,  x,'  aus  und 

■eUe  diese  Werthe  in  X,  S,,  H,  F,  so  wird  jetct  UQT  so  wie  HQT|  but  noch  x  und 
Xi  enthalten ,  so  dass 

e(MQr.)^8(MQXi)  81      8(MQX,18rt     JQSQX,) 
_ey,  ei       By,"*"      Bi,        By,  Bit      ' 


a(MQY) _ 6(MQS)  81  ,  8(M0X>  Bi. 


^  ftT'~Tr~'*' i~*  =  ^  ='ä~.  demnacl 
gemachten  Voraussetzung ; 

8[MQX.)  .  a(M<iX) 

d.  h:  UQ  ist  eia  Integrati^nsfkktor  der  Gleiohang 


i/Goo^^lc 


Pdnilp  def  letitsD  UiMpUkAtom. 
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__  -x,=o. 

Daran«  fblgt  ali  nreiter  Lehrsatz: 

„DrQokt  man  mittelst  n— -^I  geftiDdenei  IntegralgleichuDgeii  dei  S^atema  (f) 
die  Teränderlichen  Xj,  .  .  , ,  z  duroh  x  und  x,  (nebst  den  willkUrlicIieti  Konstanten) 
aas,  und  setzt  in  M,  P,  X,  2,   fDr  jene  Grossen  die  so  erhalteueD  Werthe  «in,  i« 

die  n"  Integralgleichung  seyn." 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  leioht  sieht,  nm  die  VerallgemeinemDg  dei  in  Nr.  2 
enthaltenen.     Zum  DeberfluM  kann  man  denselben  leioht  daraus  folgern. 

Sejen  nAmlicb  wieder  <p  =a:  ,  ..,,  <pj  =  aj  die  n — 1  bekannten Gleiobnngen, 
wie  wir  so  eben  annahmea;  man  ziehe  ans  der  ersten  x  und  setze  djesen  Werth  in 
die  zweite;  ans  dieser  nenen  zweiten  ziehe  man  x  und  setze  dessen  Werth  in 
die  dritte,  . . . ,  und  seyen  die  so  erhaltenen  Gleichungen ; 

wo  also  )|i^      die  GrOuen  x z     ^_^  nloht  enth&lt,  ao  wird  naoh  Nr.  2  die 

Grflsae 


wo  in  U^_,  wirklich  z^,  ■  ■  .,  Xj  dnroh  x,  x,  zu  ertetxen  aind,  der  letzte  HnltipU' 

®*.-      8*. 
katoT  sein.     Wir  haben  also  bloss  zn  zeigen,  daasF^ö — .■.  -^ —  ist.  Nun  lat 

Sip       891 
aber  cunichat  n~^=  r-^-     Was  ^        anbelangt',  ao  geht  dieae  GrSsse  aoa  'f^_^ 

herror,  wenn  man  x_  aus  <p_^a   in  f)  _.  einsetzt.     Daraus  folgt: 


Bf. 


8. 


8, 


a«> 


wenn  r— ;=P 


nGooi^lc 


Piliuip  dM  letttcn  Uniciplikktiin. 


8v 


e» 


In  dieser  Weise  ^ht  m*a  leicht  weiter  fort  und  findet  den  ugregebeneu  S*iz. 
Wm  den  im  ersten  Lehrsats  gebrauchten  Werth  tod  P  betrifft,  ao  kann  er  mit- 
telst des  Satzes  XV,  1 1  auch  etwas  anders  nusgedrSt^t  werden.     Ist  nAmlich 


Bjr       6Ti' 

8t"    67,' 


8.P  = 


1.0,0... 
0, 1.0,.. 


=  1,  P- 


d..ii.  ft=s. 


0,0,0,  .. 

Wir  *o1l«n  min  nocb  einige  Beiipiele  mlSgen,  die  vir  der  berühmtm  Abhuidlnng  Ja- 
cobii:  n'^heoiia  niiTa  moltiplicatoriB  «ratemtti  MqnMionuni  differmtialiam  Talgariani  appli- 
candi'  (Crelle'i  Joamal,  XXVII  und  XXIX)  entDehmen. 

6)  Angraommen,  ei  tey  %  eine  bloiie  Fanhtjan  Ton  x.  Z  «ine  Mdche  tod  x  und  j;  My 


(enier  ^  =  d  *ii«  <"***  Intcgialgleichaog  xon 
s,  7  und  •Iner  willkfirHcheD  Kenitanten  a  iM,  n 


B', 


+  X^+Z  =0,  wo  n  ein«  Funktion  t«o 

e7_ 


all  glelchieitig«  Intepalgleiehungen .  wabrend  s=:n  eine  Int«gra1^e<chnng  deraelban  ist.   In 
(OiitalMi,  =y.  X,  =  x;  X,  =i,.X,  =  —  (X«+Z),  X=  1;  die  (a)  i>t  demoaeh! 

irennmanH^^e''^'^''  leUt.      Drückt  man  alM  x,. 
:t  einfach  i  dorch  n  in  X, ,  wodurch  X,  m  d  wird ,  lO 
bleibt  noch  P  tu  ermittelo.    DlMe  OrQue  IM  =  j-^  =  ■—,  wo  9,  der  Werth  ron  a  itt,  wie 

er  aui  t  — d  =  0  folgt.  «0  da«  man  biefUr  anch  —  scbToiban  kana.     Nun  irt  aber  atui  —  n 
=0;  1  — j^|^  =  0.alio|^  =  -J-.  wdaM  p|5  =  i,    Demnachi«t 


ea8i 


&■ 


.yGoo^^lc 


die  iv«ita  Integral glelchuDg  d«r  TOigelegtan,  d.  h.  da  li*  nur  i  ond  ;  »DthUt,  itt  rie  di«  end- 
liche iDtegralgleichung. 

Sogenögt  derQlBiohnng^-t-rS -)  ^ ?  =  0:  g^  =  2«j  —  3y.  wie  man 

■ich  leicht  Obe»aiigt.     DeninaehX  =  3 ,  /'^^=—     ,n  =  2oi— Sy.     p  =   2»; 

,     e      f/^Si    6n„  „am        _  «I       „ 

+  g-   /*         n— Bi  =  8a     — 2e     =!0,Md«M 

die  iDttgr&lgleichaag  tob  r^+T^"  -"l  1^— —  =  0  ist 

T)  Sex  9  «ine  beliebige  Funktion  Ton  i  ond  y,  deiigleichen  ip,  und  maa  habe  tos  der 
DifftTeDti  aigl  eicbnn  g 

ah  eins  ante  iDtegralgleichnDg  gefnnd«  r^  =■  a,  wo  n  wie  In  Mr.  S  baicbaflaD  bt,  id  bat 
Demnach,  wenn  man  die  Baaeicbonngen  Ton  Torhin  belliehUt: 


Bi"''     ey 


dia  aUEamaina  Intagralgleichong  dar  aorgalagtan  Ut 

7)  Seran  die  Klaicbieitig  Torgalagta«  DiffaranlialgleicIiaDgm  (f)  «m  dar  Farm 

TV=  •»■,>>+«'...+  .  •.+A'_._-I.. 
-j7  =  V«.+ir",+ t-i_"x^-X,, 


^■-J,-.,  +  A,"'a.  +  ...+i™._=J_. 
WO  die  OtOuBD  A  ■8mmdichnar*on  t  abUngen,  toiUdie(a),  bideiz  =  t,Xi=I: 

"■    ^+>^r^+-+\|^+M(v+i.-+...+i«)-o. 

wekUr  Qlslebnw  «nftgt  wfad  diueh  ^~~  , 

Ign.cd^/COOglC 


ZtMlti«  nt  dar  Bw«dinimg  kmniMt  ObwfllolMn. 
=0, ..      "   " 


H  = 

e.H 

"  "8^=" TT 


XVII. 

Wir  haben  hn  lehnten  Abaebnltte  die  Formain  laikmnieii gestellt,   dis  zni  Berechnnng 

inObcrflSehsn  n.  i.  v.  dienen.  Dam  non  vollen  irir  noch  die  folgenden  ZmltxsbierbeifQgen. 

I.  Setit  man  in  der  Fonnel  (a)  dei  g.  68  t=0,  t«  erUit  man  den  Inhalt  der  in  d«  Ebene 

,   *on  der  Knrrg  MN  (Fig.  41)  nmaehlauenen  FlJMibe.     Disaelbe  iit  alio 


f\"ß}' 


velche  Fonoel  bn  Oinnde  an  di«  Stelle  ron  (c)  in  $.  B3  gehSit.     SetiC  □ 


i=Teoia,  7sT8hia,  und  fbrmt  da*  Doppelintegral  aacb  J.  SSom,  lo  ii 

=  r,  alM  die  Fliehe  =.  /St    /re>=^   /e>   /tGi,  vo  nun  die  Orlnzen  dm  Bedingnngea 

der  Asfgabe  gemlu  ta  wUiIeo  ilod.    Sind  diete  dieielben,  vie  in  Flg.  21 ,  >o  itt  die  dorUga 

/'"»  /"         I    /••• 
B»/rer=— /r'S*.  wo  t  vu  der  Gleichnng  der  Knire  lu  eutoehmen  iit. 
»,•'  1  *•/   ■, 

Die*  lit  die  Formel  dei  9.  U ,  S.  SOS, 

II.  So  wie  man  In  der  f  onnel  dei  S.  BS,  V  9  at>  nnahhsagig  angewben,  bttte  mu  anoh 
ip  odft  r  all  Klehe  OiSm«  bebaohteo  dürfen.  Dadoich  ergeben  licb  aber  (ür  die  BogenUag« 
die  awei  veiteni  FormelD : 


wann  im  eisten  Integrale  i(>« ,  ip,  die  liMenten  Warthe  toh  41  lind,  wobei  1(1,  —  tj^i^O  nnd 
angenommen  iit,  der  Bogen  wachte  mit  wachiendem  <f\  Aehaliehei  gilt  fDi  das  iweite  In- 
tegral. 

ni.  In  der  Foimel  (b)  dei  ).  58  lind  fi  und  <C  die  Dnabbtegigen  Verftndeitlden,  wUuand 
r  all  Funktion  beider  ereohsint,  wie  die  Oletchnng  der  krummen  Ob erBtcbe  rerlangt.  Ei  Ter- 
iteht  eich  Ton  «elbit,  dwa  man  ancb  r  ond  * ,  oder  r  und  ip  all  nnabbtngig  TeT&ndarlich  an- 
leben  kann.  Aahnllche«  gilt  Toa  (a) ;  doch  bedarf  ei  hier  keiner  beBOndern  Reebnung.  da  bri 
der  OleiabaiÜgkelt  der  drei  recbtwlDUichen  Koordinaten  eine  bleiM  TertaDichung  der  Bnoh- 
itabwi  die  Weitem  Formeln  eiglbl.  Anden  Teihclt  w  lich  Jedoch  bei  den  PvIarköordinateD. 
Seyen  alio 

1)  r  nnd  f  die  imabhlnglg  VerSuderllehao.  ip  Termflga  der  Oleiehnng  der  knunmeti  Ober- 

flkoha  daron  abhiogig.     Alidann  iit  (S.29,  2),  wenn  x  =  r(ioi4'Caa»,  y  =  rcasif>nn«.  e  = 

ei  ,  .   ei(.      81  ,  8*      By  _ 

riinifi:     i--3:co»i(ieo»F —  rilBipeoiff  j~,     rr  —  —  lootipiin»  —  rtinf  0019  r— ,     ö^  — 


eonpilof  —  ninvitiny  T— .  ~  =  tcoiUicoi«  —  rlinipiin^  r— ,  —  =  «in<i+rcw»  jr 


i6T_e»Br'  By 
i8y     e^Sr 


.  Goc^lc 


